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Varakozasok, stabilitas és miikodoképesség
az egyiittélé korosztalyok egy realista modelljében”

Ebben a dolgozatban az egyiittél6 nemzedékek modelljének sok korosztalyos altala-
nositasat vizsgaljuk, nevezetesen az egyiittelé korosztdlyok modelljét (angol révidi-
tés: OLC). Minden id6szakban a kiil6nb6z6 koru szerepl6k elérejelzéseket tesznek
az életiik végéig bekodvetkezé kamattényezbkrdl, és a hatralévé fogyasztasi palyajuk
hasznossagat maximalizaljak a zéro varhato 6rokség feltevése mellett. Minden id6-
szakban egy koordinator olyan uj kamattényez6t hataroz meg, amely mellett a tarsa-
dalom teljes fogyasztasa egyenl6 a tarsadalom teljes keresetével. A cikk mondaniva-
I6ja a kdvetkezd: 1. az OLC-modellben a racionalis varakozasok melletti dinamika
nemcsak instabil, hanem miik6désképtelen is; 2. az OLC-modellben a naiv varakoza-
sok melletti dinamika nemcsak aszimptotikusan stabil, hanem tag kérnyezetben
miikodoképes is.

Az utdbbi évtizedek egyik legfontosabb elméleti fejleménye az egyiittélé nemzedékek és
korosztdalyok modellcsalddja. E folyoirat hasébjain egyikiink méar foglalkozott e kérdés-
korrel - a szakirodalom ismertetését sajat eredményeivel kiegészitve. Simonovits [1994]
a két korosztilyos modellek dinamik4jat ismertette, Simonovits [1995] a tobb koroszta-
lyos zart modell allanddsult allapotait és ciklusait vizsgélta raciondlis varakozéasok ese-
tén. Ebben a cikkben megprébaljuk lekiizdeni mindkét megkozelités korlétait, s a nem-
zetkOzi irodalomban elGszor a t0bb korosztdlyos zdrt modell igazi dinamikdjdt elemezziik
raciondlis és naiv varakozasok esetén. Nem feltételezziik a fenti tanulmanyok ismeretét,
ugyanakkor eltekintiink az ott szerepld allitisok részletes ismertetésétsl.

Foltessziik, hogy a gazdasdgban minden idészakban ,keletkezik” egy fogyasztasi cikk,
amelyet romlanddsaga miatt azonnal el kell fogyasztani. Minden id§szakban a kiilonbdz4
kort szereplGk eldrejelzéseket tesznek az életiik végéig bekovetkezd kamattényezdkrdl, és
a hatralévd fogyasztasi palyajuk hasznossdgit maximalizaljak a zér6 varhat6 orokség felte-
vése mellett. Minden idGszakban egy koordintor olyan {ij kamattényezGt hatdroz meg,
amely mellett a tarsadalom teljes fogyasztdsa egyenld a tarsadalom teljes keresetével.

A kamattényezSkre vonatkozdan két varakozasi tipust vizsgalunk: raciondlis vdrako-
zdsokat (ahol az elGrejelzés pontos) és naiv vdrakozdsokat (ahol csupan a kdzvetlen jov6
el6rejelzése pontos, s a tovabbi idGszakokra sz6l6 elbrejelzések azonosak a kdzvetlen
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jovGével). Megjegyezziik, hogy naiv varakozasunk tartalmazza a racionalitds némi ele-
mét, mivel a kozvetlen elGrejelzés pontos. Azonban e feltevés nélkiil nem tudnank bizto-
sitani, hogy az 6sszmegtakaritds nulla legyen.

Egy palyat miikoddképesnek neveziink, ha mind a fogyasztasi, mind a kamattényezé-
palya minden idGszakban pozitiv. Az dllanddsult dllapotok 1étezésén til aszimptotikus
lokalis stabilitdsukat és mikodSképességiiket vizsgaljuk.

Féként realista egyiittélé korosztaly (angolul: Overlapping Cohorts, roviditve: OLC)
modelleket vizsgalunk, ahol a fogyasztd élettartama normalis, példaul 72 év, az idGszak
hossza eléggé rovid (példaul 1 év), és a leszamitolasi tényezd ésszerd (példaul 0,98 és 1
kozott van). Allandé relativ kockazatkeriilési egyiitthatdjia, in. CRRA hasznossagfiigg-
vényekkel szimolunk. A modell magyarazo erejét novelendd, gyakran feltessziik, hogy
mind a gyerekek, mind a nyugdijasok keresete nulla. Nem akarjuk kovetni Aiyagari
([1989] 167. 0., 4. l1abjegyzet) konnyed ujjgyakorlatat: ,,E példdk esetleges hasonlatossa-
ga a valésaghoz pusztan a véletlen mive.” Latni fogjuk, hogy a kétnemzedékes (val6ja-
ban két korosztilyos — OLG: Overlapping Generations) feltevés kozel sem olyan artal-
matlan, mint ahogy alkalmazdik gondoljik.

Tipikusan két allanddsult allapot van: az aranyszabaly (ahol a kamatlab nulla) és a
kiegyensilyozott (ahol az aggregalt megtakaritasi 4llomany nulla). Ha van stabil allandé-
sult allapot, akkor stabil dinamikardl beszéliink.

Az egyiittél§ korosztalyok redlis kalibralasi modelljében két f6 eredménytiink a kovet-
kez6. 1. A raciondlis varakozasok majdnem mindig instabil dinamikat szdrmaztatnak,
amely el6bb-utobb mikodésképtelenné is valik. 2. A naiv varakozdsok a legtobb esetben
lokalisan stabil dinamikat szarmaztatnak, amely tag kornyezetben miikodSképes.

Az els6 latasra meglepd tételek heurisztikus magyarazata eléggé egyszerd. Racionalis
varakozasok esetében az Uj, egyensilyozd kamatlab terhe kizarélag a legfiatalabb kor-
osztaly vallara nehezedik. Kovetkezésképpen minél nagyobb az egyiittéld korosztalyok
szama, annal nagyobb a tulterhelés. Ezzel ellentétben a naiv varakozdsok esetében a
teher egyenletesen oszlik meg az 6sszes korosztaly kozott.

Sajnos a modell olyan bonyolult, hogy analitikus eredményeinket gyakran kell szami-
togépes kisérletekkel kiegésziteni. Azt gondoljuk azonban, hogy a relevancia fontosabb
az elegancianal. Azaz érdemes realisztikus modelleket vizsgalni, mégha a ceruzat a sza-
mitégépnek kell is helyettesitenie.

Tekintettel a dolgozat bonyolultsdgara, tobbféle olvasasi stratégia ajanlhatd. Akit nem
érdekelnek a részletek, elegendS, ha az 4brakat tekinti at, a tételeket (és az azokhoz
tartozo definiciokat) olvassa el. A részletek irant érdekldddknek masodik olvasasra hasz-
nos lesz a bizonyitasok, a megjegyzések és a példak attanulmanyozasa is. Egészen rovi-
den utalunk az irodalomra, féleg a Simonovits [1995]-ben még nem vizsgalt kérdésekre
szoritkozva.

A Simonovits [1994]-gyel 6sszevetve, lathatd, hogy Gale [1973] racionalis varakoza-
sokra vonatkozo stabilitasi tétele érvényét veszti a tObb korosztalyos esetben, viszont
tobbnyire érvényesnek latszik a naiv varakozasok esetén.

A racionalis varakozasok esetében egy Un. meghatarozatlansagi probléma 1ép fol: az
igazi kezdeti feltételek (megtakaritasi dllomanyok) mellett mesterséges kezdeti feltételek-
re is sziikség van, nevezetesen a 0, ..., D id6szak kamattényezdire (lasd Samuelson
[1958] és Kehoe-Levine [1990]). A hagyomanyos megkozelités (példaul Blanchard-Fischer
[1989] 5. fejezet) elhanyagolja az igazi kezdeti feltételeket, és elveti azokat a mesterséges
kezdeti feltételeket, amelyek instabilitast okoznak. Minél t6bb instabil irdny van, annél
gyengébb a meghatarozatlansag. Véleményiink szerint ez a bonyodalom csak aldhizza a
raciondlis varakozasok mesterkéltségét.

Eredményeink szoges ellentétben vannak a makrookondmia elfogadott elképzelésével,
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amely az egylittél§ korosztalyok dinamikajanak instabilitasat és mikodésképtelenségét a
korosztilyok nemzedékekké tomoritésével magyardzza (Sims [1986]). Ugyanakkor a f6-
arammal szemben 1sz6 tanulmanyokban a racionalis varakozasok mienkhez hasonl6 kri-
tikdja megtalalhatd. Lovell [1986] empirikus alapon birdlja a széban forgd feltevést,
Grandmont-Laroque [1990] pedig bizonyos tanulasi szabalyok melletti stabilitidsbol ve-
zeti le a racionélis varakozasos dinamika instabilitadsat. Ez utdbbi eredmény nemcsak az
egylittéld korosztilyok modelljére vonatkozik, viszont csupan a naiv varakozasoknal
bonyolultabb tanuldsi szabdlyokra érvényes. Tovabba a mi két féeredményiink kiilon-
kiilon is megall a 1aban, Grandmont-Laroque tétele viszont feltételes allitas, nem mond
semmit a raciondlis varakozasokrol, ha a tanulési szabaly melletti dinamika instabil.

A dolgozat felépitése a kovetkez8. ElGszor a gazdasag tetszSleges egyenstilyi kamatté-
nyezG-sorozatat és a hozzatartoz6 optimalis fogyasztasi palyat elemezziik — méghozza a
két varakozas kozos altaldnositdsa mellett. Az 4ltaldnos eredmények ismertetése utan
kiilon-kiilon specializaljuk az elemzést a raciondlis és a naiv varakozasra.

Egy OLC-cseregazdasag varakozasokkal
Egyiittéld korosztdlyok

A t. idGszakban a népesség harom nemzedékbdl all: gyerekekbdl, dolgozokbol és nyug-
dijasokbdl. Mindegyik nemzedék tobb korosztalybodl allhat: L gyerekkorosztaly (i=0,1,2,
..., L-1), M-L+1 dolgoz6 korosztdly (i=L, ..., M), és D-M nyugdijas korosztaly
(i=M+1, ..., D), dsszesen D+1 korosztidly. Ha a hagyomanyos keretek kdzott marad-
va, nem akarjuk a gyerekeket 6nallé fogyasztoként modellezni, akkor legyen L=0. Tech-
nikai egyszerdsitésként foltessziik, hogy a ¢. idGszakban egységnyi ,,csecsemd” sziiletik
(hagyomanyosan: kezdé munkas all munkéba), és mindegyikiik megéri a t+D. idészak
végét: a teljes népesség 1étszdma D+1.

Miutan definidltuk a népességi viszonyokat, a gazdasagi Osszefiiggéseket tisztazzuk.
Technikai egyszertsitésként ugyancsak foltessziik, hogy az atlagkeresetek id6ben vélto-
zatlanok. Ugyanakkor figyelembe vessziik azt a jol ismert Osszefiiggést, hogy a korosz-
talyi keresetek jelentGsen valtoznak az életkorral. Legyen w; az i. korosztaly atlagkerese-
te a t. idészakban.

Kényelmi okokbdl a gyerekeknek és a nyugdijasoknak néha zérd keresetet tulajdoni-
tunk: w;=0, i=0, ..., L-1és M+1, ..., D. A képletek egyszertsitése érdekében a kovet-
kez8 normalizdldssal éliink:

w; =1.
0<i<sD

Jelolje rendre c;, és s, ,=w;—c;, a t. idGszak i. korosztdlya egy tagjanak atlagos fogyasz-
tasat és megtakaritasat.

Azt az egyszerisit6 feltevést alkalmazzuk, hogy 1étezik tokéletes évjaradékpiac, ame-
lyen minden ember eladhatja egy biztositonak elGre ismert keresetaramat, és ennek fejé-
ben egy varhat6 fogyasztisi palyat vasarolhat. Elete soran mindenkinek van vagyona,
amely idénként lehet pozitiv, negativ vagy nulla. Ezt a vagyont a mar emlitett biztositd
kezeli, amely minden iddszakban kamatot fizet vagy szamit fel, egy r, kamattényezd-
sorozatnak a (¢,1+1] idGszakra halmozott értéke szerint:

R ivi=rie Ty R,=1). (1)



866 Molndr Gyorgy-Simonovits Andrds

Mivel egy csecsemd a valdsdgban nem vehet ol kolcsont, foltessziik, hogy egészen
addig a sziilei kezelik az addssagat, amig nagykord nem lesz.
Sziikségiink lesz az i koru fogyaszto ¢. id6szak végi megtakaritdsi dllomdnydra:

@, =1 +tW-c,, a,,=0, 2)
avagy zart alakban:
ai,t = ZRt—i+j,tSj,t—i+j . (3)
0<j<l1

Tekintsiink egy ¢. id§szakban sziiletett korosztalyt! Az {s; ..}, £, £, megtakaritdsi pa-
lya nulla orokséget hagy, ha ap,,,=0, azaz

z Rf_,zl—lsi,m =0. 4

0<i<D

Legyen a tarsadalom ¢. id6szaki megtakaritasa S;:

S = Zsi,t .
0=p

Az {s;,}o £, £, megtakaritasi keresztmetszet (a ¢. idGszakban) egyensiilyban van, ha
S,=0. )

Mindig feltessziik, hogy (4) és (5) teljesiil. Vegyiik észre, hogy staciondrius nulla
kamatldbak (r,=1) és staciondrius megtakaritasi palyak (s;,=s,,) esetén a (4) hosszmetsze-
ti feltétel ekvivalens az (5) keresztmetszeti feltétellel.

Legyen a népesség teljes megtakaritasi adllomanya A4,: A4, = z a;, . (5) és ap,=0 foly-

0<i<D

tin A,=r,A, .

Varakozdsok

A varakozasok most is kulcsszerepet jatszanak az elemzésben. A szokasos jelolést hasz-
nalva, legyen ,r, a t. idGszaki el6rejelzés a v( = ¢) id§szak kamatényezGjére vonatkozdan.
A kovetkez$ varakozasi tipusokkal foglalkozunk.

Racionalis varakozasok. Minden vért kamattényez6 megegyezik a megfeleld idGszak

tényleges modellbeli értékével:
trt+i=rt+[; i=0, ey D. (6)

Naiv varakozasok. Minden vart kamattényezd megegyezik a jelenlegi tényleges ér-
tékkel:

Joi=r, =0, ..., D. @)

d-varakozasok. A kozos targyalds kedvéért bevezetiink egy altaldnosabb varakozasi
sémaét, a d-vdrakozdsokét. Legyen d egy egész szdm: 0 < d < D. d-vérakozdsok mellett
1. A kozeljové r,, ..., r,,,, kamattényezGi pontosan ismertek eldre:

Tevi=Tis 1=0, ..., d-1.
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2. A kritikus id6szak r,,, kamattényezdje egy paraméter, melyet a walrasi kikialto
hataroz meg a ¢. id§szakban (lasd késGbb).

3. Atavolir,, ..y, ..., F,.p kamattényezGk vart értékei a jelen és a kozeljovs kamatté-
nyezGit6l fiiggnek:
Joi=fAr,, ..., .0, ahol fi: R LR, i=d+1, ..., D. 8)

4. A (8) varakozasi séma konzisztens a kovetkezd értelemben:
r=f(r, ..., r) minden r > 0 valds szamra. ©)

Megjegyzések.

1. A legegyszeribb valasztas f-re 1, ,=r,.,, i=d+1, ..., D.

2. A d-varakozasok fogalma valdban altalanositja a racionalis és a naiv varakozasokat,
hiszen a d=D és a d=0 esetben az 1. megjegyzés mellett rendre (6) és (7) adddik.
Ilyenkor D-véarakozéasokrol és 0-varakozasokrol beszélhetnénk.

3. Igazi tanulési fliggvények esetében (vO0. Grandmont [1985] 3. pont és Grandmont-

Laroque [1990]) (8) nem fiigghet az r, .4, ..., r,,, jovébeli értékektSl: d=0, viszont annal
inkabb fiigg a multbeli értéktdl, azaz
trt+i=ﬁ(rt—b’ AR rt)-

Mi azonban nem foglalkozunk ezzel az esettel.
A t. idGszakban az i-koru fogyaszt6 a kovetkez8 vdrhato koltségvetési feltétellel talal-
kozik:

Tl Z (th,t+j)_1tsi+j,t+j =0. (10)
0<j<D-i
Figyelembe véve feltevéseinket, r,=r,€és R,,,,=R,, ;haj<d, R, =R, 4R .., €gyéb-
ként.
A korspecifikus fogyasztas a legfrissebb megtakaritasi 4llomanytdl és a varhaté kamat-
tényezdSktol fiigg:

1Cir=CAAi 115105 +ovs Feipi)s (11)

ahol (10) teljesiil.

Dinamika

Bevezetjik az a,=(ay,, ..., ap.1)", 7=(1 ...y Tia)' €8 x,=(a,, )" jeloléseket. (Ha
d=0, akkor az iires r valtoz6t nem szerepeltetjiik.) Megfelels feltevések mellett az r,.,,
paraméter fiiggvényében (8) meghatirozza az 4j ,r,.,, ..., ,tp elérejelzéseket, (11) el-
donti az 4j fogyasztasi becsléseket, és végiil (5) megadja az Gj kamattényezét: r,, ,. Egyen-
leteink egy x,=h(x, ;) differenciaegyenlet-rendszert definidlnak.

Az algoritmust a kovetkezSképpen képzelhetjiik el. Minden id§szakban a fogyasztok
meghatarozzak idészerd optimalis fogyasztasukat, amelyet kdzolnek a walrasi kikialto-
val, aki 6sszegzi e mennyiségeket, és iteracidval kiszamitja a d id§szakkal késébbi egyen-
sulyi kamattényezét.

A rendszer a r=0 id&szakban kezdi meg mikodését és az (a_,;_,r) vektor a rendszer
kezdeti feltétele.

Nyilvanvald, hogy az id6ben allandé megoldasok (allanddsult allapotok) komoly sze-
repet jatszanak a dinamikus rendszerek elemzésében. Egy (D +d)-dimenziés x, vektort
dllandosult dllapotnak neveziink, ha a definiald leképezésnél egy helyben marad: x.=h(xz).
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A rovidség kedvéért gyakran a, vagy r, allandésult allapotrél fogunk beszélni. Ertelem-
szerlen hasznaljuk az A4, jelolést is.

Gale ([1973] II. rész) nyoman néhany észrevételt tesziink. Allandésult allapotban
Ap=rpA, s ez a kovetkezd osztalyozast sugallja. Ha r, kiilonbozik 1-t61, akkor kiegyen-
sulyozott (vagy masképp: nem monetdris) allapotrol beszéliink, amelynek jele: r, és A,=0.
Ha r.=1, akkor aranyszabdly (vagy masképp: monetdris) allapotrdl beszéliink, amely-
nek jele: r; és A;. (Rovidség kedvéért az dllandosult jelzét ilyenkor néha elhagyjuk.)
Ekkor harom alosztalyt vezetiink be, adds (klasszikus): A; <0, hitelezé (Samuelson):
Ag >0 és szimmetrikus (egybeesd): A;=0. (Augusztinovics Mdria széhasznalatat kdvet-
ve, a korabbi cikkekben a fiatalos és az érett jelz6t hasznéltuk, azonban az ados és a
hitelezd jelz6k kifejezGbbek.)

Ha legalabb két allandésult allapot 1étezik egyszerre, akkor a globalis stabilitas ki van
zarva. Ha csak egy éllanddsult allapot 1étezik, természetesen az aranyszabdly, akkor a
kiegyenstilyozott allapot hidnya valészindleg instabilla teszi a széban forgd allanddsult
allapotot is. Ezért a tovdbbiakban mindig lokdlis stabilitast vizsgalunk, s a jelzGt elhagy-
hatjuk.

Mindenekel6tt ismertetiink egy elemi megfigyelést, amely Samuelson [1958] és Gale
([1973] 28-29. 0.) dolgozatabdl ered:

1. tétel (d-varakozdsok).

a) Ha egy aranyszabdly-dllapot stabil, akkor az A_, < 0 és az A_, = 0 egyenlétlensége-
ket kielégitd kezdeti feltételek instabil pdlydt szarmaztatnak Ag > 0, illetve A < 0 esetén.

b) Ha egy kiegyensiilyozott dllapot aszimptotikusan stabil, akkor ry< 1.

Bizonyitds. Mérlegeljiik az A,=r,A,.,=...=R_, ,A_, Osszefliggést!

a) A_, <0 miatt 4, <0, tehit a pdlya nem tarthat A; > 0-hoz.

b) Ha ry stabil és a tétellel ellentétben ry > 1, akkor van olyan pozitiv allandd, R,
amelyre, 0-tol kiilonboz6 A, esetén R_, > Rry*', azaz |A|> ri*'R|A_|, azaz A, diver-
gens, ellentmondas. | |

Megjegyzés. VélhetSen az ry=1 esetben legfeljebb féloldali stabilitasrdl van sz6.

Optimalizdlas

A reprezentativ fogyaszto fogyasztasi palyajat ugy vezetjiik le, hogy egy hasznossagfiigg-
vényt maximalizalunk megfelel§ koltségvetési korlat mellett. Kiinduldsként bevezetjiik
az 1-nél kisebb f3 leszdmitoldsi tényezét és az idSben-korban valtozatlan u(c) iddszaki
hasznossagfiiggvényt.

A teljes hasznossdgfiiggvény

U(cyronCp) = S Bu(c), 0<B<L. (12)

0<isD
Szokas szerint a CRRA hasznossagfiiggvények diszkrét megfelelGire szoritkozunk.
Legyen o egy valds szdm, -0 <0 < 1, 1-0 a relativ kockdzatkeriilési egyiitthato. Az
id6szaki hasznossagfiiggvények

u(c)=0"c?, ha o nem 0; (13a)

u(c)=log(c), ha 0=0. (13b)

Emlékeztetlink arra, hogy (13a)-ban azért kell o'-gyel beszorozni c°-t, hogy az u
pillanatnyi hasznossag a c; fogyasztas novekvd fiiggvénye legyen o < 0 esetén is.
(13)-at behelyettesitve (12)-be, rendre adddik a
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CRRA hasznossdgfiiggvény

Ulc,,....cp) =0 ZBicf, ha ¢ nem 0 vagy oo; (14a)
0<i<D

Cobb-Douglas hasznossagfiiggvény

U(cy,...,Cp) = z B'log(c;), ha o = 0; (14b)

0<i<D

Leontief hasznossdgfiiggvény

U(cy,...,cp) = ggisréci, ha 0 = -0, (14¢)

Megjegyzés. Konnyen belathatd, hogy a (14b) és a (14c) fiiggvény a (14a)-beli U
/o
g A
fliggvény EUU / Z ﬁ’% megfeleld hatarértéke vagy annak novekvd fiiggvénye o =0
0<i<D

vagy —o esetén.

Sziikségiink lesz o kovetkez6 transzformaltjara: ¢4 = o/(0-1) , ahol 1-u az iddszakko-
Zi (intertempordlis) helyettesitési rugalmassdg. Mint ahogyan kordbban érveltiink
(Simonovits [1995]), foltessziik, hogy 0 < 0,azaz 0< u £ 1.

Versenyzdi fogyasztdsi pdlya

Optimdlis pdlydnak azt a fogyasztasi palyat nevezziik, amely maximalizalja a (12) hasz-

nossagfiiggvény értékét adott kamattényezSk és a (10) koltségvetési korlat mellett.
Ratériink a dinamika vizsgélatara. Sziikségiink lesz a kovetkezd fogalmakra.
Megcsonkitott hasznossagfiiggvény

l]i(tci,[""’[ CD,t—i+D) = 0-71 Z B}icﬁj,ﬁj . (15)

0<j<D-i
A hatralév§ életkereset varhatd jelenértéke

W, = zwi+j thj;+j ) (16)

0<j<D-i

A korrigélt leszamitolds varhatd jelenértéke

V.= Y @R}, ahol ® = (17)

0<j<D-i

1. segédtétel (d-vdrakozdsok). CRRA hasznossdgi fiiggvény esetén a t-ben sziiletett i
koru egyén (dltaldban nem megengedett) fogyasztdsa

nai—l,t—l + W,t
CGu = (18)
i
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Bizonyitds. Vegyiik az i koru fogyasztd Lagrange-fiiggvényét (az U, hasznossagfiigg-
vény és a koltségvetési korlat linearis kombinaciojat) az & szorzdval:

0sj<D-i 0<j<D-i

0 0
— -1 1
Li(tci,t""»tCD,HD—i)_a Z Bj zi/ t+j +E g} i-1,1-1 + Z( z+] Tt z+] t+]) R[ [+_]E

Tegyiik a ,c;,,,.; szerinti parcialis derivéltat nullava:
z+; t+j =E; ﬁ Rt t1+]
Figyelembe véve, hogy o=-u/(1-u), 1-0=1/(1-p), 1/(1-0) =1-u, adédik

—(pjgu 1 Rl M

tCivjr+j )

azaz
N, W,

it
+C
Vii

i+j,t+j = (Djt 1,;fj (19)
Jj=0-ndl (19) (18)-ra egyszerdsddik. | |

Megjegyzés. Fontos hangstlyozni, hogy altaldban mennyire megszorit6 lehet a repre-
zentativ fogyaszté feltevése (Kirman [1992]). Roviden vazoljuk, hogy minden fogyasztd
esetében azonos hasznossagfiiggvényt feltételezve, tetszdleges szami fogyasztét tudunk

egyszerden aggregalni. Valdban, legyen wy(k) a k. tipusu fogyaszt6 keresete az i korban,

és g e tipus sdlya a népességen beliil, k =1,...K: 3 wi(k) =1 & » g =1.

0<i<sD 1<k<K

Legyen w; = ngwi(k) =1 a reprezentativ fogyasztd keresete az i korban. V, (k)

1<k<K
fliggetlen k-t6l, ekkor (16) és (18) értelmében a reprezentativ fogyaszté optimalis fo-
gyasztasa megegyezik a heterogén fogyasztok atlagos optimalis fogyasztasaval. Ha nem
minden fogyaszténak azonos a hasznossagfiiggvénye, akkor a fenti aggregalas lehetet-
len, de egyesek szerint ez az eset nem olyan fontos, mint az el§zg.
A feltételes optimum meghatirozasa utan a megengedettségi feltételt vizsgaljuk. Behe-
lyettesitve (18)-at S, definicidjaba, adodik

5=1-3 T * W (20)
0<7ZD Vi,t
TR @1)
0<i<D ‘/i,t

Kimondhatjuk a

2. tételt (d-varakozdsok). CRRA hasznossdgfiiggvény esetén a t+d. iddszak optimdlis
kamattényezdjét (feltéve, hogy létezik) a t. iddszakra vonatkozo (21) implicit differencia-
egyenlet hatdrozza meg.

Megjegyzések.

1. Nyilvanval6, hogy nem minden megtakaritasi allomany vektor hatiroz meg pozitiv
kamattényezGt. Azonban barmely allanddsult allapot kdrnyezetében 0-tdl kiilonbdzs S’
mellett az implicit fiiggvény tétele szavatolja a megoldas 1étezését és unicitasat. Latni fog-
juk azonban, hogy még az allanddsult allapotban is egynél tobb kamattényez6 1étezhet. Mi
azonban az élland6sult allapothoz legkdzelebbi kamattényezdvel fogunk dolgozni.



Varakozdsok az egyiittéld korosztalyok egy realista modelljében 871

2. Nyilvanvald, hogy kiilonbozd kezdeti feltételek kiilonb6z6 llandosult dllapotokhoz
vezethetnek. Figyeljik meg, hogy az 4llanddsult dllapotok fiiggetlenek a varakozasoktol,
azaz a két varakozasndl az allanddsult dllapotok azonosak. A ciklusok azonban mar fiigg-
nek a varakozési sémétol.

Dinamika racionalis varakozasokkal

Egyeldre foltessziik, hogy a fogyasztdok sziiletésiikkor mar tokéletesen ismerik a szamuk-
ra relevans kamattényezG-sorozatot. Ez a feltevés a jelenleg uralkodé raciondlis vdrako-
zds hipotézis determinisztikus megfelel§je. Sok korosztilyos modelliinkben még furcsabb
e feltevés, mint a két korosztilyos §smodellben, de annak érdekében, hogy beilleszked-
jink a kozgazdasigtan f6aramaba, most mégis ezzel éliink.

Egyszertsitett raciondlis varakozdsok

A d-varakozasoknal elkertilhetetlen volt a valtozd horizont szerinti optimalizalds vizsga-
lata, most azonban rovidre zarjuk a feladatot. Tegyiik 61, hogy a rendszer nem a 0-ban,
hanem a -co-ben kezdett optimalisan miikddni. Ekkor igaz a

2. segédtétel (egyszeriisitett raciondlis varakozdsok). CRRA hasznossdgi fiiggvény ese-
tén a t-ben sziiletett j korii egyén (dltaldban nem megengedett) fogyasztdsa

¢, =®'RLH, (22)
ahol
o, = H, = W, (23)
0.t t V()J .

Bizonyitds. Racionélis varakozasok esetén nem kell az optimélis palyat minden alka-
lommal Gjraszdmolni. i =0-nal (18) és i > 0-ra (19) egyszerdsodik a (22)-(23) parra.

Megjegyzés. Figyelemre méltéan egyszerd az optimalis palya szerkezete. Egyrészt min-
den Uj id6szak a korrigalt leszamitolasi tényezd szerint csokkenti, masrészt a korrigalt
kamattényezd szerint noveli a fogyasztast. A kezdSfogyasztas értékét a H, hanyados adja.

Behelyettesitve a (22) feltételes optimumot a (21) megengedettségi feltételbe, egy imp-
licit differenciaegyenlet-rendszert kapunk. A teljes megoldds a 2D-dimenzids vegyes
x,=h(x, ) rendszert adnd, de az egyszerusités miatt megusszuk egy D-vel elSretolt (2D-
1)-dimenzids tiszta rendszerrel: r,,, =g, p4» ---» F4p.1)- EZ utdbbit konnyebb tanulma-
nyozni és dbrdzolni. Mostant6l fogva a teljes és az egyszerUsitett megoldas kiilonbségét
nem hangsuilyozzuk.

Behelyettesitve a feltételes optimumot a (20) dsszmegtakaritasba, adodik a
t. iddszak makromegtakaritdsi fiiggvénye:

St =1- z q_‘)erl—lJ Ht—j . (24)

=jit
057D

Ennek segitségével konkretizalhatjuk a 2. tételt.
ElGszor az allandosult allapotokat fogjuk vizsgalni. Egyszertsitett racionalis varakoza-
sok esetén nincs sziikségiink a {W;,} és {V,,} sorozatra, csak a kezdGtagjukra. Ezért
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célszerl lesz W,=W,, és V, =V, , roviditett irdsmdddal €lni. Most a (22) képlet az id6tlen
r kamattényezé segitségével egyszerisithetd:

Wi = ; - . 16°
(r) OQZSDWF (16°)
V(=3 o ar)
Her) = W(r) 230
(n = Vo) (23°)
c(r) = ®IrWH(r). (229

(24)-be behelyettesitve (16°)-(17°)-t és (23°)-t, adodik a megtakaritas makroegyensilya:

S(ry=1- S &r"MHr) =0. (25)

0<i<D

Sziikség lesz a kovetkezd jelolésekre:

M ) LO oM ) L0 26)
= min3—,l - —[és U, = max[F—,l-—[].
I°h DBD DE 253 [IDD DB

Kimondjuk a Kim [1983]-t6] szarmazé regularitdsi feltételt: L < D és M > 0.

3. tétel. (Kim [1983] és Simonovits [1995], 9. tétel). Legyen a kereseti pdlya reguldris,
a fogyaszto CRRA hasznossagfiiggvényii.

a) Ha 0< u <, akkor mindig létezik legaldbb egy kiegyensulyozott kamattényezo:
rg > 1 az ados esetre, ry < 1 a hitelez0 esetre és ry=1 a szimmetrikus esetre.

b) Ha [, <u < 1, akkor mindig létezik legaldbb egy kiegyensiilyozott kamattényezo:
rg < 1 az ados esetre, ry > 1 a hitelezd esetre és ry=1 a szimmetrikus esetre.

¢) Ha U, < U < U, (ablak), akkor vagy nem létezik kiegyensiilyozott kamattényezd, vagy
t6bb is létezik.

Megjegyzés. A =1 esetben Augusztinovics [1992] tétele mérvado.

Szemléltetésiil bevezetjiik a kovetkez6 paraméter-vektorsorozatot: D=71, L=18,
M=51, 53, 55 és 57; u=0,5, 0,75 és 1, 3=0,98, 0,99 és 1.
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1. tdbldzat
Kiegyensulyozott dllanddsult allapotok jellemzGi
(L=18 és D=1T1)

M Hu B g I'p=rp
51 0,50 0,98 1,066654 -0,000083
51 0,50 0,99 1,024094 -0,000218
51 0,50 1,00 0,979354 0,000180
51 0,75 0,98 0,980520 -0,000158
51 0,75 0,99 0,998997 -0,001649
51 0,75 1,00 1,017036 0,000269
51 1,00 1,005986 0,000236
53 0,50 0,98 1,079089 -0,000057
53 0,50 0,99 1,040291 -0,000113
53 0,50 1,00 *

53 0,75 0,98 0,959637 -0,000053
53 0,75 0,99 0,980015 -0,000141
53 0,75 1,00 1 0

53 1,00 1 0

55 0,50 0,98 1,089795 -0,000043
55 0,50 0,99 1,053719 -0,000072
55 0,50 1,00 1,016825 -0,000190
55 0,75 0,98 0,928033 -0,000016
55 0,75 0,99 0,954918 -0,000043
55 0,75 1,00 0,978895 -0,000128
55 1,00 0,993590 -0,000150
57 0,50 0,98 1,099172 -0,000033
57 0,50 0,99 1,065132 -0,000052
57 0,50 1,00 1,030850 -0,000094
57 0,75 0,98 * *

57 0,75 0,99 0,903770 -0,000007
57 0,75 1,00 0,945988 -0,000029
57 1,00 0,986561 -0,000058

Megjegyzés: kizarolag a (0,85;0,999) és az (1,001;1,15) intervallumba esG pontokat tintettiik f61. A dSlt
sorok példdkat mutatnak be. r, a nevez§ gyoke.

Dinamika

Hosszira nyult elGkészités utdn ratériink az igazi dinamika elemzésére.
Az r,. , kamattényezGt a kordbbi r, ., |, ..., ¥,,p kamattényez8k fiiggvényében fogjuk
kifejezni. Ahhoz, hogy a (16), (17) (i=0) és a (24) kifejezések tomorek maradjanak, az
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r,.p-t tartalmaz6 W, V, és S-beli tagok Osszegére ujabb (vastag betilivel szedett) jelolése-
ket vezetiink be (és a nulla korindexet ismét elhagyjuk).

W = Z WiRtj}ﬂ' > @7
0<i<D
V= SORY, (28)
0<i<D
S =1- SOR*H ., . 29)
i 19‘25[) 1—i 1 1y

A (21) megengedettségi feltételbdl egyszerd szamolassal kapjuk az

-1 -1
W, +WpR .pihp

Dp-u -u
V+® R bl

S, =H, =

egyenldséget, amelybdl adodik a
4. tétel (raciondlis vdrakozdsok). 1. A t+D. versenyzd kamattényezot (ha egydltaldn
létezik) a kovetkezd implicit differenciaegyenlet hatdrozza meg:

WDRt_,tlJerl’;:lD - St(DDRt_,tl’inlr}:g - StVt + VVI =0. (30)

2. Ha O <ufl, wo=0 és az alabbi (31) kifejezés értelmezve van, akkor (30) egy
(2D-1)-rendi explicit differenciaegyenletre egyszerisodik:

0 so? O

=G———0 Rl\p,y. 31
S -sv g Ko 31)

Isp

Megjegyzések. 1. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a . id6szak megengedettségi felté-

tele a t+D. idGszak optimalis kamattényezdjét hatdrozza meg. Ez éves kalkulacional és

normélis életkorndl azt jelenti, hogy a mindenkori kamattényezGt tobb évtizeddel elére

meghataroztak! Ebbdl 1atszik, milyen szigori és irredlis feltevés a racionalis varakozas
feltevése. (Kehoe-Levin [1990] meghatdrozatlansdgrol beszél.)

2. Az implicit fiiggvény tétele garantilja r,, , 1étezését, ha dS/dr, , , kiilonbozE nullatdl:

as oH _ WoR ipalipVi = KW@ R L p 1y
Or.p - Or.p sz ’

Ha r=1 és =1, akkor 35/0r, . p,=[wy(D+1)-u]/(D+1)%. Realista modellekben a
wp(D+1) szorzat 0 és 1 kozott fekszik, ezért 1étezik egy u,=w,(D+1) szinguldris érték,
amelyre dS/0r,,,=0. Vegyiik észre, hogy dS/0r,., U csokkend linedris fiiggvénye, de u
egyiitthat6ja —1/(D+1)?, a parcialis derivalt nagysagrendje szintén 1/(D+ 1)2. Ilyen mennyi-
ségek értékeléséhez a skalainvariancia elvét kell alkalmazni. Eves mennyiségekre attérve
és az r=r"®+D jeloléssel élve, ahol a vastag betd az éves mennyiség:

S/0x,. p =S/, p) (Or,,p/ O, ) =<T2/(D+1)}.

Elegendden finom felbontés esetén (D=36 vagy 72) 72/(D+ 1)? alig kiilonbozik 0-t6l.
Ezért - legaldbbis a leszamitolds nélkiili aranyszabaly-allapot esetén — (30) tilzottan
érzékeny a szamitdsi hibakra. Ezzel ellentétben, a Simonovits [1994]-ben vizsgalt nép-
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szerd esetben D=1, w;=0, csupadn a Cobb-Douglas-eset szingularis, a dS/or,,,=-p/4
egyiitthatd meglehetdsen nagy, még inkdbb az éves szinten szamitott dS/dr,,,=-9.

Emlékeztetiink Gale [1973] kdvetkezd megjegyzésére: a megoldas nem mindig folytat-
hat6, ha a (30) implicit egyenletnek nincs megoldasa, vagy ami ugyanaz, a (31) explicit
egyenlet jobb oldala nincs értelmezve. Ekkor a rendszer muikodésképtelenné valik. Ter-
mészetesen az allandosult allapotokkal nincs ilyen gond, legalabbis elméletben.

Az attekinthet6ség kedvéért kiilon példaban ismertetjiik a Simonovits [1994]-ben ko-
z01t 2 korosztalyos eset teljes és egyszertsitett leirasat.

1. példa (racionalis varakozasok, 2 korosztaly). D=1.

Teljes leirds: a feltételes optimum

-1
Wy t Wity
-4
1+ @

az (a,r,,,) parra egy kétdimenziés implicit differenciaegyenlet-rendszerhez vezet:

Cos = €8 G, = KAy, tW

-1
Wy T Wik

a,, =ra,,, és -
S T

+hay, +w =1,

Egyszerisitett leirds (Gale [1973], 4. tétel): a feltételes optimum

-1 -1
Wo ¥ Wil @r,(wy +wir)

Cos = - €s ¢, = =
1+ orf 1+ or*

r,,,-re egy egydimenzids implicit differenciaegyenlethez vezet:

-1 -1
Wo + Wit + Pr(wo +wir;)

1+t 1+ @ *

Az egyszertsitett leirasra az 1. tétel megforditasa is igaz (vd. Simonovits [1994], 4.
tétel). Ez vezetett Gale ([1973] 12. és 16. o. elGadott) sejtéséhez, amelyet a Gale és
masok altal elhanyagolt (1 > u, esetre tekintettel célszert a kovetkezGképpen atfogalmaz-
ni: raciondlis vdrakozdsokndl a kisebb kamatlabu dllandosult dllapot aszimptotikusan
stabil. Gale sejtésével ellentétben nincs okunk azt varni, hogy ez az egyszerd eredmény
altalanosan igaz legyen, akar raciondlis varakozasok esetében. Val6ban, hamarosan latni
fogjuk, hogy raciondlis vdarakozdsokra — gyenge feltevések mellett — mindkét dllandosult
dllapot instabil. Viszont furcsa moédon, a naiv varakozasokra Gale mondanivaldja tipiku-
san (de nem mindig) igaznak tiinik.

A raciondlis varakozasok targyaldsa soran a tovabbiakban foltessziik, hogy vannak
kereset nélkiili gyermek és 6reg korosztalyok: L > 0 és M < D, valamint £ > 0. Ponto-
sabban, csak azt fogjuk kikotni, hogy legalabb egy-egy gyermek és nyugdijas korosztily
1étezik.

Lokalis instabilitds

A dinamikus rendszer viselkedésérSl az allanddsult allapotok (in)stabilitisa adja a leg-
egyszeribb tdjékoztatast.

Lokalis elemzés esetében elvben egyszerd a helyzet. Bevezetjiik az r, dllandésult alla-
pottdl valé eltérést: y,=r,~rp, saz v, p, =g p+1s ---» Frip.y) figgvény parcidlis derivalasa-
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val eljutunk a linearizalt y,,, = Z T,y,.; rendszerhez. Bevezetve a p(z) = Z T,z° ™
-D<i<D -D<i<D

polinomot, adédik a (2D-1)-ed fokd g(z)=2z?"'-p(z) karakterisztikus polinom. Ismert
tétel szerint csupén azt kellene elddnteni, hogy hol helyezkednek el e polinom gyokei: az
egységkoron beliil (aszimptotikus stabilitds), vagy vannak rajta kiviil is gyokok (instabi-
litas). Ha mar a fiiggvényérték numerikus meghatarozasa is nehézségekbe iitk6zott, mi-
lyen nehéz lehet a 2D-1 darab parcialis derivalt meghatarozasa! Szerencsénkre nem igy
van, legalabbis az esetek egy jo részében nem. A kovetkez6 segédtétel egy nagyon hasz-
nos Osszefiiggést igér:

3. segédtétel (raciondlis vdarakozdsok). Ha w,=0=wy, és r, egy megengedett dllando-
sult dllapot, akkor

Tpu =T . (32)

A meglehetdsen bonyolult bizonyitast a Fiiggelék tartalmazza.

A 3. segédtételbol mar konnyen levezethetS az

5. tétel (raciondlis varakozdsok). Tegyiik fol, hogy w,=0=wy, és a q(z) karakterisztikus
polinom legaldabb egyik gyokének az abszolut értéke kiilonbozik 1-t6l. Ekkor az aranysza-
baly dllandosult dllapot instabil.

Bizonyitds. A polinomok gyokei és egyiitthatoi kozti dsszefliggés szerint a 2D-1 darab
sajatérték szorzata T_,_,-gyel, azaz 1-gyel egyenlS. Ha legalabb egyikiik abszolt értéke
kiilonbozik 1-t6l, akkor kell lennie egy olyan gyoknek is, amelyiknek az abszolut értéke
nagyobb, mint 1. | |

Megjegyzések. 1. Mint a nemsokara bemutatandé 2. példa szemlélteti, D=2 és u=1
esetén bekovetkezik az 5. tételben kizért teljesen valdszinttlen eset: mindegyik gyok
abszolut értéke 1. Szép volna, ha bizonyitani tudndnk az abszolit értékre vonatkozd
feltevést 1 < 1 esetén. (Ezt a kellemetlen esetet mas tanulmanyok, példaul Grandmont-
Laroque [1990] szintén kizarjak.) Egyébként a kizart esetben elképzelhets a stabilitas, de
a kialakul6 dinamika mindenképpen nagyon bonyolult lenne. Tobbszoros gyokok esetén
az instabilitas is kovetkezne.

2. Az 1. tdbldzatban mar bemutattuk a kiegyensulyozott allapotok elhelyezkedését.
Lattuk, hogy a bemutatott esetek mintegy felében r, > 1. Az esetek masik felében pedig
rg < 1, de egyhez kozeli érték, éppen a realitds miatt. Ha 1_,,,, < 1, de D nagy és r,

1/2D-2) _

kozel van 1-hez, akkor a sajétértékek mértani kozepe |T_p,, PP = 2 Ezért

valdszintsithetd, hogy legalabb egy gyok abszolit értékben nagyobb mint 1.

2. példa (raciondlis varakozasok, harom korosztily, CRRA). L=1=M, D=2, w,=1,
0 < u £ 1. Konnyd megmutatni, hogy rp=p*2»C#D_ Ezért ry < 1, ha g > 1/2 (adods);
rg > 1, ha y < 1/2 (hitelez8). u=1/2 esetén nem létezik kiegyensulyozott gyok, elte-
kintve a leszamitolds nélkiili esett6l. Tulsdgosan hosszadalmasak a szamitdsok, de a sz4-
mitogéppel ellendrizhets, hogy p < 1/2 esetén az aranyszabély-allapot is instabil. Vi-
szont 1/2 <u < 1 esetén a kiegyensulyozott dllapot még stabil! Egyébként p=1 esetén
elGall a valdszindtlen eset: g(z)=z>-1, azaz mindharom gyok abszolit értéke 1, az 5.
tétel nem alkalmazhaté. Szamitégépes futdssal meggydzGdhetiink arrél, hogy a rendszer
instabil, bar a divergencia nagyon lassu.

3. példa (racionélis varakozasok, négy korosztaly, Leontief-hasznossag). D=3, L=1,
M=2,0 <w, < 1/2, wy=1-w,, u=1. Kénnyd belatni, hogy r; < 1. Ennek ellenére r,
is instabil, bar mikoddképes.

Ezen a ponton bevezetiink egy hasznos mddszert. Ahelyett, hogy a (2D-1)-véltozos g
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leképezést vizsgalnank, beérjiik a leképezésnek az atlora vald lesziikitésével. Definialjuk
az aggregdtorfiiggvényt: - R R, ahol r,p = ... =r:azazry=(r_))=g(r, ..., 7).

Szamitogépes futtatasaink azt mutatjak, hogy annyira instabil mindkét allandésult alla-
pot, hogy mar maguknak az allanddsult allapotoknak a numerikus rekonstrudlasa is gon-
dot okoz: 7 ,p, = ... =r=rpesetén ry=ry csak rossz kozelitéssel teljesiil, mar D > 3-
ra. Természetesen kiilonbdz6 szamitdgépes programok, valamint kiilonb6zé algoritmu-
sok némileg kiilonb6z4 szamszerd eredményeket adnak.

4. példa (racionalis varakozisok, CRRA) u=0,5, $=0,99, M=51: r;=0,98657. A
szamitogéppel rajzolt 1. dbrdrol lathatd, hogy az r,,= ... =r_ =rp aranyszabalybol
vagy kiegyensulyozott allapotbdl indul6 pélya berezeg.

1. abra
Instabilitds raciondlis varakozasoknal

Kamat- Aranyszabaly =~ ==0o-----
tényezd

1,40 CRRA-hasznossag

1,20

1,00

0,90

0,60 bbb EV

-20 -10 0 10 20 30 40 50 60
(-141)

5. példa (raciondlis varakozasok, Leontief-hasznossag) u=1, M=57: ry=0,98657.
Szamitégéppel szemléltethets, hogy az r ,,= ... =r=rparanyszabalybol vagy kiegyen-
sulyozott allapotbdl inditva a rendszert, a kerekitési hibak és az instabilits miatt a rend-
szer bar simén, de azonnal letér az egyensulyrdl (2. dbra).

A valtozatossag kedvéért bemutatjuk az 5. példa I gorbéjét az allandosult allapotok-
nal. Figyeljiikk meg a 3. dbrdn, hogy a legtobb pontban nincs is értelmezve a fiiggvény!
(A 4. példdra nem is tudtuk megrajzolni a gorbét!)



878 Molndr Gyorgy-Simonovits Andrds

2. dbra
Instabilitas racionalis varakozasoknal

Kamat- Aranyszabaly = 00 0----- Kiegyenstlyozott
tényezd
L10 - Leontief-hasznossag
. )
. I
- |
J
1,00 !
, | J | U
) RS L L V1 P PP pom=1 ="
i A Iy \}4 \, " ”U |
_ ] |
I
- | |
4 |
0,90 IIIIIIIII:IIIIIIIII IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII: EV
-20  -10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
(-141)
Miikédoképesség

Eddig csupan az éllanddsult allapotok instabilitisat igazoltuk, illetve valdszindsitettiik.
Ett6] még mikoddhetne a rendszer. A tovabbiakban gy érveliink, hogy nemcsak a stabi-
litas, de a mikodGképessség is valdszindtlen.

Ugyanis azt sejtjiik, hogy a szdmlald, de kiilondsen a nevez$ nagyon kis abszolit
hibdja nagyon eltorzitja a hanyadost. Példaul a leszamitolas nélkiili esetben (8=1, ®=1)
az aranyszabalynal a (31) [ ]-beni tortjének szamlaldja és nevezdje, u, =v,=1/(D+1). De
amig W(r) lassan valtozik r-rel, S,V, gyorsan viltozik, 1évén 1/(D+1) és D nagysagrendi
kifejezések szorzata. Példaul D="71 esetén szerencsétlen szamitdsnal még u,/v,=0,9995-
be is iitkozhetiink.

Néhany valosagszagi paraméterértékre kiszdmitottuk a nevez$ 1-hez kozeli gyokeit.
Az eredményeket az 1. és a 2. tdbldzat utolsé oszlopa mutatja, a kiegyensulyozott, illetve
az aranyszabaly-allapotok esetén. (Az utolsé elbtti oszlopra a naiv varakozédsok vizsgala-
tanal lesz sziikségiink.) Azoknak, akik jobban hisznek az analitikus médszereknek, mint
a gépi szamolasnak, bemutatunk két specialis példat.

6. példa (raciondlis varakozasok, kis nevezd, 3 korosztilyos esetben, Leontief, a 2.
példa folytatasa). L=1=M, D=2, w;=1 és u=1. Az x=1/r jeldlést bevezetve W=x,
V=1+x, V=1+x+x2, H=x/(1+x+x?), S=(1-x+x?)/(1 +x+x?). Mind a szamlal6t, mind
a nevezGt bdvitve az 1+x+x? kifejezéssel, Q=(1-x+x?)/(-1+x+x?). Kivancsiak va-
gyunk, hol vilik a nevezd nullava, azaz a raciondlis varakozas definidlhatatlanna. A
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3. dbra

Aggregator raciondlis valtozasoknal
Uj kamat-
tényezd
2,00

Leontief-hasznossag
1,80
1,60
1,40
1,20 Kiegyensiilyozott Aranyszabaly
1,00 3 o o -
0,80

0,60

0,40

052()IIIIIIIIIIIIIIIIIIII:IIIIIIIIIIIIIIIIIII:]{égi
0,98 0,9866 0,99 1 kamattényezd

kapott masodfoku egyenletet megoldva: x,=(-1+5'?)/2, azaz r,=(1+5"?)/2=1,618. Ez
a szam elsé pillantasra messze esik 1-t8l, ha azonban éves szintre tériink at, akkor a 24.
gyokvonas utan a meglehetdsen realis 1,02 koriili érték adoédik. Tehat mar a hAromnem-
zedékes modellben évi 2 szdzalékos kamatlab mellett a racionalis varakozas meghataroz-
hatatlan!

Ezen a ponton egy pillanatra visszatériink a pozitiv keresetvektorhoz.

7. példa (raciondlis varakozasok, diszkontilatlan Cobb-Douglas-fiiggvény, harom
korosztily). f=1, u=0, és D=2, w,=1/3. Igazolhatd, hogy (31) nevezGjére teljesiil v(r)=
-(2/3)rt+42-2r/3-r*3, s kalkulatorral ellendrizhetS, hogy a nevezdnek van gyoke r,=1,355
(azaz éves szinten r,=1,0135) kozelében, a raciondlis varakozias meghatarozhatatlan.

Ilyen rossz nevezd8k mellett kimondhatjuk az

1. sejtést (raciondlis vdrakozdsok). Minden realista OLC modellben az dllandosult
dllapotok koriili pdalydk nemcsak instabilak, de miikodésképtelenek is.

Sajnos, nagyon keveset tudunk a 2-nél nagyobb periddusu ciklusokrdl, legalabbis a
0 <p < 1 esetben. Ha tudnank hatarciklusokrdl, akkor azok kornyezetében lennének
mikodGképes palyak. A =1 eset 2-ciklusai a kisérletek szerint nem hatarciklusok.

8. példa (racionilis varakozasok, Leontief, 2-ciklus). A (31) szamitégépprogramjat
ezuttal 2-ciklusbdl inditjuk. Léthat6, hogy a Simonovits [1995]-ben szerepld Leontief-
féle 2-ciklus D=1 esetén fennmarad, D=71 esetén elromlik, azaz instabil ciklus: 4.
dbra.
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2. tabldazat
Az aranyszabaly allandésult allapotok jellemzGi
(L=18 és D=1T1)

M u B r(Ky) b=l
51 0,50 0,98 0,9720 0,0001
51 0,50 0,99 0,9838 0,0002
51 0,50 1,00 1,0322 -0,0004
51 0,75 0,98 1,0333 0,0002
51 0,75 0,99 1,0015 * 0,0012
51 0,75 1,00 0,9871 0,0002
51 1,00 0,9946 0,0002
53 0,50 0,98 0,9707 0,0001
53 0,50 0,99 0,9782 0,0001
53 0,50 1,00 1 0

53 0,75 0,98 1,0429 * 0,0001
53 0,75 0,99 1,0339 0,0002
53 0,75 1,00 1 0,0004
53 1,00 1 0,0011
55 0,50 0,98 0,9699 0

55 0,50 0,99 0,9752 0,0001
55 0,50 1,00 0,9876 0

55 0,75 0,98 0,9931 ** 0,0001
55 0,75 0,99 1,0334 * 0,0001
55 0,75 1,00 1,0361 0

55 1,00 1,0073 0,0002
57 0,50 0,98 0,9695 0

57 0,50 0,99 0,9734 0,0001
57 0,50 1,00 0,9815 0

57 0,75 0,98 0,9756 ** 0,0001
57 0,75 0,99 0,9894 ** 0,0001
57 0,75 1,00 1,0224 * 0

57 1,00 1,0182 0,0001

Megjegyzések: 1. A szamok négyjegyre kerekitettek. 2. A * komplex domindns gyokot jelez instabil
kiegyensilyozott allapot mellett. 3. A ** komplex domindns gyokot jelez stabil kiegyensulyozott dllapot
mellett. 4. A d6lt sorok példakat mutatnak be. 5. r;, a nevezd gyoke.
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4. dbra
2-ciklus racionalis varakozasoknal

Kamat-
tényezd
1,03

E

1,00

S 2
N=3
=l
AR RN RN R NN NN RARNANANNAN AN RN NANN|

Dinamika naiv varakozasokkal

Az el6zd fejezetben foltettiik, hogy a fogyasztoknak tokéletes elGrelatasuk van. Redlis
korilmények kozott instabil és mikodésképtelen palyakkal talaltuk magunkat szemben,
ezért a sokat birlt naiv varakozasok feltevéséhez folyamodunk: lasd a (7) képletet.

Ezt a feltevést mar Gale [1974] elfelejtett cikkében alkalmazta a harom id&szakot é16
és diszkontalatlan Cobb-Douglas-hasznossagfiiggvény fogyasztora: D=2, f=1és u=0.
Sajnos, kezdeményezése eddig nem talélt kdvetSkre.

Dinamika

Nyilvanvald, hogy tokéletlen elérelatas esetén minden fogyaszténak minden idGszakban
foliil kell vizsgélnia fogyasztasi terveit. Tekintsiik a 7—i. id§szakban sziiletett fogyasztot,
amikor i-1 Kkord, azaz (¢-1)-ben.

A (16)-(17) jeloléseket a (7) naiv varakozasokra specifikaljuk. Elhagyva az id6indexet:

W(r) = z Wi+jr_j . (33)
vin= o] (34)

0<j<D-i
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Behelyettesitve a (33)-(34) part (18)-ba, adédik

e, t Wi(r)
c(a,_,,r) = v (35)

Megjegyzés. A kovetkez§ iteraciok jelentGsen meggyorsitjdk a szamolast:
W) =w+ W, .(D/r, V(N =(Pr*)P*+V,,\(r), i=D, ..., 0,
Wp1(r)=0¢és Vp,,,(r)=0.

Vegylik figyelembe, hogy az elsd és a masodik iteracié idében visszafelé megy, akar-
csak a dinamikus programozésnal.

Most bemutatjuk a legegyszeriibb 3-korosztalyos példat.

9. példa (Gale [1974] példdja, naiv varakozdsok, 3 korosztdly, leszamitolds nélkiili
Cobb-Douglas hasznossag). D=2, w,=1, u=0, B=1. (35) szerint ¢,,=1/(3r), ¢,,=
(ra, . +172, ¢,,=ra,,,. A (20) értelmében 3(a,,., +2a, ,,)r>-3r,+2=0. Megoldjuk a
masodfoku egyenletet 7,-re és az aranyszabdly gyokot vélasztjuk: r,=1, azaz c¢;,=1/3,
ay,,=-1/3, a,,,=1/3.

ElGszor foltessziik, hogy A_,=a,_,+a,_ =0, azaz a,,+a,,=A,=R_, ,A_,=0. Ekkor a
kétdimenzids differenciaegyenlet-rendszer egydimenzidsra egyszerdsodik: a, =
[3+(9-24a,,,)"*1/12, t=0,1, ... . Egyszerti szdmoldssal igazolhat, hogy a rendszer
novekvs amplitidoval oszcillal.

Figyelemre méltd, hogy mas kezdeti értékek stabil és instabil palyadkat szdrmaztatnak
(valdszinileg A, < 0és A, > 0 esetén). Tehat allandésult allapotunk fél oldalrdl stabil.

Megjegyzés. Vélaszthattuk volna az r,=2 megoldast is, de nem tudtuk volna folytatni.

Stabilitds

Miutén belekoéstoltunk a globalis dinamikaba, ratériink a lokalis dinamika elemzésére. A
stabilitiselmélet alaptétele szerint meghatarozzuk az a,=h(a, ,) leképezés K= (k; ) Jacobi-
matrixat egy a, allanddsult allapotban, és megvizsgéaljuk, hogy spektralsugara, r(Kj),
kisebb-e vagy sem, mint 1. A konvergenciatényezd 1/r(Kp).

Sziikségiink lesz egy egész sor jelolésre. Az attekinthetGség kedvéért a képletszam a
forrasra utal.

W= . zWi+er_j . (33a)
<f<D-i

W = _0 ZjWerI:j_] . (33b)
<fD-i

Vo= Sl (34a)
0<f<D-i

Vie=-n Y joi G40
0<f<D-i

Cir = Cbir;l_u)ivv()f I Vor. (19a)



Varakozdsok az egyiittéld korosztalyok egy realista modelljében 883

Qg =Telyp W, =Cp, dyp =0, (2a)

@y WV = (0 p + W) Vg

Cip V2 (35b)
i F
Sy =-— z Cir. (20Db)
07ZD
0 1 0 Qi — CJ},— ..
k; r :rFl,-_Lj%— 7 %+ T > 0<i, jsD-1, (36)
J*LE Vj+1,FSF

ahol 1; a Kronecker-szimbolum: 1, ha i=j és 0 egyébként. Figyelem: (35b) a (35)-beli
kifejezés parcidlis derivaltja, nem pedig (22) teljes derivaltja.

4. segédtétel (naiv varakozdsok). A h leképezés Jacobi mdtrixa az ar dllandosult dlla-
potban Kp=(k; ).

Bizonyitds. Linearizaljuk a (2) egyenletet a; kortil, ahol r(a) a (35) és (20) altal megha-
tarozott fiiggvény.

. or 1 ac;
. = —0a._ +ri_,—7.
' da; ! b da;

Az els@ parcidlis derivaltat a szoban forgd RP*™! -, R implicit fliggvénybdl hatirozhat-

juk meg. (35) és S(a,r) =1- Z c¢.(a_,,r) folytan

0<i<D

or 0S / da; B r

. dSiar V.S

] J

A masodik parcidlis derivalt

ac; r or

— 1

—=1_,,—+¢ .
Oa; Vi oda

Behelyettesitéssel adodik (36). | |

Ezen a ponton egy hasznos megfigyelés kindlkozik a naiv varakozédsokhoz tartozd
Sr=0 szingularitdsi feltételre. Legyen B=1és rs=1, ekkor V., V,s/UU, c; s, a; ¢ egyarant
fiiggetlenek p-tdl. Ezért (20b) az Si;=71r-7T,1 alakot Olti, ahol 7Tés 77, egy-egy paraméter.
S=0 ekvivalens a i, =171, feltétellel. Ha u, < 0 vagy i, > 1, akkor nincs szingulari-
tas, legalabbis =1, r;=1 mellett. Ha azonban 0 < 1 , £ 1, akkor az implicit egyenletnek
tipikusan nincs megoldasa. Példaul szamitassorozatunkban M=51, y,=0,636 és M=57,
U,=0,800.

Mit mondhatunk a szingularitas kornyékérGl? Mivel a teljes fogyasztas egységnyire
van normadlva, az €rzékenység 1-t0l fligg. Szamitdssal igazolhatd, hogy m,=D/4, azaz
visszatérve a skdlainvariancidhoz: 11,= r(dr,/dr,)=(D/4) X72/(D+1)=18D/(D+1). Naiv
varakozasokndl a korosztalyszdm novelése nem rontja, hanem némileg javitja a helyzetet.

Mit mondhatunk r(K,)-r61? Altalaban nem sokat, azonban iigyesen valasztott specialis
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esetekben lehetséges a stabilitas igazolasa. De mindenekel6tt egy segédtételre lesz sziik-
ségiink.

5. segédtétel (naiv vdrakozdsok). a) Ha 0<-A; < Sg, akkor a K; mdtrix maximdalis
oszloposszege K, | =1+A/Sg. b) A Ky mdtrix minden oszloposszege 1.

Bizonyitds. El6szor egy megengedett allanddsult allapotot tekintsiink. (2a) és (35b)

szerint ¢p, =ap , r, (20b) felhasznaldsdval S, = - zcj'.f —ap,p €s definici6 szerint
0<j<D

Ap = z aiyptapp. Tehat K .=r1+A4:/(V,,, $Sp]. a) V.., ; csokkend sorozat, ezért
0<j<D

feltételiink esetén az aranyszabdlyndl 0 < K ; £ K, , ;=1+A44/S;. b) Kiegyensilyozott

allapotra A,=0, tehat K, ,=ry. | |

Az 5. segédtétel egy klasszikus feladatnal és két fontos példanal is hasznunkra lesz.

10. példa (naiv varakozasok, két korosztaly, CRRA hasznossig). Az 5. segédtétellel
bizonyithat6, hogy D=1, tetsz6leges keresetek és ados aranyszabdly esetén az aranysza-
baly aszimptotikusan stabil.

11. példa (a 2. példa folytatasa, naiv varakozasok, harom korosztaly, CRRA hasznos-
sag). D=2, w;=1,0<u < 1.

Kezdjiik az elemzést az egyszer(ibb esettel, amikor nincs leszamitolds: 3=1. Ekkor
rg=1, m=1/6, m,=1/2, azaz |1,=1/3. Iit a rendszer nincs is definidlva.

MeglehetGsen aprélékos szamitdsok azt mutatjdk, hogy megfelel6en nagy, de még
értelmes diszkontalasra példaul $=0,95%-re r; gyakorlatilag a teljes 0 < < 1/2 inter-
vallumon stabil. Megfelel§ tiirelemmel 1/2 < < 1 esetén ry( < 1) stabilitdsa analitiku-
san is igazolhatd, bar u=1/2-re r(Kz) > r.

12. példa (naiv varakozasok, D+ 1 korosztily, autarchia). L=0, M=D, =1, w,=1/
(D+1)=c; ;. Ekkor szimmetrikus az aranyszabdly: rz=1 és a;,;=0, c;s=(1-L)
(i-D)/[2(D+1)]. Tehét a szingularitdsi ért€k =1, 0<p < 1 esetén k;; > 0.

Sajnos, K;;=1 minden j-re, azaz a Perron-Frobenius-tétel szerint r(Kz) =1, ahol a
stabilitdselméleti tétel nem hasznalhat6.

Ennek ellenére a 12. példa jé kiindulasi pont.

6. tétel (naiv vdrakozdsok). Legyen U < 1, legyen B < 1 és w; rendre olyan kozel 1-
hez és 1/(D+1)-hez, hogy K. > 0. a) Ha ry > 1, akkor az adds aranyszabdly stabil. b)
Ha ry < 1, akkor a kiegyensulyozott dllandosult dllapot stabil.

Megjegyzések. 1. Erdekes lenne tudni, hogy mekkora a 6. tétel érvényességi kore. A
11. példa szerint D=1 esetén maximadlis. Szamitégépes kisérletek arra utalnak, hogy
D > 1eseténisnagy, hiszen 0,98 < B£ 1 ésw,=w,e’, 0,99 < £< 1,01 esetén mind K; > O,
mind 0 <-A4; < S; fenndll. Azonban a 9. példdban K -nak pozitiv és negativ elemei is
vannak, azaz az érvényességi kor mar D=2-nél sem teljes.

2. Ghiglino-Tvede [1995] soktermékes és kétkorosztilyos modelljiikben hasonld kér-
dést vizsgaltak - tetszSleges hasznossagfiiggvény esetén.

Bizonyitds. a) A keresetek pozitivitdsa miatt a 3. tételben 1, =1, tehat az a) pont sze-
rint A; < 0. Folytonossag miatt 0 < -A; < S} is teljesiil, tehat az 5. segédtétel szerint
0 < K;; < 1. b) K, z;=ry. Mindkét esetben a Perron-Frobenius-tétel szerint r(Ky) < 1,
tehat a megfelel§ allandosult allapot stabil. | |

Egyel6re az altalanos és realista elemzés szamitdgépet kivan. Folytatva a 1. és a 2.
tdbldzat oszlopaiban bemutatott szamitasokat, a kovetkez6 eredményeket kaptuk: r(K,)=r;
(1, bal oldali sajatvektorral), annak ellenére, hogy Kjz-nek pozitiv és negativ elemei is
vannak. Azonban r(K;) nem becsiilhet6 a maximélis oszlopdsszegekkel. A spektralsu-
garakat a 2. tabldzat utolso elbtti oszlopaban szerepeltettiik. Az 1. és a 2. tdbldzat meg-
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felel§ sorainak 6sszehasonlitdsdbol meggydzSdhetiink arrdl, hogy a vizsgélt esetekben
legalabb az egyik allandésult allapot stabil. Néhany esetben mindkét allandésult allapot
stabil (lasd a 4. példdt késGbb).

A 11. példan gondolkozva a kovetkezd kérdés vetddik fol: lehetséges-e, hogy redlis
modellben valamilyen szinguléris értéknek egy instabil kiegyensulyozott allapot felel
meg? Ismét csak a diszkontalatlan hasznossagfiiggvényre szoritkozva, azt tapasztaljuk,
hogy lehetséges, mert M =53 esetén szimmetrikus allandésult allapotot kapunk. Azonban
m,=17,75 miatt a szingularitastol nagyon hamar eltdvolodunk. Megkockaztatjuk a

2. sejtést (naiv vdrakozdsok). Majdnem minden realista OLC modellben legaldbb az
egyik dllandosult dllapot koriili pdlydk aszimptotikusan stabilak.

Miikédoképesség

A stabilitasi eredmények nagyon hasznosak, azonban keveset arulnak el az allanddsult
allapotok vonzaskorzetérSl. Hasonl6an homalyban maradnak az dtmeneti viselkedés jel-
lemzdi, azaz a rendszer mikodSképessége.

A racionalis varakozasokkal ellentétben, a naiv varakozasoknal az allandosult allapo-
tok minden gond nélkiil ,djratermelik 6nmagukat”. Mi torténik azonban, ha a rendszert
megzavarjuk, példaul a kezd§ kamattényezdk k6zos értéke eltér az allanddsult allapoto-
kétol?

A kisérletek tantisaga szerint egy-két szazalékos eltéritésnél a rendszer siman konver-
gal a kisebbik egyensilyi értékhez.

13. példa (A 4. példa folytatdsa, CRRA, naiv varakozésok). r=0,99; 1,02 és 1,025
kezd&értékekre két stabil és egy instabil palya alakul ki. Az 1. dbrdval val6 6sszehason-
litasndl vigyazzunk arra, hogy most az 5. dbrdn sokkal kisebb részletet abrazoltunk, és
71 kezddérték helyett csak 10-et rajzoltunk be! A jobb attekintés kedvéért megrajzoltuk a
naiv varakozasok aggregatorleképezését is: 6. dbra. Figyeljik meg, hogy az aggregator-
leképezés ndvekvd, alulrdl metszi az 4tlot r=1-nél és folilrél r=1,0241-nél, stabil arany-
szabalyt és instabil kiegyensulyozott allapotot sugallva.

14. példa (az 5. példa folytatdsa, naiv varakozasok, Leontief-hasznossagfiiggvényre).
r=0,98, r=0,99 és 1,002 kezdGértékekre két stabil és egy instabil palya alakul ki (7.
abra). A jobb attekintés kedvéért ismét megrajzoltuk a naiv varakozasok aggregatorleké-
pezését is (8. dbra). Figyeljiik meg, hogy az aggregatorleképezés novekvd, alulrél met-
szi az atlot r=0,986561-nél és foliilrdl r=1-nél, stabil kiegyensulyozott dllapotot és in-
stabil aranyszabalyt sugallva.

Végiil valaszt kerestlink arra, hogy mi torténik a 3.c) tétel ablakaban.

15. példa (KettGs stabilitas). M=55, u=0,75, $=0,98: r,=0,928033. Vegyiik észre,
hogy ekkor van egy masodik kiegyenstlyozott dllapot is, r=0,3 koriil. A 9. dbra harom
palyat mutat: a 0,92 és 0,94-bdl induldé palydk konvergdlnak ry-hez, mig a 0,995-bdl
indul6 palya 1-hez tart. Figyeljiik, meg, hogy most az aggregatorleképezésnek két redlis
agat mutatja a 10. dbra, az els6 két pdlya az alsén, a harmadik a fels§ 4gon halad. Nyitott
kérdés: mi torténik, ha felvaltva ugrandozik a kamattényez§ a két agon?
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5. dbra
(In)stabilitas naiv varakozasoknal

Kamat- Stabil 1 - - - Stabil 2 ——— Instabil
tényezd
1,03 CRRA-hasznosség o
1,02 3 T
1,02 3
o1 F
E / Aranyszabaly
00 e
0,99 3
0998 B TTTTTTTTT IIII|||||:IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIII||||:IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIII|||: Ev
-10 0 10 20 30 40 50 60 70
(-71)
6. dbra
Aggregator naiv varakozasoknal
Uj kamat-
tényezd
1,10 CRRA-hasznosséag

Kiegyensilyozott

Régi
0,94 0,96 0,98 1,00 1,02 1,04 1,06 kamattényezs
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7. dbra
(In)stabilitds naiv varakozasoknal

Stabil 1 — — - Stabil 2 ——— Instabil

Kamat-
tényezd
1,02 —

Leontief-hasznossag

1,01

Aranyszabaly
1,00 o om o e e e e e e e e —————— e —

Kiegyensilyozott

0,98 bbb EV

-10 0 10 20 30 40 50 60 70
(=71)

8. abra
Aggregator naiv varakozdsokndl

Uj kamat- —Als6 ———=- FelsG
tényez§

Leontief-hasznossag |

Aranyszabély

1,00 )
Kiegyenstilyozott
0,98
0996 T T 1T 17T 1T 17T : 17T T 1T 17T : 1T 17T T 17T : Régl

0,98 0,99 1,00 1,00 kamattényezd
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9. dbra
KettGs stabilitas naiv varakozasoknal

Kamat- Stabil 1 — - — Stabil 2 ——— Stabil 3
tényezd M=55, u=0,75, 5=0,98
1,01 g
1,00 §—— = m————— e e
0,99 3 Aranyszabaly
0,98 F-
0,97 F
0,96 F-
0,95 5
0,94 =
093F b Kiegyensilyozott
0,92
0591 TTTTTTTTT IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII: EV
-10 20 30 40 50 60 70
(-71)
10. dabra
Aggregator naiv varakozasoknal
Uj kamat- Als6 0 === - Felsd
tényez§ M=55, u=0,75, =0,98
1,08 o
1063 T~
1043 T~ o Aranyszabaly
1,02 3 Tl l o
1,00 5 =T
0,98 7 Tt~
Kiegyenstilyozott -
0,96 3 P
094 3 l T
0,92 3~
0;90 IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII:IIIIIIIII: Régl
0,92 0,94 0,96 0,98 1,00 1,02 kamattényezd



Varakozdsok az egyiittéld korosztalyok egy realista modelljében 889

Fiiggelék

A 3. segédtétel bizonyitdsa. Az alapotlet egyszert. Tekintsiik 7=0-t és hatdrozzuk meg r;,

valtoz6 r ., szerinti parcidlis derivaltjat. Mivel w,=0, W,=W,. Vegyiik észre, hogy
., nem szerepel sem Wi-ban, sem Vy-ban, sem Ry, ;-ben. Mostantdl kezdve a bizo-
nyitasban az iddindexet altaldban elhagyjuk.

Az r . ,=...=r, =rfeltevés miatt a szerepld fiiggvények mindegyike egyvaltozdssa
valik. A rovidség kedvéért az r=r_,,, jelolést és a normalis derivaltat hasznaljuk.
G(r)=0()"rg >, (F1)
ahol
B S(ry®”
o(r) = m . (F2)

Legyen v(r)=W-S(r)V és F-fel indexszeljiik a megengedett egyenstlyi kamattényezd,
rr helyén felvett értékeket: példaul Q.=Q(ry). (F1)-(F2) szerint

Gr=u"' Q"1 Qpri™®, (F3)
ahol
S\ W,
Q=" (F4)
Vi

Az éallandésult dllapot definicidja szerint r.=Q"Hr' P, azaz Q 'H=rP, QF'F 1 =r 1-HD,
Q.= @PPS, /v, miatt v,=@P°S,/r*°. De a (25) és a (24) miatt S,=H,. Az (F4) és az F3)
szerint

W, 2

QII" ¢DH 2 S}" H
és kihasznélva, hogy r; kitevSinek dsszege (D-Du)+2uD=(1-D)+uD+1,
=T WH Sy (F5)

Sr kiszamitdsa kovetkezik. Vegyiik észre, hogy r=r_,,,-t6l csak S [v0. (29)] fiigg:
QPpl-Hp -0O-DH (r). Elhagyva a -D idGindexet is, adodik

Sp=-PP(1-L)rHr-WO-DH —@Pr A-WDH (F6)
ahol
WeVe = WV
= ”72 . (F7)
Ve
Természetesen (27)-(28) szerint (w,=0 miatt)

v 2 i+l _ _ -1
WF——ZW,-rF = -n'We,
1<i<D
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Vi ==p Yy Ot = (Ve - ).

1sisD

A behelyettesitéseket elvégezve, Hy szamlaldja egyszertsodik: 7 (U-1) W V-1 UWy.
Mivel H=W/V, az (F7)-bdl kovetkezéen

Hi=rg' (U-1)H=r UH V. (F8)

Miel6tt az (F6)-ba behelyettesitenénk a kapott szamlalét, vegyiik figyelembe, hogy 7,
(F6)-beli mindkét kitevGje D-1-uD. Azaz

S} =~ Pr, WP (1 () H,+ Hy| = DPr, 002 W, V2, (F9)

Az (F9)-et beirva az (F5)-be, adddik a (32).
b) r.=1-re (32)-b6l 1 ,,,=1 kovetkezik.
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