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BENEDEK GABOR-KOBOR ADAM-PATAKI ATTILA

A kapcsolatszorossag mérése m-dimenzios kopulakkal és
értékpapirportfolio-alkalmazasok

A dolgozat a pénziigyi piaci faktorok kozti fliggéség mérésének problémajaval fogl]
lalkozik. A kdzelmdiltban intenziv kutatasok folytak e teriileten, amelynek eredmél]
nyeként rugalmas nemlinearis modellek és alternativ fliggdségi mérészamok valtak
elérhetévé. A kopula fogalma kiemelt szerepet tolt be ezen 0j keletii kutatasokban.
Segitségével kiléphetiink a normalitas hipotézisére épiil6 modellek vilagabdl, és a
linearis korrelacié mellett lehetéségiink van alternativ kapcsolatszorossagi mérté[]
kek hasznalatara. Emellett tovabb Iéphetiink az egy- és kétdimenziés elemzéseken
is. Ebben a dolgozatban a statikus, id6tényez6tdl fiiggetlen esettel foglalkozunk, és
két alkalmazast mutatunk be két kiilonb6zé értékpapirpiacra, az amerikai és magyar
piacra. A kopulak hasznalatat kockazatkezelési problémakon keresztiil illusztraljuk,
és elvégezziik a modellek formalis tesztelését.”

Definiciok, tételek

J6l ismert tény, hogy a normélis eloszlas els6- és masodrendd momentumai 1éteznek, és
ezek az eloszlast egyértelmien meg is hatdrozzdk. Gyakorlati szdmitdsokhoz hasznosabb
az eloszlast stirdségfiiggvényével megadni. Mint tudjuk, normélis eloszlds esetén ez is
l1étezik, ha a formaparaméter pozitiv definit. Ebben az esetben X-at kovarianciamdtrixnak
hivjuk.

1. definicié. Az m-dimenzios normdlis eloszlds siriségfiiggvénye

T (xa)

K[5| e , (1)

ahol K alkalmas normalizdlo konstans.

A megértéséhez megadjuk a tobbdimenzids normalitds egy tjabb definicidjat. Ehhez
el6szor bevezetjiik a kopula fogalmat. Ismeretes, hogy ha F(.) egydimenzids eloszlasl
fiiggvény, akkor az y = F(x) transzformalt valtozé eloszlasa egyenletes a [0, 1] intervald
lumon. Erre alapozva definidlhatunk egy olyan tobbdimenzids eloszlascsaladot, amelyl
nek peremei a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasok, igy tetszéleges egydimenzids
eloszlasokat kombindlhatunk egy altalunk megvalasztott fliggdségi struktiraval.

* Koszonettel tartozunk Medvegyev Péternek és Simonovits Andrdsnak.
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2. definicié. Kopuldn az m-dimenzios, egyenletes eloszldsii peremekkel rendelkezd valoszill
niiségi vektor eloszlasfiiggvényét értjiik. Mds szavakkal: a kopula egy olyan C: [0, 1]"—
— [0, 1] leképzés, ami rendelkezik az alabbi harom tulajdonsdggal:

1. C(x,, ..., x,) minden komponensében szigordan monoton,

2..C(1, s Ky e 1) = x, mindenj = 1,..., m-re, x, € [0, 1],

3. tetszoleges (a,, ..., a ), (b,, ..., b ) € [0, 1]" vektorokra, ahol a,< bj

2 2

> YDt K, )20
Ji=l Jm=1

X a,x,=>b

0= s k=1,..,m

A kopula fontos szerepet jatszik eloszlasok konstrudldsdban. A kopula fogalma emellett
alapvet§ a valdszintiségi valtozok fliggdségének megértésében, illetve nem szimmetrikus
eloszlasokra épiil6 modellek megalkotiasaban. A kopula fogalmara épitve a normalis eloszl
last is jra definidlhatjuk, mint egydimenziés normalis eloszldsok kombindcidjat, ugyanis

1. tétel. Sklar tétele (Sklar [1996]): legyen H egy m-dimenzids eloszldsfiiggvény F,, ..., F,
peremekkel. Ekkor létezik m-dimenzids kopula, vagyis
Hx, ...,x)=CF(x),..Fx)

Megforditva, ha C egy m-dimenzids kopula, és F, ..., F  eloszldsfiiggvények, akkor a
Jent megadott H egy m-dimenzios eloszldsfiiggvény F, ..., F, peremekkel.

1. kovetkezmény. Ha H folytonos m-dimenzids eloszlas F, ..., F, peremeloszldsokkal és
F[', ..., F.! kvantilisfiiggvényekkel, akkor a
Cu,, ...,u) = H[F'u), ..., F'(u)]

kopula egyértelmd.

Ha H nem folytonos, akkor koriiltekintGen kell eljarni a tétel alkalmazasakor. A tétel
alapjan megadhatjuk a Gauss-féle kopula definici6jat, amely egydimenziés normadlis ell
oszlasu peremekkel tobbdimenzids normadlis eloszlast eredményez.

3. definicié. A Gauss-féle vagy normdlis kopuldn a
o'(x) ©7'(x,) 1

co= | .. j K52

—oo

ST (x-0)
e

dx,, ...dx,

fiiggvényt értjiik, ahol ®(.) a standard normadlis eloszlds eloszlasfiiggvénye.

A kopula 1ényege tehat abban all, hogy az eloszlast felbontjuk peremeloszlasokra, illetve
az ezeket kombinal6 kovarianciastruktirara. Ha normalis eloszlasi peremekre nem-gaussi
kopulat tesziink, akkor olyan eloszlasokat tudunk konstrudlni, amelyek nem normalisak
normélis eloszlasi peremekkel.

Az elmélet altalanosabb abban az értelemben is, hogy a kapcsolat szorossaga nemcsak
a kovarianciaval (illetve a késébb definidland6 linearis korrelacidéval) adhaté6 meg, hall
nem ettSl altalanosabb fogalmakkal is.

4. definici6. Legyen x = [x,,X,] egy m-dimenzids valdsziniiségi vekiorvailtozo. Ekkor
X,-nek az x,-re vonatkozo feltételes virhato értékét, vagyis az
fix) = E(x,|x)

fiiggvényt elsdfaju regresszionak nevezzik.
A normalis eloszlas nevezetes tulajdonsiga, hogy ez a filiggvény linearis.
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2. tétel. (Anderson [1958].) Az elsdfajui regresszio normdlis eloszlds esetén linedris,
vagyis ha x = [x,x,] ~N(u,%), akkor

x, ~N(u,% ), valamint x,~N(u,,x,)
x,-nek x,-re vonatkozo feltételes eloszldsa pedig szintén normdlis

yp = My + 2122;; (x, — )
% = - 21222221
paraméterekkel.
A normalitds az altala implikalt linearitds és az ebbdl fakadd egyszerd kezelhetGség

miatt a regresszios elemzések kedvelt alapfeltevése. E kapcsolat szorossaganak leirasara
definidljuk a linedris korreldcios egyiitthatot.

5. definicid. Az X, és x, valosziniiségi valtozo linedris korreldcios egyiitthatoja az alabbi
Jormdju:
cov(x;,x;)

p(xj,xk)EW.

Létezik a normalis eloszlasnal altalanosabb eloszlascsalad is, amely a normaélis eloszl
l14s bizonyos kedvezd tulajdonsdgaival rendelkezik. Ezek az ugynevezett korkords és
elliptikus eloszldsok. Vannak esetek ugyanis, amikor a normalis eloszldsnak csak bizol
nyos tulajdonsigaira (szimmetria, linearitds) épitiink, illetve mas okbdl igy adddik, hogy
nem megfeleld a normdlis eloszlasti modell hipotézise.

6. definici6. Az x valdsziniségi vektorvdltozo eloszldsa akkor kérkords (spherical), ha
tetszoleges U ortogondlis transzformdciora Ux eloszldsa azonos x eloszldsdval, formadlill
san

x=de.

Az ilyen tipusu eloszlasok karakterisztikus fiiggvénye igen egyszerd, mivel

3. tétel. (Fang és szerzdtdarsai [1990].) Egy m-dimenzios x valoszintiségi vektor eloszldasa
pontosan akkor korkords, ha y(t) karakterisztikus fiiggvénye teljesiti az aldbbi két -
egymdssal ekvivalens - feltételek egyikét:

1. y(t) = y(Ut), ahol U ortogondlis,

2. létezik egy olyan ©(.) egyvadltozos fiiggvény, hogy y(t) = @(t't).

Ha x karakterisztikus fliggvénye @(t't) alakd, akkor ezt a tovabbiakban igy jeloljiik:
X ~ § (¢), ¢-t pedig a korkoros eloszlds karakterisztikus generdtorfiiggvényének nevezll
zik.

A korkoros eloszlasoknal altalanosabb eloszlascsaladot alkotnak az elliptikus eloszidll
sok, amelyek az N(u,X) eloszlas altalanositasai.

7. definicié. Az x valdsziniiségi vektorvailtozo eloszldsa akkor elliptikus (elliptically
contoured) UL és T paraméterekkel, ha

x=, u+Ay y~S509),

ahol u: mx 1, X: mxm, A: k Xm, A'A = X, valamint X rangja k.

4. tétel. Az elliptikus eloszlds peremeloszldsai is elliptikus eloszlasuak.
Ertelemszertien N(u,X) maga elliptikus.
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1. allitas. Az m-dimenzids normdlis eloszlds elliptikus.
Bizonyitas. Az x valdsziniiségi vektorvaltozo eloszldsa akkor N (u,%), ¥ = A'A, ha felll
irhato az

Xx=, 4+ Ay y-~NOI,

alakban. Ekkor y ~ S,(¢), aholis ¢ =e *.
1. megjegyzés. Ha k = m, akkor létezik a suiriiségfiiggvény is. A k < m esetben degenell
ralt eloszldst kapunk, amely a tér egy k-dimenzios altere felett koncentrdlodik.

A X jelentése tovabbra is ugyanaz marad, a linedris fliggéség mértékét, illetve az
eloszlas form4jat hatdrozza meg. Azt is szokds mondani, hogy kovariancia kompatibilis
az elliptikus eloszldsokkal. Az elliptikus eloszlasok csalddjaban a mésodik legfontosabb
eloszlas a Pearson VII. tipust eloszlds, masnéven a Student z-eloszlés.

8. definicié. Az x valdsziniiségi vektorvaltozo eloszldsa akkor kovet m-vdltozos v szabadll
sagfokii (centrdlis) Student t-eloszldst, ha
x=,v'"y/s y~N,O1,),s~yx, .
Jelolése: x~Mt (v,0.,1 ).
2. megjegyzés. v = [ esetet Cauchy-eloszldasnak hivjuk.

2. allitas. A centrdlis Student t-eloszlds korkoros.
9. definicié. Az x valdsziniiségi vektorvdltozo akkor koévet m-dimenzids, v szabadsdgfoll
ki, u és T (X = A'A) paraméterii (nem centrdlis) Student t-eloszldst, ha

X =, U+ Ay y ~ Mt (v,0,1 ).
Jelolése: x~Mt (v,u,X).

3. allitas. Az m-dimenzios L és X paraméterii (nem centrdlis) Student t-eloszlas elliptikus.
3. megjegyzés. Mig a normdlis eloszldst a 1 és X paraméterek egyértelmiien meghatdrozl
tdk, addig a t-eloszlds egy (v, u, X) paraméterhdrmassal adhato meg egyértelmiien. Az
elliptikus eloszldsok kompatibilisek a kovariancia (illetve korreldacid) fogalmdval, de az
eloszlds meghatdrozdsdhoz a normdlis eloszldst kivéve nem elégségesek.

A tobbdimenzids t-eloszlas fontos szerepet jatszik kiilonosen pénziigyi alkalmazasokl
ban, illetve olyan alkalmazisokban, melyeknél gyakoriak a kiugrd elemek, illetve extO
rém események. Fiiggdségi struktirdja Osszetettebb, mint a normadlis eloszlasé, ezért
rugalmasabban alkalmazhatd. Emellett specidlis esetként (v = o) tartalmazza a normalis
eloszlést is, és sok tulajdonsidgiban hasonlit is ra.

Habar késébbi elemzéseinkhez nem kapcsolhatd, mégis szot kell még ejtentink az ugyl
nevezett o-szimmetrikus eloszlasokrdl. A korkoros eloszlasok egy masik irdnyban tortél
nd altalanositisarol van sz6. Ide tartozik a normalis eloszlas, a Cauchy-eloszlas, valall
mint a Lévy-eloszlds, amelynek a pénziigytanban van gyakorlati jelentGsége.

10. definicio. Az m-dimenzios o-szimmetrikus eloszlds karakterisztikus fiiggvénye

@
ezl

w(t)=e O0<a<2,¢c>0

c = 1/2, o = 2 esetén a normdlis eloszlast kapjuk, igy tehdt
4. allitas. Az m-dimenzios standard normdlis eloszlds o-szimmetrikus.

m=1,0 < o < 1 esetet a gyakorlatban Lévy-eloszlasként emlegetik. m > 1 esetén
0< o <2 sajnos még elég keveset tudunk az eloszlasok 1étezésér6l. Az o = 1, vagyis
1-szimmetrikus eloszlascsaladot vizsgaltak eddig behatobban. Megemlitjiik, hogy a Cauchyl
eloszlas is idetartozik. Ha létezik is az eloszlas, sirdségfiiggvény zart alakban csak spe-
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cidlis (o = 1, illetve o = 2) esetben 1étezik, ezért az alkalmazok eléggé kertilik ezt az
eloszlascsaldadot. A témardl 1asd Fang és szerzotdrsai [1990].

A kovariancia és a (linedris) korrelaci6 az elliptikus eloszlasokkal konzisztens fogalll
mak. A definici6ban megadott formaparaméter () jelentése azonos, a linearis paronkénti
fiiggdséget méri. A legfébb probléma vele viszont az, hogy a mintabol szamitott tapaszll
talati korrelacids egytitthatoval nem mindig becstilhetd, mivel utdbbi az eloszlas momenl
tumaira épiil. Igy ha nem létezik az eloszlas elsG és/vagy masodik momentuma, illetve az
végtelen, akkor ez a kapcsolat szorossagat mérd szam nem szamithatd (ugyanis a nevezd
végtelen). Egy madsik gyakorlati probléma a minta kovarianciaérzékenysége a kiugrd
elemekre. Igy a nem normalis eloszlasi adatok elemzésekor a becsiilt linearis korrelacio
meglehetGsen instabil is lehet, ezért célszert egyéb, robusztusabb becsléseit hasznlni.!

Fontos szerepe van még egy, a kopula fogalmdhoz kapcsol6dd, aszimptotikus
kapcsolatszorossagi mérdszamnak.

11. definici6. Legyen x_ és x, valdsziniiségi valtozok F. és F, folytonos eloszlasfiiggvénnyel.

Az X, €s X, Jelso farkokban vagy felsd szélekben valo fiiggoségén (tail dependence) a

A, =lim P[x, > F(u) | x; > F;(w)]

egyiitthatot értjiik. Az also farkokban valo fiiggbség értelemszeriien kovetkezik.

Az aszimptotikus fiiggdség a (linedris) korrelacids egyiitthatéhoz hasonléan paronkénti

fliggdséget mér. Mint megismertiik az el6z8kben, az elliptikus eloszlasok kozott csak a
normadlis eloszlast hatdrozza meg egyértelmtien a kovariancia, illetve korrel4ciés matrix.
Mas elliptikus eloszlasok fiiggdségi struktirdja azonban Osszetettebb. A r-kopula esetén
példaul a szabadsigfok csokkenésével novekszik az aszimptotikus fliggéség (Embrechts
és szerzotdarsai [1999]). Ez nagyon hasznos lehet, ha példdul extrém eseményeket szeretll
nénk modellezni. J6 példa erre a t6zsdei értékpapirok hozama. Ha valami rendkiviili
esemény razza meg ugyanis a piacot, akkor ez rendszerint tobb értékpapirt is érint. Az
extrém események hatdsira ezért tobb, egyébként esetleg gyengén korreldlt papir ell
kezd egyiitt mozogni. A kovetkez$ fejezetben bemutatott alkalmazas soran pedig talall
kozni fogunk olyan kopuldkkal, amelyek ezen felil még rendelkeznek tgynevezett
globdlis fiiggdségi paraméterrel, vagyis a paronkénti fliggdség és az aszimptotikus fiigh
g6ség mellett az m valtoz6 egyiittmozgdasat is tudjuk jellemezni. A témardl j6 attekintés
talalhatd az Artzner és szerzotdarsai [1999], valamint Embrechts és szerzotdrsai [1999]
cikkekben.
4. megjegyzés. Bizonyitds nélkiil megjegyezziik azt nem meglepd tényt, hogy a gaussi
kopula (illetve a tobbdimenzios normdlis eloszlds) aszimptotikusan fiiggetlen. E7 elég
logikus, hiszen a linedris korreldcio teljes mértékben jellemzi ennek a kopuldnak a fiiggoll
ségi strukturdjat.

A kockaztatott érték szamitasa

A modern piaci kockazatmérés legnépszertibb elemzési rendszerét a kockdztatott érték —
Value at Risk; VaR - szamitasahoz kapcsol6ddé mddszerek jelentik. Ez tipikusan egy
olyan alkalmazasi teriilet, ahol az alapeloszldsra - esetiinkben a piaci hozamok eloszlasal
ra — vonatkoz6 normalitds hipotézise legkevésbé allja meg a helyét. Az alapadatok komi
ponensenkénti, egydimenzids iddsoraira tobbnyire a csicsossag, illetve a hosszan elnydl
16, vastag szélek a jellemzGek.

! Lindskog [2000] cikkében kimerit6 empirikus elemzést ad a linedris korrelacid alternativ becslési lehell
tdségeirdl és ezek viselkedésérdl kiilonbozd (elliptikus és nem elliptikus) eloszlasok esetén.
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A piaci hozamok idGsorat lehet statikus, illetve dinamikus modellel leirni. A statikus
esetben feltételezziik, hogy az adatok varianciija minden id6pontban azonos, mig a dinall
mikus esetben a variancia valamilyen sztochasztikus folyamat (példaul ARCH, GARCH)
szerint véltozik. Mi most a statikus esettel foglalkozunk.

A portfolio diverzifikicidja a kockazatkezelésben kiemelkedd fontossagu, erre Markovitz
tanulmanya hivta fel a figyelmet (Markovitz [1959]). A diverzifikacié ugy mikodik,
hogy ha a portf6li6t tobb kockazati faktor kozott allokéljuk, akkor habar egyes faktorok
kedvezétlen elmozduldsa miatt veszithetiink, mas faktorok gyenge vagy negativ korrell
laltsaguk miatt kompenzaljdk az el6bbi veszteséget. Az, hogy meghatarozott valdszindl
ségi szinten a normalitds koriilményeihez képest joval nagyobb veszteség keletkezhet,
madra mar szervesen beépiilt a kockazatkezelSk tudatdba. Azt is vildgosan kell latni azonl
ban, hogy a t6kepiaci valsdgok esetén, ami egy egész szektort vagy foldrajzi régiot érint,
az egyes faktorok egyiittesen produkalhatnak hatalmas veszteséget. Mas sz6val: portfoliok
esetén a legsilyosabb problémat nem az okozza, hogy egy faktor extrém viselkedést
produkal, hanem az, hogy az extremitast egyiittesen, egyszerre képesek mutatni, és ekl
kor a diverzifikdcié mar nem jelent akkora védelmet, mint azt normélis piaci koriilmél
nyek kozt varnank. Persze nem kell feltétleniil ritkdn bekovetkez6 krachokra gondolni.
A mindennapok soran az egyiittesen bekdvetkezd veszteségek gyakorisaga joval nagyobb,
mint azt az elliptikus kontdrok alapjan gondolhatnank.

Ahhoz, hogy a részvényhozamok egyiittmozgasat jobban megértsiik, és a kockazatot
minél val6szertibben meg tudjuk ragadni, mar nem elégséges a linedris korrelacié fogall
ma. Ennek legf6bb oka az, hogy a lineéris korreldci6 csak akkor alkalmazhatd, ha az
alapeloszlas elliptikus. Ezen beliil pedig csak a tobbdimenzids egyiittes normalis eloszlas
esetében elégséges a kapcsolatszorossag mérésére, hiszen csak ebben az esetben irja le
teljeskorden az eloszlas fiiggdségi viszonyait (lasd a 3. megjegyzést).

Ha az alapeloszlas nem teljesiti az egyiittes normalitas kdvetelményét, akkor alternativ
fliggdségi mérGszamokra van sziikség. Ilyen lehet példaul az aszimptotikus fiiggdség (11.
definicio), amely a t6zsdei extrém események mérésére alkalmasnak latszik. Lehetséges
ugyanis, hogy a napi mozgasokat tekintve, az egyes papirok kozott kdzepes vagy gyenge
korrelaciot mériink, mégis, ha valami rendkiviili esemény torténik, ezek a papirok egyll
szerre kezdenek zuhanni vagy emelkedni. Vagyis extrém esemény (tail event) bekovetd
kezése az egyik valtozéban egyiitt jar egy madsik valtozd értékében bekovetkezd
extremitassal. Ebbdl a szempontb6l a normalis eloszlas elég kedvezStlen modellvélasztas
lenne, hiszen tudjuk a 4. megjegyzés alapjan, hogy az eloszlas aszimptotikusan fliggetd
len. Ugyanakkor a Student z-eloszlas példaul, kiilondsen alacsony szabadsigfokok esel
tén, aszimptotikusan O0sszefiiggs. Az 1. tdbldzatot az Embrechts és szerzotdrsai [1999]
cikkbdl vettiik At.

1. tablazat
A t-eloszlas aszimptotikus fliggdsége

o A r, értéke
A v értéke u
-0,5 0,0 0,5 0,9 1,0
2.0 0,06 0,18 0,39 0,72 1
4.0 0,01 0,08 0,25 0,63 1
10,0 0,00 0,01 0,08 0,46 1

oo 0 0 0 0 1
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1. dbra
Gaussi €s 7,-eloszlasbol generalt mintidk normalis eloszlast peremekkel
(r=20,8)

Az oszlopok két perem kozti kiilonboz6 korrelacié mellett, a sorok pedig kiilonbdzd
szabadsagfok (v) paraméterek mellett mutatjidk az aszimptotikus fiiggdség értékeit. Latd
hat6, hogy a korrelacié novekedésével, illetve a szabadsdgfok csokkenésével nd az
aszimptotikus fiiggdség. Mivel v — e normalis eloszlas, ezért a normadlis eloszlds aszimpl
totikusan fliggetlen. Az 1. dbrdn egy gaussi, illetve egy 7,-€loszlasbol vett generalt mintat
dbrézoltunk r = 0,8 korrelacié mellett. A 7,-eloszldsndl jOl lathaté az egyiittes extrém
események nagyobb gyakorisiga, a pontfelhd elnyultabb, tobb a kiugrd érték.

Tovébbi fiiggdségi struktirak leirdsara és fiiggdségek mérésére ad lehetGséget a kopul
la fogalma (lasd a 2. definicior). Ennek segitségével adott peremeloszlasokat tetszleges
fliggdségi struktiraval kapcsolhatjuk ossze. Ketténél tobb dimenzids esetben pedig spel
cialis konstrukcidkkal olyan kopuldkat definidlhatunk, amelyek a paronkénti fiiggdség
mellett rendelkeznek vigynevezett globdlis fiiggdségi paraméterrel.

Ebben a fejezetben olyan modelleket fogunk bemutatni, amelyek a normaélis eloszldsra
épiild modellek lehetséges alternativdi. Az aszimptotikus fiiggdség és a kopula fogalmall
nak a segitségével fogunk modellt épiteni, amelyet f6leg a kdnnyd utdtesztelhetGsége
miatt VaR-szamitasokkal illusztralunk. Harom részvénybdl all6 portfoliokat vizsgalunk

meg, éspedig
H:znjzj je {1, 2,3}

2z ] . . e ’ 2z ’ .
alaki egyszerd portfolidkat, ahol 7 a j indexd papir értéke, z. pedig annak hozama.
Jelolje F, a portfolio eloszlasfiiggvényét, ekkor a VaR-ért€k kiszamitdsa a valoszindségi
szinten formalisan

VaR, (IT) = -inf{ve R: F, (v) 21 - of,

vagyis a portfolio jovébeli értékeinek az adott valdszintiségi szinthez tartozo percentilise.
Ha az F, eloszlasfiiggvény inverze nem ismert, akkor a VaR-ért€ket Monte-Carlo-szimul
laci6 segitségével tudjuk becsiilni. Esetiinkben mondjuk 7 kiilonbdz6 lehetséges esemény
esetén oo = 0,95 szinten a 0,057-edik legrosszabb elem. A papirok értékét egységnyinek
véalasztjuk, vagyis mo= 1 minden j-re.
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Tegyiik fel, hogy van a részvények hozamdra vonatkozoan egy n méretd Z.“, ..., Z,
Jj = 1, 2, 3 mintank, és erre szeretnénk modellt illeszteni. Ekkor két lehetGségiink van.
Felirhatunk egydimenziés modellt a portfolié eloszlisara, vagyis képezzik a Z©, ..., Z®

egydimenziés mintdt, ahol Z¥ =Y Z{" és erre illesztjiik F,-t, majd ennek becsiiljik a
j
megadott kiiszobértékét. A madsik 1t az, ha egy tobbdimenzios G, eloszlast illesztiink a

hozamok tobbdimenzids mintdjabol, majd pedig a § :ZC ; Vvaltozora szamitunk
J

percentiliseket, ahol [{,{,(] ~ G,. Utébbi bonyolultabb, de kifinomultabb megoldas,

hiszen a portf6lioban egymastol jelentGsen eltérd kockazatossagu instrumentumok is led

hetnek, amelyeket a portféliomodell esetleg — az aggregaci6 miatt — 6sszemos. Mi mindQ

két megkozelitést bemutatjuk.

A VaR, mint mondtuk, egy jovébeli értékre vonatkozé becslés. Egy adott mintaidészakll
ra, amelyet ablaknak is szokas nevezni, megbecsiiljik az eloszlast. Mivel feltettiik, hogy a
variancia allandd, ezért egy t = 1, ..., T id8sort egy mintinak tekintiink, és erre illesztjiik
a kivalasztott eloszlast. A VaR  ért€k a becsiilt eloszlas 1 - o percentilise, amelyet a (7' + 1)
edik napra vonatkoztatunk. A tirgynapra vonatkozd becslésiinket tehat a tdrgynapot megll
el6z6 T nap eseményeire alapozzuk. A becslés alapjan hozott dontésiink bizonyos kockazall
tot is magdaban rejt. Egy o = 95 szdzalékos VaR-érték ugyanis azt jelenti, hogy az esetek 5
szézalékaban tévedni fogunk. Azt, hogy modelliink helyes-e, vagyis hogy ténylegesen ekl
kora-e a hibaszazalék, tigy ellendrizhetjiik, hogy tobb becslést végziink, és empirikusan
megvizsgaljuk a hibaardnyt. A ¢ = 1, ..., T ablakot tovabbcstsztatjuk a t = 2, ..., (T + 1)
idGszakra, és megbecsiiljik a (T + 2)-edik targynapi VaR-értéket és igy tovabb. A kapott
becslésekbdl aztan hibaaranyt szamolunk, és teszteljiik (lasd késdbb), hogy az empirikus
hibaardny eltérése az elméleti értéktdl szignifikans-e (elfogadhat6-e), vagy sem.

Egydimenzi6s portféoliomodellek. Két modellt vizsgaltunk. Az elsében a portfolié
eloszlasara normalitast feltételeztiink, mig a masodikban a portf6lidt #-eloszlastnak feltél
teleztiik. Mivel a szabadsidgfok novekedésével a t-eloszlas a normalis eloszlashoz tart,
ezért elméletileg csak egy modellrdl van sz6. A gyakorlatban a v = 50 szabadségi fok
felett a két eloszlas kozott nincs is kiilonbség. Mivel a t-eloszlds a (i, o) paramétereiben
folytonos, a v paraméterben pedig diszkrét, ezért iterativ becslést hasznaltunk. Adott
ve [1, 2, ..., 50] értékekre elGéllitottuk a (u, o) paraméteregyiittes likelihood becsléseit,
majd azt valasztottuk ki, amelynél a likelihood becslés értéke a legnagyobb volt. Mivel
v-ben a likelihood értékek , konkavak”, ezért a becslést v = 1-t6l kiindulva addig érdel
mes folytatni, amig a likelihood érték el nem kezd csokkenni. Normalis eloszlast feltétel
lezve, a paraméterek likelihood becslése az egyszerd mintadtlag és a korrigalatlan tapaszil
talati variancia. Erre a megkozelitésre alapozva késziilt korabban egy 6néll6 tanulméany,
amely ugyancsak a Kozgazdasigi Szemlében jelent meg (Kobor [2000]).

A becsiilt normaélis eloszlas megfeleld percentilis értékeit a normadlis eloszlas inverz
eloszlasfiiggvényébdl (Wichura [1988]), a r-eloszlas percentiliseit pedig az inverz bétall
fliggvény segitségével szamithatjuk ki.

Kopulamodellek. Két modellcsaladot vizsgaltunk. Az egyikben a fiiggdségi struktdrat
t-kopulaval irjuk le, a masikban ugynevezett MMx kopuldkat illesztiink, amelyeket rovil
desen ismertetiink. Peremeknek azonban mindkét esetben z-eloszlast valasztottunk. A
gyakorlatban ugyanis a hozamok eloszlasat vagy z-eloszlastinak, vagy o-szimmetrikus
eloszlasunak (lasd 10. definicio) feltételezik.

5. megjegyzés. Ha uigy tetszik, két rivdlis modellrdl van sz0. Az o-szimmetrikus (vagy
stabil) eloszlds haszndlata elméletileg jobban indokolhato, a t-eloszlds viszont igen jol
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illeszkedik a hozamok iddsoraira. Az érdeklddd olvasonak ajanljuk a Paldgyi [2001]
dolgozatot.

A kopulamodellek becslésének menete a kovetkezs:

1. Megbecsiiljiik a 1(z; 1, o, v) peremeloszlasokat az el6z6ekben leirt médon, majd

kiszamitjuk a U\” =1, (Z(’),uj, Aj)j =1,2,36si =1, ..., nvalosziniségeket.

2. Az igy kapott US",...,U{" j = 1, 2, 3 t6bbdimenziés mintara illesztjiik a C,(u; 6)
kopulét, szintén 11kel1hood mddszerrel.
3. A becsiilt eloszlas tehat a

G, = Cz(tl(zl;.ulsanvl ),fz(ZZ;Hz,Gz,Vz),l3(Z3;,113,()'3,\/3);9)

alakot 6lti, melybél aztan Monte-Carlo-szimulacidval r fiiggetlen véletlen vektort genell
ralunk. Legyen ez a Cj(D,...,Cj(’),j =1, 2, 3 halmaz.

4. Képezzik a {1 = zg’ ](.i) statisztikakat, és rendezziik Gket, vagyis legyen legyen

W<, <80, A VaRoc—érjték az r(1 - o)-dik legkisebb elem lesz.
6. megjegyzés. A kopula egy eloszlasfiiggvény, tehdt a paramétereit a szokdsos modszell
rekkel becsiiljitk. Ha a likelihood becslést valasztiuk, akkor persze sziikség van a siiriiségll
fiiggvényre is.

A t-kopula a r-eloszlas eloszlasfiiggvényébdl az el6zd fejezet 1. kovetkezménye alapjan
szdrmaztathat6. Ha tehat H (.) folytonos, m-dimenzios t-eloszlas 7 (.), ..., £ (.) peremell
oszlasokkal és 77'(.),...,1;'(.) inverz eloszlasfiiggvényekkel, akkor a

Cruy,.u,) = H (67 w),....0; ()

eloszlasfiiggvény a t-kopula, amely egyértelmd. Ugyanez igaz barmely mas folytonos
eloszlasfiiggvényre is. Ha a kopulat elliptikus eloszlasb6l szarmaztatjuk a fent leirt mod
don, akkor elliptikus kopuldnak hivjuk.

Megjegyezziik, hogy kiilonbozd peremeloszlasokkal rendelkezd eloszlas normadlis vagy
t-kopuldval mar nem elliptikus eloszlas, az elliptikussag a fiiggdségi struktirdjara igaz, az
eloszldsra magira mar nem. A modelljeinknél pedig ez a helyzet, hiszen minden egyes
peremre kiilon illesztiink z-eloszlast, amelyek szabadsagfokai kiilonbdzhetnek. De mi lehet
a formaparaméter (illetve korrelacios egyiitthatd) jelentése ebben az esetben? Tegyiik fel, a
korrelacié egységnyi a k-dik és j-dik perem kozott, ami linearis fliggvényszerd kapcsolatot
jelent, vagyis u. = u,,* ahol U es u, a kopula k dik és j-dik pereme Ekkor az eloszlas megfell
lel§ két perem ValtOZOJa Z;=1; (u ), =1t (u ) ésigy z, =F; '(F,(z,)), vagyis z, nemlill
nedris fiiggvénye z -nak. A Valasz tehat, hogy a nemhnearls paronkentl korrelaciot méri.
7. megjegyzés. Az eldbbiekben a fiiggdség (és a kockdzat) alternativ megkdzelitéseire
koncentrdltunk. A kopuldk haszndlatdval azonban nemcsak a gaussi modellek vilagabol
lépiink ki, hanem az elliptikus eloszldsokébol is. Madr egy egyszeri t-kopulamodellel is,
amelyekhez t-peremeloszldsokat rendeliink, mindségileg nagyot lépiink, hiszen amellett,
hogy az egyes instrumentumok viselkedését egyedileg tudjuk modellezni, a linedris korrell
ldcio fogalmdt implicite dltaldnositjuk.

Az elliptikus kopuldk szarmaztatdsa tehat relative egyszerd feladat, ebbdl a vilagbol
kilépve azonban tobbdimenziés kopuldk konstruldsa nem egyszeri feladat. Altalanos

2 A linearis fliggvényszerd kapcsolat azt jelenti, hogy u, = ou + B. Ugyanakkor a r-kopula esetén o = 1
és B =0, mivel a u; = 1, (x ;) valtozok nulla varhat6 értékd és egységnyi variancidju véletlen véltozok.
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esetben tobbdimenzids kopulak létrehozasaban fontos szerepet toltenek be a Laplacell
transzformdciok. Jelen alkalmazédsban két ilyen transzformdaciét mutatunk be, az altalall
nos targyalast illetGen ajanljuk a Joe [1997] mtvet.

12. definicié. LTA (pozitiv stabil).

w(s) = exp (-s"%) 6>1. )
13. definicio. LTB (gamma).
y(s) = (1 +9)7"° (3)

Ezek segitségével felépithetS a kopuldk egy olyan csalddja, amely igen altalanos fiigh
gbségi struktirdval rendelkezik. Mivel a kopuldk elmélete igen messzire vezet, ehelytitt
nem kivanunk részletekbe bocsitkozni. A (4) formula a kopuldk egy ilyen csaladjat defill
nialja, amelynek m(m - 1)/2 paronkénti fliggGségi paramétere van, egy darab globalis
fliggdségi paramétere és m darab szimmetria paramétere:

C(u) = 1//|:— Y logK; (e’p"”il(”"),ef”f"f @) )+ Svipw )] ) 4)
=)

i<j

A felirasban y(s) a Laplace-transzforméaciot jelenti, a K, fliggvények pedig kétdimenl
zi6s kopuldkat. A Joe [1997] konyv alapjan ezt a csalddot az MMx kopuldknak fogjuk a
kovetkez8kben nevezni.

A K fiiggvények, vagyis a kétdimenzios kopulak alkotjak a magasabb dimenzioszamu
kopuldk épitékoveit. Kétdimenzids kopuldk egyszerd struktirdjiak, és egyszerden konstl
rudlhatoak. ElGszeretettel haszndljak Sket, mivel még grafikusan dbrazolhat6k. Ugyanl
akkor kevésbé praktikusak, hiszen a kétdimenziés portf6lidk vizsgalatinak nincsen gyall
korlati jelentGsége. Két fontos kétvaltozos kopulat ismertetiink, amelyek a szakirodalomi
ban széles korben elterjedtek, és amelyeket ebben a tanulmanyban is fel fogunk hasznalll
ni.

14. definicié. B6 csaldd (Gumbel [1960]). 1 < 6 < o korldtok mellett

Cu,,u,) = exp(— (Zf +2 )/5 ) )

ahol is z.= -log u..
15. definicié. B7 csaldd (Galambos [1975]). 1 < 6 < o korldtok mellett

C(u,u,) = uluzexp((z1 +22T )

ahol is z.= -log u..

A 12-15. definiciokra alapozva a kovetkez6 harom, nem elliptikus kopulat hasznaltuk

fel rovid elemzésiinkben. Ha y LTA és a K -k a B6 csaladbol valdk, akkor az MM10
kopulat kapjuk, ha w LTB és a K -k, a B7 csalddhoz tartoznak, akkor az MM?2-kopulét
kapjuk, ha pedig w LTA és a K k a B7 csaladhoz tartoznak, akkor MM3 kopulat kapjuk
meg. A paraméterek értelmezése a kovetkez6: a yw(s)-hez tartozé 6 paraméter hatirozza
meg a globdlis fliggdség mértékét, a K, kopuldk &, koefficiensei a paronkénti fiigg&ségel
ket, v, paraméterek pedig a szimmetria mértékét hatdrozzak meg. Tekintve, hogy behell
1yettes1tes utan a konkrét formék igen bonyolultak, ezért ehelyiitt nem jelenitjiik meg. Az
érdekl6dd olvasd megtaldlja a levezetéseket a forrascikkben.
8. megjegyzés. Bizonyithato, hogy a felsorolt MM1-MM3 kopuldk mindegyike aszimptoll
tikusan 0sszefiiggd. Emellett ldttuk, hogy ennek a kopulacsalddnak van globdlis fiiggdséll
gi paramétere is (0). Mint elemzéseinkbol majd kideriil, a t-kopuldndl hasonlo funkciot
tolt be a szabadsdagfok-paraméter (v). Magasabb szabadsdagfok ugyanis kisebb aszimptoll
tikus és kisebb globdlis fiiggdséget jelent, és megforditva.



A kapcsolatszorossdg mérése m-dimenzios kopuldkkal... 115

Mivel a modell becslését likelihood mddszerrel fogjuk végezni, ezért sziikségiink van
a strtségfiiggvényekre. Ez, mint ismeretes, az eloszlasfiiggvény m-rendd vegyes parcill

alisa, vagyis 0"C,,, (W)
9 L)

oy, ...ou

m

Conr (W) =

A (4) képletbdl lathatd, hogy a
hx,....x ) = flgkx,,....x )]

altalanos formuldnak kell a vegyes parcidlisait el§allitanunk m fokszamig. Mivel a g(.)
leképzés a K, kétdimenzios kopuldk 0sszegébdl all dssze, ezért csak az els6- és masodl
rendd vegyes parciélis derivéltjai lehetnek zérustél kiillonboz6k, ami némileg egyszerdsil
ti a szamitasokat.
9. megjegyzés. Mi egy egyszerii szimbolikus derivdlo algoritmust készitettiink, amely az
MMx kopuldk vegyes parcidlisait elddllitia tetszoleges m-re. Megjegyezziik, hogy m = 6
esetén 96 tagu a derivdlt, amely igen nagy ilitemben emelkedik m novelésével. Az MMx
striségfiiggvényének elddllitdsa tehdt szdmitdstechnikai szempontbol igen koltséges.

A Student #-kopulabdl valé mintavétel viszonylag egyszerd feladat. Els§ 1épcsében egy
X, ..., X Vvéletlen mintdt vesziink az (R, v) paraméterd tobbdimenzios 7-eloszlasbol. Ehhez
elészor a tobbdimenzids standard 7-eloszlasbdl vesziink egy véletlent vektort, mégpedig

X:# z ~ NOD, g, =&+..+E, &~ iidN©,1)
X, /v

formula alapjan, majd a 9. definicio alapjan a kivant paraméterekkel rendelkezd eloszlall
su vektorra alakitjuk. Ezt a vektort aztdn komponensenként egyenletes eloszlasu valtod
zOKkd transzforméljuk a u, = ¢ (x),...,u = 1 (x ) formula alapjan, ahol 7 (.) a standard
t-eloszlast jelenti.

Az MMx kopuldk esetén ilyen egyszerd médszer nem all rendelkezésre, ezért egy
masik utat kell kdvetniink.

- Vegyiink egy p, egyenletes eloszlasu véltozot, és oldjuk megap, = Cu, 1, ..., 1)
egyenletet u -re.

- Vegylink egy p; egyenletes eloszlasu valtozot, és oldjuk meg a p;= Cj(u_]. lu,, ..., U,
egyenletet u-re,

ahol

)

Cy=|w,....u ) =PrU; <u; |U, =u,...U, , =u;,)

_ aJ;lC(up-..,ujfl’uja'--al)/ajilc(ul""’u L...D)

1ot

ouy...ou; ouy ...0u;

és ezt ismételjiik meg j = 2,...,m-re.

Ha Cj’l(.) nem irhat6 fel zart alakban, akkor u-ket numerikus gyokkeres§ modszerrel
kell kiszamitanunk. A Cj(.) derivaltjainak kiszamitdsa az MMx kopuldk esetében bonyol
lult, igy célszerd olyan algoritmus hasznalata, amely nem igényli a gradiens kiszamitall
sat. Mi Brent mddszerét hasznaltuk, amely a Press és szerzotarsai [1992] miiben megtal
lalhato.

Mindkét eloszlastipus esetén a mintavétel els§ 1épése mindig az, hogy egyenletes elll
oszlasbdl kell egy véletlen vektort generdlni, majd ezt transzforméaljuk a kivant eloszlasl
s4. Mivel tobb idGszakra vonatkozdan illesztjiik ugyanazokat a modelleket, ezért célszell
rd a kiindul6 egyenletes eloszlasbol szarmazé véletlen szimoknak ugyanazzal a halmazall
val dolgozni minden idGszakban, és az adott id§szakra becsiilt kopulaparaméterek alap-
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jan a kivant eloszlasba transzformalni. Ezzel csokkenthet§ a becslések variancidja, hill
szen a becslések nincsenek mintavételi ingadozasnak kitéve, csupan a paraméterbecslél
sek hibdjaval terheltek.

A t-kopulamodell paraméterének likelihood becsléséhez lokdlis optimalizalé modszert

hasznéltunk, amivel kedvezd tapasztalataink voltak. Az MMx kopuldknal viszont a fell
adat komplexitdsabdl adéddéan globalis moédszer hasznalata valt sziikségessé. Mi a
Gablonksy [2000] altal készitett és publikalt Lipschitz optimalizal6 algoritmust hasznall
tuk fel.?
10. megjegyzés. Elemzésiinkben nem mutatunk be tobbdimenzios gaussi modellt, ugyanis
mint ldtni fogjuk, nem érdemes. A portfoliok egydimenzios eloszldsdra illesztettiink vill
szont normdlis eloszldst. Ha ugyanis a normalitdst valoszintiségi valtozok dsszegének
eloszldsdara koveteljiik meg, nem pedig minden egyes vdltozora, akkor a normalitds szeml
pontjdbol nyilvanvaloan egy engedékenyebb modellt kapunk. Amint ldtni fogjuk majd, ez
a modell is alulmarad a tobbi alternativdaval szemben.

Két piacot fogunk vizsgélni, az amerikai és a magyar piacot. A harom-harom Dow
Jones és BUX részvénybdl készitiink portfolidkat, és ezek hozamaira probaljuk meg a
fent leirt hat modellt illeszteni. A modellek értékelését harom kritérium alapjan végezll
ziik. El8szor y-teszt segitségével a modellek illeszkedését vizsgaljuk meg. Ezutin o =
95, 99 és 99,5 szazalékos VaR-értékeket szdmolunk, amelyeket szintén formadlis teszt
alapjan értékeliink. A formalis tesztek utdn kvalitativ elemzést végziink, vagyis grafikol
nok segitségével probaljuk értelmezni az eredményeinket.

A modellek becslése és értékelése utdn megvizsgaljuk a tobbdimenzids normalitas hill
potézisét az idGsorvektorokra. A teszteléshez a Pataki [2001] cikkben bemutatott és vizs
gélt tobbdimenzids Shapiro-Wilk-teszteket fogjuk felhaszndlni.

Dow Jones-részvények

Alapadatok

Mintaidészak: 1990. februar 26.-2001. februar 22. (2778 megfigyelés)
Részvények: General Electric (GE), General Motors (GM), Citigroup (CI)
Ablak mérete: 500 (6sszesen 2279 periddus)

Monte-Carlo-szimuldcié mérete: » = 10 000

Illeszkedésvizsgalat. A portféliomodellek esetében jo illeszkedést tapasztaltunk. Az egyl
dimenzids r-modell illeszkedését legalabb 5 szdzalékos szignifikanciaszinten a legtobb
periddusban elfogadtuk. A tobbdimenzids modellek koziil a -kopulamodell és az MM20
modell (mindkett§ #-eloszlasu peremekkel) bizonyult szignifikansnak a tesztek alapjan, a
legtobb periddusban az illeszkedés 5 szazalékndl magasabb szinten elfogadhatd volt.
1996 és 1998 kozott voltak ,,gyenge” periddusok, amikor az illeszkedések szignifikanciaja
alacsonyabb volt, de az 1 sz4zalékos szint felett maradt. Az MM1- és MM3-kopulamodell
lek a legtobb esetben még az 1 szdzalékos szintd illeszkedést sem érték el.

VaR-becslések. A formilis tesztek eredményeit a 2-7. tdbldzatokban foglaltuk Ossze.
a = 5 szazalék, 1 szazalék és 0,5 szazalék szintl VaR-értéket szamoltunk. Az empirikus
hibak értékét dolt betikkel szedtiik, és a tablazatok masodik soraiban taldlhatok. Az
utolso sorok tartalmazzdk a Kupiec-teszt értékét (Kupiec [1995]), illetve az empirikus
szignifikancidjat, vagyis a p-értéket. A teszt alapelve az, hogy a példaul 5 szazalékos

3 A témardl kivalo attekintést taldl az olvaso a Pintér [1996] és Zhigljavsky [1991] midvekben.
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2. tdbldzat
Egydimenzi6s gaussi modell

VaR-konfidenciaszint

Megnevezés
5 szazalék 1 szazalék 0,5 szazalék
Hibaarany (szazalék) 4,70 1,32 1,05
Kupiec-teszt 0,46 2,10 10,61
p-érték (szazalék) 49,99 14,77 0,11
3. tdablazat
Egydimenziés Student #-modell
i VaR-konfidenciaszint
Megnevezés
5 szazalék 1 szazalék 0,5 szazalék
Hibaarany (szazalék) 4,91 1,10 0,70
Kupiec-teszt 0,04 0,21 1,66
p-érték (szazalék) 85,09 64,69 19,75
4. tabldzat
Student 7-kopula
3 VaR-konfidenciaszint
Megnevezés
5 szazalék 1 szazalék 0,5 szazalék
Hibaarédny (szazalék) 4,17 1,05 0,61
Kupiec-teszt 3,51 0,06 0,56
p-érték (szazalék) 6,11 80,06 45,52
5. tdbldzat
MM1-kopula
i VaR-konfidenciaszint
Megnevezés
5 szazalék 1 szazalék 0,5 szazalék
Hibaarany (szazalék) 7,15 2,15 1,18
Kupiec-teszt 19,72 22,90 15,48
p-érték (szazalék) 0,00 0,00 0,01

VaR-értéknél csak az esetek nagyjabol 5 szazalékaban kaphatunk nagyobb veszteséget. A
Kupiec-teszt azt ellendrzi, hogy az ettSl vald eltérés szignifikans-e, vagy csak a mintavéll
teli ingadozés okozza.

Mindkét portféliomodell esetében elfogadhaté illeszkedést tapasztaltunk, bar a -mol
dellre vontakoz6 eredmények joval meggydzébbek. A gaussi modellbdl szamitott empiril
kus hibak 1 és 5 sz4zalékos szinteken meglehetGsen nagyok. Ha szamitasba vessziik, hogy
a 7-modell nem sokkal bonyolultabb, és nem igényel jelentGsebb szdmitastechnikai kapacill
tasokat, mint a normalis modell, akkor mindenképpen a f-modellt érdemes valasztani.

Az illeszkedésvizsgalat eredményeivel dsszhangban a t-kopula és az MM2-modellek-
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6. tabldazat
MM?2-kopula
) VaR-konfidenciaszint
Megnevezés
5 szazalék 1 szazalék 0,5 szazalék
Hibaarany (szazalék) 5,66 1,10 0,61
Kupiec-teszt 2,01 0,21 0,56
p-érték (szédzalék) 15,62 64,69 45,52
7. tablazat
MM3-kopula
) VaR-konfidenciaszint
Megnevezés
5 szazalék 1 szazalék 0,5 szazalék
Hibaarany (szazalék) 7,06 2,15 1,23
Kupiec-teszt 18,23 22,90 17,26
p-érték (szazalék) 0,00 0,00 0,00
2. dbra
Globalis fiiggdség — Dow Jones-részvények
0 v
1,6
MM1
1,2
0,8
0,4
0,0 —t+—+—+—+—+—+—+—+—- Ev | +—t+—+—+—+—+—+—+—+— Ev
1992 1994 1996 1998 2000 1992 1994 1996 1998 2000

a) MM1, MM?2 b) t-kopula

bdl szdmitott VaR-értékek a formalis teszten dtmentek, mig a masik két modellbdl
szamitottak nem. Az MM1- és MM3-kopulamodellekbdl szamitott empirikus hibdk igen
magasak, ennek megfelelGen a p-értékek nulldk. A 7-kopulamodell VaR  , -értéke kicsit
jobb teszt eredményt mutat, mint az MM2-modellbSl szamitott, mig VaR ,, érték az
utébbindl bizonyult biztosabbnak. A VaR_ _ -értéknél gyakorlatilag azonosak a tesztl
eredmények.

Kvalitativ vizsgalat. A Dow Jones-piacon végbemend folyamatok jol nyomon kovetl
hetdk a globalis fiiggdséget mérS paraméterek valtozasan keresztiil. Az MMx kopuldknak
van is egy ilyen paramétere (6), mig a t-kopula esetében a globdlis fiiggdséget a szabadl
sagfok-paraméteren (v) keresztiil tudjuk megragadni. A 2. dbrdn ezek értékét abrazoltuk
az egyes periddusokra. Mivel az MM1- és MM3-kopuldk altalaban hasonl6 eredményeket
produkaltak, igy csak egyikdGjiik paraméterét tettiik fel a grafikonra.

Amint az illeszkedéstesztek eredményeiben bekdvetkezd bizonytalansag is utalt ra, az
1996-1998 kozotti idGszakban egy drdmai valtozds kovetkezett be a piacon, legalébbis a
harom vizsgalt részvényt illetGen. Ezekben a periddusokban a globalis fiiggdség csokl
kent (ami a r-kopulamodell esetében a v paraméter novekedésével jar egyiitt), a piac

0,995
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3. dbra
VaR ,,-becslések — Dow Jones-részvények
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ugymond ,szétszakadt”. A peremeloszlasokra pillantva azt latjuk (4. dbra), hogy GEN
részvény hozamara illesztett 7-eloszlas szabadségfoka a v, = 30-50 tartomanyban mol
zog, vagyis kozelitSleg normélis eloszlasu. Ezzel ellentétben GM-hozamoknal v, = 7-12
szabadsagfokokat becsiiltiink, ami leptokurtikus eloszl4sra utal. A harmadik részvényre
becsiilt szabadsdgfokok (CI) a v, = 33 ért€krdl v, = 7 értékre csokkentek, az eloszlas
1998 végére csticsossd, hosszan elnydlova valt.* KésGbb a piac ismét visszaallt, és mind0
hirom részvényre becsiilt paraméterek visszatértek a korabbi v = 4-15 koriili szintre.
Az 1996-0s eseményekhez hasonld tortént Gjra 2000 tavasza koriil. Latszolag a GEOD
részvénynek tulajdonithaték tilnyomo részben az emlitett véltozasok, hiszen e részvény
szabadsagfoka tavolodik el a tobbiekétdl mindkét esetben, ami a globalis fiiggdség csokl
kenését vonja maga utan.

A 3. dbrdra pillantva, azt taldljuk, hogy a VaR ,-€értékek pontosan kovetik a globalis
fiiggdség valtozasat. Amikor ugyanis az egyes részvények elkezdenek kiilonbozGképpen
viselkedni, vagyis portfélionk diverzifikalodik, akkor az egymastol vald globdlis fiiggdl
ség csokken, ami alacsonyabb kockazatot jelent, s ezért az egyes modellekbdl szamitott
VaR-értékek is alacsonyabbak lesznek.

A teljesség kedvéért néhany szot szolunk a paronkénti fliggdségrdl is. Az MM?2-kopula
6, paraméterének iddsora bar zajos, mégis egy struktira latszik kdrvonalazédni benne. A

oe.ov Paraméter monoton csokkent, mig a SGE’C[ paraméter monoton ndtt (vagyis egyre
erdsebben egyiitt mozogtak) a teljes vizsgélt idGszakra a gyenge idGszakot kivéve, amil
kor is a tendencia megfordult. Ezalatt 5GM,CI konstans maradt, és gyenge fligglséget

4 Ez a tendencia egészen 2000. augusztusig folytatddott, mikor a v = 4 minimalis értéket ért el.
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4. abra
Peremeloszldsok - Dow Jones-részvények

0
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mutatott. Mivel a paronkénti fiiggdség és a portfolié kockazata kozott nehéz a kapcsolal
tot megtaldlni, igy ezek a paraméterek dnmagukban nem sok konklizidval szolgilnak.

Habar a t-kopula és az MM?2-kopulamodellekbdl nagyjabdl ugyanakkora VaR-értékell
ket szamolunk, a t-kopulamodell becslései meglehetGsen zajosak. Ez kiilondsen a gyenge
periddusokban érzékelhets, amikor a GE-hozamok és a kopula szabadsdgfok-paramétell
rei is magasak. Ez abbdl a ténybdl ered, hogy a szabadsdgfokok magasabb tartomanyal
ban, példaul egy ¢, €s 1, modell kozott, nincs igazdn nagy kiilonbség, mig mondjuk egy
t, €s t, modell kozott igen €les a hatar.

A tobbdimenzids normalitastesztek eredményei egyhangtian azt sugalltdk, hogy a
normalitds hipotézise az 1997. januar-1997. aprilis és 2000. november-2001. januar
idészakokat kivéve nem dallja meg a helyét. Nem meglepden mindkét idészak a gyenge
idészakokba esik, amikor is diverzifikaltabb portf6lionk van, és alacsonyabb veszteséget
varunk a becsiilt VaR-értékek alapjan. Habar er8sen megkérddjelezhets, hogy ezekben
az idGszakokban az egyiittes eloszlas valéban normalis,’ ez részben mégis magyarazatul
szolgdl arra, hogy a kordbbi, a normalitis hipotézisére épitett modellek bizonyos idd0
szakokban miért 14tszottak mikodni. Ezek a korai modellek akkor vallottak kudarcot,
amikor extrém események egyszerre kdvetkeztek be, amelyek modellezésére a jelen all
pontban bemutatott modellek alkalmasak, a gaussi modellek nem, és ezért tobbnyire
jelent6s mértékben alulbecsiilik a varhat6 veszteségeket.

BUX-részvények

Alapadatok

Mintaid6szak: 1997. november 17.-2001. majus 8. (864 megfigyelés)
Részvények: Mol Rt., Matav Rt., OTP Bank Rt.

Ablak mérete: 250 (dsszesen 615 periddus)

Monte-Carlo-szimuldcié mérete: » = 10 000

> A peremeloszlasok ugyanis igen eltérék, ami egy nem szimmetrikus egyiittes eloszldsra utal. Az egyik
perem kozel normalis eloszlas, mig mds peremek leptokurtikus eloszldsok, ezek kozt még 7 -eloszlast is talalunk.
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5. dbra
A tobbdimenziés normalitas tesztek p-értékei
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0,0 -1 Ev
1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001

a) A tobbdimenziés normalitds tesztek p-értékei (1992-2001)
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b) Kritikus p-értékek (1996-1997) ¢) Kritikus p-értékek (2000-2001)

Illeszkedésvizsgalat. A portfoliomodellek, kiilondsképpen az egydimenzids #-modell,
igen jo illeszkedést produkaltak, a tesztb6l szamitott empirikus szignifikanciaszintek 5 szall
zalék felett voltak a legtobb idGszakban. A #-kopulamodell hasonléan jol illeszkedett
5 szazalék, illetve 10 szazalék szinten a legtobb periddusban. Az MMx modellek egyike
sem volt szignifikans a teljes vizsgalt id6szakban. Az MM?2 jol illeszkedett az elsé perioll
dusokban, 5 szazalékos szinten elfogadhaté volt, majd 2000. november kdrnyékén mar 1
szazalék ala esett. Az MM1- és MM3-modellek az 1999. szeptember és 2000. november
kozti periddusokban mutattak szignifikans illeszkedést. Ezutidn az id6pont utin csak a Al
kopulamodell illeszkedett, és az illeszkedése nem romlott.

VaR-becslések. A formalis tesztek eredményeit a 8-13. tdbldazatokban foglaltuk Ossze.
Az egydimenziés normalis €s z-modellekre hasonld eredményeket kaptunk. A VaR 0
(o = 5 széazalék) becslések meglehetGsen konzervativak, ami az alacsony backteszt értéll
kekben tikrozédik. A VaR ,- €s VaR ,.-veszteségeket a r-modell felil-, mig a normalis
modell alulbecsiili. Az Osszes szamitott becslés szignifikins 5 szdzalékos szinten. Minl
dent Osszevetve, a t-modell a jobb alternativa.

Az illeszkedésvizsgalat altal hozott eredményekkel ellentétben az MM1- és MM3-kol
pulamodellek igen j6 becsléseket adtak. Az empirikus hibdk kozel estek a megadott o = 5,
1 és 0,5 szazalékos értékekhez és szignifikdnsnak bizonyultak. A 7-kopula és az MM?20

kopulamodellek becslései meglehetdsen konzervativak, de minden szignifikanciaszinten
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8. tabldzat
Egydimenzi6s gaussi modell
) VaR-konfidenciaszint
Megnevezés

5 szazalék 1 szazalék

0,5 szazalék

Hibaarany (szazalék)
Kupiec-teszt
p-érték (szazalék)

3,58 1,14
2,90 0,11
8,87 73,61

0,81
1,02
31,31

9. tdbldzat
Egydimenziés Student #-modell

VaR-konfidenciaszint

Megnevezés

5 szazalék 1 szazalék 0,5 szazalék
Hibaardny (szazalék) 3,74 0,81 0,33
Kupiec-teszt 2,24 0,23 0,43
p-érték (szazalék) 13,41 63,00 51,14

10. tablazat
Student #-kopula

Megnevezés

VaR-konfidenciaszint

5 szazalék 1 szazalék

0,5 szazalék

Hibaarany (szazalék)
Kupiec-teszt
p-érték (szazalék)

1,79 0,65
17,54 0,87
0,00 35,20

0,33
0,43
51,14

11. tdbldzat

MM 1-kopula
3 VaR-konfidenciaszint
Megnevezés
5 szazalék 1 szazalék 0,5 szazalék
Hibaardny (szézalék) 4,39 1,14 0,49
Kupiec-teszt 0,50 0,11 0,00
p-érték (szazalék) 47,90 73,61 96,57

12. tdblazat
MM?2-kopula

Megnevezés

VaR-konfidenciaszint

5 szazalék 1 szazalék

0,5 szazalék

Hibaarany (szazalék)
Kupiec-teszt
p-érték (szazalék)

3,90 0,65
1,68 0,87
19,47 35,20

0,33
0,43
51,14
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13. tabldazat

MM3-kopula
3 VaR-konfidenciaszint
Megnevezés
5 szazalék 1 szazalék 0,5 szazalék
Hibaarany (szazalék) 4,23 1,14 0,49
Kupiec-teszt 0,81 0,11 0,00
p-érték (szazalék) 36,72 73,61 96,57
6. dbra
Globalis fiiggdség — BUX részvények
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a) MM1, MM?2 b) t-kopula

elfogadhatok (kivéve a r-kopula modell VaR ,-becslését). Megjegyezziik, hogy mivel az
MM?2 az illeszkedésteszten nem mindenhol ment at, ezért teljes biztonsaggal csak a Student
t-kopula modell ajanlhat6.

Kbvalitativ vizsgalat. Mivel a mintaidészak meglehetdsen rovid volt, ezért igazan kol
moly kovetkeztetéseket nem lehet az eredményekbdl levonni. Ez a piac egészen mas
mogottes logika szerint mikodik, mint a Dow Jones-részvények piaca. Valdjdban ez a
piac sokkal érdekesebb is, hiszen az extrém események egylittes bekdvetkezésének valod
szintisége sokkal nagyobb, ezért a befektetések varhatd kockdzata is magasabb.

Elgszor pillantsunk a 6. dbrdra, ahol a globalis fiiggdséget meghatarozé paraméterek
id8sorat dbrazoltuk a #-kopula-, az MM1- és MM?2-modellek esetében. A helyzet a kovetl
kezG: nagyjabol 1999 decemberéig egy kockazatos idGszakot taldlunk, amit a t-kopulall
modellre becsiilt alacsony, v = 4-7 szabadsagfokok, illetve az MMx modellekre becsiilt
magas 6-k sejtetnek. Megjegyezziik, hogy MM1- és MM?2-modelleket kiilonboz6 LT-vel
konstrualtuk, igy 6-iknak is mds az als6 korlatja. Egy alacsony globalis fiiggdséggel
jellemzett csendesebb iddszak kovetkezik nagyjabol 2000. november-decemberéig, azull
tan pedig a globalis fliggdség ismét novekedni kezd. Ebben az utolsé szakaszban gyengiil
az MMx-modellek illeszkedése.

A 99 szazalékos VaR-értékek ugyanezt a mozgast irjak le, amint azt a 7. dbrdn lathatll
juk. A kockdazatos idGszakban a varhat6 veszteségek magasabbak, mig az 1999 decembel
rét6l 2000 decemberéig tartd idGszakban ez mérséklédik. Ezutdn pedig a portf6lié ismét
kockazatossd valik.

Ha megnézziik a peremeloszlasokat (8. dbra), vilagosan latszik, hogy egyetlen részl
vény (Mol) egymagaban felelGs a portf6lié diverzifikaciéjaért. 1999 decemberéig a
portfélionkban v = 4-7 szabadsagfoku #-kopula és v = 4-5 szabadsagfoku 7-peremelosz-
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7. dbra
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lasokkal leirhaté hozamokkal bir6 részvények vannak. Ettl az id6ponttél kezdve viszont
a Mol-papirok hozamanak eloszldsa kezd a normadlis eloszlashoz kozeliteni (vagyis a
szabadsagfoka novekedni kezd, mig nem eléri a maximalis v = 50 értéket). Ezzel parhull
zamosan csOkken a globalis fiigglség, a kopula szabadsagfoka v = 25 értékig emelkell
dik. Mikor pedig v, , ismét csokkenni kezd, a globalis fliiggdség €s a portfolié kockdzal
tossdga megint novekedni kezd.

A tdobbdimenzids normalitastesztek az egyiittes normalitdsnak semmilyen jelét sem
mutattdk. A magyar piac kockazatossdga miatt tehat egy tipikusan olyan alkalmazasi
teriilet, ahol a normalitisra épiil6 modelleknek nincsen gyakorlati relevancidja.
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