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ZSEMBERY LEVENTE

A volatilitas elorejelzése és a visszaszamitott modellek

A volatilitassal és annak kockazataval az elmult masfél-két évben nemcsak a rész[|
vénypiaci befektet6k, hanem a kotvény-alapkezel6k és a devizaiigyletekkel foglalkol]
z6k is megismerkedhettek. Bar az opciok — kiilonésen a devizaopcidk —, illetve az

opcios jogokat tartalmazo értékpapirok piaca dinamikusan béviilt az utobbi idében,

az opcidk arazasaban a vilag sok pontjan alkalmazott szofisztikalt médszerek Mall
gyarorszagon ma még csak sziik kérben terjedtek el. A szerz6 azokat a modelleket

mutatja be, amelyek alkalmasak lehetnek az ujonnan kiirand6 opcidknak a mar piall
con lévé opcidk araval 6sszhangban torténd arazasara, illetve annak elemzésére,

hogy a piac milyen jévébeli ar- és volatilitasalakulas lehetéségét rejti magaban. Az

elmult években tobb ilyen modell sziiletett, a tanulmany ezek koziil csak azokat veszi

sorra, amelyeknek az alapja vagy az idehaza is gyakran hasznal binomialis modell,

vagy a véges differencidk moédszere. A szerzé célja a modellek felhasznalébarat bemul]
tatasa, illetve hibaik és erényeik 6sszevetése.
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A volatilitaskockazatrol

A volatilitds egyre gyakrabban szerepel a szakmai vitdkon. Bar a kockdzat mér&szamal
ként mar nagyon régdta hasznaljuk, sokdig ugy tekintettiink rd, mint egyfajta idében
alland6 értékre, olyan tényezGre, ami diverzifikdcidval megsziintethet. Az, hogy a
volatilitds id6ben valtozhat, alapvetden csak az opcidkkal kereskedd iizletkotSket, illetve
az § kockazatukat figyelemmel kisérni hivatott személyeket érintette.

;;;;;

2. 2

szlikiil, az egyre jelentGsebb spekulacids t6ke pedig id6rdl idSre felbolygatja a piacokat,
a volatilitds hirtelen jelentSs véltozasit okozva ezzel. Eppen ezért az érintettek kore a
fentieknél 1ényegesen tagabb lehet.

Gyakori megfigyelés a piacon, hogy a volatilitds és az arfolyamok negativ médon
korrelaltak, azaz az arfolyamok esésekor a volatilitds tipikusan megnd. Ezt korabban a
piacok kozotti diverzifikacioval részben ki lehetett védeni, hiszen a zuhands az egyik
piacon nem feltétleniil jart egyiitt a tobbi piac esésével. Ma azonban a tGkepiacok oly
mértékben Osszekapcsolddtak, hogy az egyik piac esését gyakran kdveti a tobbi piac
lefelé mozdulésa is.

Ezeknek a probléméknak két kovetkezménye van. Egyrészt egyre fontosabb a jovébeli
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volatilitas alakuldsidnak az elGrejelzése, masrészt egyre hatirozottabban jelenik meg az
igény volatilitasra sz6l6 termékek jegyzésére, a volatilitassal torténd kereskedésre.

Mint az lathat6 volt, a probléma mar régen nem csak az opcids piacon kereskedGk
probléméja. Talan ennek is koszonhet§, hogy a volatilitds elSrejelzése, illetve a
volatilitdskereskedés mddszerének kialakitidsa az elméleti pénziigyi szakirodalomban is
egyre gyakrabban vetddik fel.

Ebben a dolgozatban célom a volatilitds el6rejelzésére szolgdld modellek bemutatasa,
illetve egymassal vald Osszevetése. Bar mind a szakirodalomban, mind a gyakorlatban
nagyon elterjedt a volatilitist konometriai médszerekkel leir6 ARCH- és GARCH- (4ltalall
nositott autoregressziv feltételes heteroszkedaszticitis; Generalised Autoregressive
Conditional Heteroskedasticity) modellek hasznilata, ezzel a dolgozatomban nem kivanok
foglalkozni. Ezekrdl a modellekrdl jo attekintést ad Varga [2001]. Ehelyett elemzésem
kozéppontjaba a tdzsdéken is jegyzett volatilitasindexeket, a nagy befektetési bankok 4ltal
is ajanlott visszaszamitott modelleket, illetve a véges differencidk modelljét helyeztem.

A visszaszamitott modellek 1ényegében arra keresik a vélaszt, hogy milyen jovébeli
ar- és volatilitdsalakuldssal szamolt a piac, amikor ezeket az opcids drakat meghatdrozta.
Az igy kapott eredmények felhasznaldsanak célja kettGs lehet. A kapott adatok egyrészil
r6l felhasznalhatok mas termékek, elsdsorban derivativok arazisara, masrészrdl a kapott
volatilitdsértékek a volatilitas elérejelzésére is alkalmasak lesznek. A modellek bemutal
tasa eldtt roviden attekintjiik, hogyan lehet a volatilitas értékét mas modszerekkel meghall
tarozni.

A historikus volatilitas

A volatilitas jovGbeli alakulasanak eldrejelzésére a legegyszertbb és legelterjedtebb modd
szer az ugynevezett historikus volatilitds szdmitasa. Ennek soran feltessziik, hogy a multO
beli adatokbdl szamitott volatilitds a jovSben is jellemzd lesz, azaz a volatilitds idében
nem valtozik. E szerint az értékelési eljaras szerint a volatilitds a folytonosan szamitott
hozam szoérasa éves szinten. Azaz kiszdmoljuk a napi hozamokat:

majd meghatdrozzuk ezek szOrdsit. A szorast természetesen ugyanugy éves szinten kell
megadni, mint a hozamokat, ezért a megkapott napi szorast éves szintre aranyositjuk:

O—éves = 2520—napi .

A képlet mogott két feltételezés hizodik meg. Az egyik az, hogy a volatilitis alapvel
téen a kereskedés eredménye. Igy, mivel egy évben 252 kereskedési nappal szamolunk,
a volatilitas értékét befolyasold informacid csak ekkor érkezik a piacra. Ennek koszonhel
t6 a 252-vel vald szorzds. A masik feltevés az, hogy az egymast kovetd napi hozamok
egymastdl fiiggetlenek és azonos (normalis) eloszlasuak. Igy variancidik 6sszeadhatok.
Mivel mi nem varianciardl, hanem szorasrol beszéliink, ezért nem 252-vel, hanem J252 -
vel szorzand6 a napi volatilitas értéke.

A gyakorlati alkalmazas sordn gyakran adjék azt a tanacsot, hogy a historikus volatilitds
szamitdsa sordn ugyanannyi idSre tekintsiink vissza a miltba, mint amekkora idétavra a
szamitott értéket fel kivanjuk haszndlni. Azaz ha a volatilitist egy egyéves opcid drazasall
hoz akarjuk felhasznalni, akkor egy egyéves multbeli adatsort hasznaljunk fel a historil
kus volatilitds meghatirozasahoz.
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A historikus volatilitas hibja, hogy szamitdsahoz a multra kell timaszkodnunk. Igy
implicit médon azzal a feltevéssel éliink, hogy a volatilitds idSben alland6, holott ennek
a tapasztalatok ellentmondanak. Ezért hasznaljak ink4bb a piac vélekedését jobban tikrol
76, az opcidk piaci ardbdl visszaszamitott igynevezett implicit volatilitast.

Az implicit volatilitas

Az implicit volatilitds meghatarozdsa sordn a piacokon jegyzett opcidk ardbol indulunk
ki. A volatilitds meghatdrozasanak alapja a Black-Scholes-modell. Esetenként (f6leg
amerikai opcidk esetében) a Cox-Ross-Rubinstein-féle (CRR) binomidlis fa is felhaszl
nalhat6. Azt keressiik, hogy milyen volatilitdsértéket kellene e modellekben alkalmazni,
hogy annak eredményeként éppen az aktudlis piaci opcids arat kapjuk vissza.

A kérdés tehat az, hogy milyen jovére vonatkozé volatilitdsérték van a piac fejében,
mikor opcidt jegyez adott dron a piacon. Természetesen ebben az esetben is feltevéseket
tesziink. A legalapvetébb feltevés, hogy a fenti modellek jol drazzdk az opcidkat. Ha
ugyanis a Black-Scholes- vagy a Cox-Ross-Rubinstein-modell nem irja le jol a val6sal
got, akkor nem kapunk vissza jé értéket. Ezen a ponton pedig tjabb problémaba {itkdz0
tiink, hiszen egyik modell sem tekinthetd hibatlannak, a valdsidgot hden tiikkr6zének.
Ezért - ahogyan Rebonato [1999] szellemesen fogalmaz - az implicit volatilitas tulajdonO
képpen az a rossz érték, amit egy rossz képletbe beirva a helyes arfolyamot kapjuk
vissza.

Az implicit volatilitds felhasznaldsat ért egyik leggyakoribb kritika az, hogy a fenti
modellek is abbdl a feltételezésbdl indulnak ki, hogy a volatilitds idSben alland6. Ez az
opcidk arabol visszaszamitott volatilitasértékekben is meglatszik. A piaci arakbdl a
volatilitast kiszdmolva ugyanis azt tapasztaljuk, hogy az az opcidk kotési arfolyamatol és
futamidejétSl nem lesz fiiggetlen.

Sokan bemutattdk azt a jelenséget, hogy az opciok implicit volatilitdsa a kotési arfol
lyam fiiggvényében viltozik, egy mosolyhoz hasonlé format rajzolva ki. Ezt nevezték el
volatilitismosolynak (volatility smile). E szerint az OTM (arfolyam alatti) és ITM (arfol
lyam feletti) opcidk implicit volatilitdsa magasabb, mint az ATM opcioké. Egyesek ezt
nem annyira mosolynak, mint inkdbb grimasznak tartjdk (skew), mert szerintiik az impQ
licit volatilitds a kotési arfolyam novekedésével folyamatosan csokken.

Rebonato [1999] szerint a devizapiacon a mosoly inkdbb a fejlett orszdgok devizdira
jellemz8, mig a feltdrekvd orszagok (emerging market) devizéira inkdbb a grimasz jell
lemzd.

Rebonato érveléséhez hasonlé megéllapitasokra jutott Zou [1999] is. O a részvénypiall
cot elemezve probalta feltirni az opcidk araban benne foglalt kockdzatmentes eloszlast,
illetve az implicit volatilitdst. Eredményei szerint a helyzet a részvénypiacon az 1987-es
krach utdn valtozott meg. Addig a volatilitissmosoly, illetve -grimasz nem 1épett fel.
Ennek kialakulasat arra vezeti vissza, hogy a hozamok eloszldsa a gyakorlatban nem
normadlis, mivel a nagy negativ hozamok val6szindsége 1ényegesen nagyobb a nagy pozill
tiv hozamokéndl. A historikus valdszintiség eloszlasait felhaszndlva (az entrépia minimal
lizalasa altal) meghatarozott implicit volatilitisok mar a piacon tapasztalt grimasznak
megfelelGk lesznek. A grimasz kialakuldsanak okat tehat alapvetden abban 1atja, hogy a
piaci szereplGk nagyobb esélyt adnak a nagy arzuhandsnak, mint az dremelkedésnek.

Ez gyakorlatilag egybecseng Rebonato megéllapitdsaval, hiszen a fejlett gazdasiagok
devizdindl a nagy csokkenés valdszintisége azonos a nagy emelkedés valdszintiségével,
mig egy felzark6z6 gazdasig esetén a valuta dsszeomldsdnak nagyobb valdszindséget ad
a piac, mint a hirtelen felértékel§désének.
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De a volatilitdis nemcsak a kotési arfolyam, hanem az opcidk futamideje alapjan is
véltozhat. Ezt a volatilitas lejarati szerkezete (term structure of volatility) tartalmazza. A
két valtozd szerint pedig megrajzolhat az adott termék opcids piacdnak implicitvolatilitasl
feltilete.

Minden hibdja ellenére az implicit volatilitds jelentGs piaci informéciot jelent, a piac
szereplGi gyakran hasznaljak tdjékozodasi pontként, illetve tovabbi elemzések kiindulod
pontjaként. Hogy ez mennyire jellemzd, azt j61 mutatjak az igynevezett volatilitisindexek
is. Ezek egy-egy likvid opcids piac implicit volatilitdsat hivatottak kifejezni, méghozza
tobb opcid implicit volatilitdisanak felhasznalasaval. Mivel ezeket az indexeket t6bb t&zs0
dén jegyzik, s6t szarmaztatott ligyletek alaptermékeként is szolgaltak, részletesebben
foglalkozom veliik.

A volatilitdsindexek

Mint arrdl sz6 volt, a t6zsdén jegyzett volatilitisindex tulajdonképpen kiemelt opcidk
implicit volatilitdsainak sulyozott atlaga. Az implicit volatilitds azonban csak egyes opcill
6khoz kotddik, a piac egészér6l nem sokat arul el. Ahhoz, hogy a volatilitismosoly,
illetve a lejarati szerkezet hatdsait kiszlrjék, nem egyetlen kotési arfolyam és egyetlen
lejarat opci6it hasznéljdk fel, hanem ezek valamilyen kombinaciéjat. Igy jutottak el a
volatilitdsindexek szdmitasdig. Ezek el6nyei €s a hatranyai hasonldk az egyéb — példaul
részvény- vagy kotvénypiaci - index jellemzGihez. Bar a piac atlagos alakuldsat jol bell
mutatjak, mégis csak egy, a részleteket elfedd atlagot jelentenek.

Ezek az indexek a tovdbbiakban felhasznalhatdk a piaci varakozasok egyfajta mérdszal
maként, de esetenként szarmaztatott tigyletek alaptermékeként is.!

A likvid opciés piacokon tobb volatilitdsindex sziiletett. Ilyen példaul az eredetileg a
Deutsche Terminborse altal 1994 decemberében inditott VDAX-index, vagy a CBOE
VIX-indexe. Az el6bbi a DAX-indexre sz416 vételi és eladasi opcidk implicit volatilitisanak
indexe, mig ut6bbi értékét az S&P100-ra sz6l6 vételi és eladasi opcidk felhasznalasaval
hatdrozzédk meg. Legutobb az AMEX vezette be népszerd, a Nasdag-indexet masol6
QQQ portfdliéra szol6 opcidk indexét, az tgynevezett QQV volatilitdsindexet. Nézziik
meg roviden, hogyan épiilnek fel ezek a termékek!

A DAX-ra sz616 opcidkbdl tobb volatilitasindexet is szamitanak.? Vannak az ugynevell
zett alindexek, amelyek kiilon-kiilon az egyes lejaratokhoz kdt6dnek. Ezek az adott lejal
rati, az ATM értéket kdzrefogd kotési arfolyamokhoz tartozd vételi és eladasi opcidk
implicit volatilitisanak atlagaként adodnak. Az aggregalt VDAX-index esetében megprol
béljak az értéket a lejarati id6pontoktol is fliiggetlenné tenni. Ezt a 45. naphoz legkozelebb
1év6, mar kiszamitott alindexek atlagolasaval szamitjadk. A sulyokat a kitizott negyvenot
napos idGponttdl vald eltérések jelentik, a volatilitas értékét éves szintre kerekitik.

A kereskedés kezdeti szakaszaban - hogy minél hamarabb tudjanak VDAX-értéket
szamitani — nemcsak a 45. naphoz legkozelebbi lejaratok, hanem barmilyen mar kereskell
dett lejarat felhasznalhat6. Természetesen, ahogy a kereskedés beindul, ezeket az értékell
ket a kozelebbi lejaratok értékeire cserélik fel.

A CBOE-n forgalmazott VIX-index — a VDAX-hoz hasonl6an - a szandékok szerint a
lejarattdl fiiggetlen marad.? Itt azonban az egyes alindexeket nem jegyzik, csak a végsd,

!'Ilyen volt példaul Németorszagban a VDAX-indexre sz016 hataridgs tigylet. A gondot csak az jelentette,
hogy maga az index nem allithat6 el§, igy nem lehetett valds alapterméke a hataridds tigyletnek, hiszen a
szintetikus eldallitas és ezaltal az arbitrdzs nem mehetett végbe.

2 A VDAX-index részletes leirasat lasd Guide to the Volatility Indices ... [1997].

3 A termék részletes leirasat 1lasd Whaley [1993], [2000]
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aggregalt index értékét. A névleges idSpont, amire az implicit volatilitas értékeit atlagoll
jak, a CBOE-n harminc naptari nap. Az index az ehhez legkozelebb 1évé két idGpont

sz

ATM-hez legkdzelebb 1évS vételi és eladasi opcidk implicit volatilitdsanak silyozott érll
tékeként adodik. Kivételt jelentenek azok a lejaratok, ahol a kifutdsig nyolc vagy annal
kevesebb nap van hétra. Ekkor ugyanis a piac gyakran abnormalisan viselkedik, ami az
index értékét dsszezavarna. Ezért ezeket az értékeket a szamitasnal kihagyjak.

1. dbra
A VIX értéke 1986. januar és 2001. szeptembere kozott
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Mindkét index esetén a vételi (call) és az eladasi (put) opciok értékét a vételi és az
eladasi arfolyamok szamtani atlagaként kapjuk. Ezzel két probléma is megoldédik. Egyll
részt el lehet keriilni azt a vitat, hogy melyik alkalmasabb valdjaban a volatilitds méréséll
re, masrészt a marzs esetleges szélesedésének hatésai is elkertilhetSk.

Kiilonbség azonban, hogy a VIX alapjaul szolgald, az S&P100-ra sz616 opcié amerill
kai, a DAX-indexre sz6l6 eurdpai tipusu. Ezért az elsd esetben a binomidlis Cox-Ross-
Rubinstein-modell, az utébbiban a Black-Scholes-modell felhasznilasaval szamitjdk az
implicit volatilitas értékét.

Visszaszamitott modellek

A tovébbiakban azokat a modelleket mutatom be, amelyek szintén a piacon forgd opcidk
arabol probalnak meg informaciét nyerni, azonban a fentieknél bonyolultabb mddszerrel
igyekeznek tobb tudast szerezni. A cél nem csupan az opcidk araban 1évé implicit volatilitas
meghatirozasa, hanem az dgynevezett helyi volatilitas feliiletének a kiszamitasa.

A helyi volatilitds az egyes jovébeli idSpontokhoz tartozé volatilitdsérték. Ha gy
tetszik, az eddig egyetlen (ma és az opcid lejarata kozotti) periddust rovidebb részperioll
dusokra bontjuk. Az eljaras hasonld, mint amikor kotvények lejaratig szamitott hozamal
bol (IRR) forward hozamgorbét szamolunk. A kdtvények lejaratig szamitott hozama csak
egy adott kotvényre jellemzd, dnmagdban a piacrél nem mond el sokat. Aki az IRR
alapjan probal egy masik kotvényt bedrazni, konnyen félredrazhatja azt. A hozamgorbe
meghatirozasidnak éppen az a célja, hogy minden lejarathoz rendelkezziink elemi kotd
vényhozamokkal, vagy ami ezzel egyenértékd, ismerjiik az egyperiddusos hozamokat
tartalmaz6 forward gorbét.

A kovetkezé modellekkel fel tudjuk majd rajzolni a helyi volatilitas feliiletét, ami az
arfolyam és az id¢ fiiggvényében megadta a helyi, egy periddusra érvényes volatilitdsokat.
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Tehat mig az implicit volatilitds a mai id6pont és az opcid lejarata kozotti (tobb periddusi
bol all) idGszak volatilitisat mutatja (lasd IRR), a helyi volatilitds egyetlen periddus
volatilitasit adja meg (lasd forward hozam).

Az analdgiat tovabb folytatva, hasonléan jarunk el, mint amikor a kotvények lejaratig
szamitott hozamabol egyperiddusos forward hozamokat szamitunk. Oftt is piaci arakat
hasznalunk, célunk ott is olyan értékek kikovetkeztetése, amivel a szamitott arfolyamok
a lehet6 legkisebb mértékben térnek el a kotvények piaci aratdl.

A fenti feliilet tisztdzdsa minden, az opcids piacon részt vevl paci szerel§ szdmara
fontos lehet. A csupan az opcid kiirdsdval foglalkozd bankokat az érdekli, milyen volatilitast
var a piac a jovében az egyes periddusokban. De fontos lehet a kérdés a spekuldnsok
szamara is.

Ha az opciot lejdratdig megtartjuk, és a volatilitds valoban megegyezik az implicit
volatilitassal, akkor a dinamikus A-fedezés sordn realizalt hozam éppen a kockdzatmenil
tes hozammal fog megegyezni. Ha azonban csak az opcio futamidejénél rovidebb ideig
Jolytatjuk ezt a stratégidt, a realizalt hozam ennél magasabb lehet. Az arbitrazsort tehdt
az opcio egész futamideje érdekli, a spekuldnst azonban nem feltétleniil!

Ugyanigy a kotvények esetén a fedezeti tigyletkotét, illetve az arbitrazsSrt nem a holl
zamgOrbe valés jovdbeli alakja érdekli, hanem az, hogy hogyan viszonyul a most kiszall
mitott hozamgdrbével bearazott kotvény ara a tobbi kotvényéhez. A spekuldns azonban
arra kivancsi, hogyan alakul a hozamgdrbe a jovében, illetve ha a varakozési elmélet
szerint haladunk, mennyire becsli jol a forward gorbe a jovébeli hozamokat.

Hasonléan az implicit volatilitds sem a spekuldns, hanem a fedezeti iligyletet kotd,
illetve az arbitrazs6r szamara fontos. A spekuldnst az izgatja, mennyire jelzi ez jol elSre
a jovdbeli volatilitast.

Célunk tehat az lesz, hogy a piacon kereskedett opcidok implicit volatilitdsanak felhaszl
naldsaval azokat a kiilonboz§ jovSbeli id6pontok kozotti volatilitasértékeket hatarozzuk
meg, amelyek a piaci drakban benne foglaltatnak.

Igy lesznek alkalmasak ezek a modellek a késSbbiekben mds, akér egzotikus opciok
értékének a tobbi piacon forgalmazott opcid értékével Osszhangban torténd drazdsira,
illetve - akinek arra van sziiksége — a jovébeli volatilitas eldrejelzésére.

A kialakitott modellek diszkrét idejiek, az alapjuk altaldban a (Cox-Ross-Rubinstein
féle) binomidlis vagy trinomidlis fa, illetve a véges differencidk médszere. Ennek megfelell
I6en a szdmolas eredményeképpen egy jovébeli arfolyam fat kapunk eredményiil, ahol a
jovében a részvényarfolyam csak bizonyos idépontokban bizonyos értékeket vehet fel.

A bemutatott modellek nem csupdn a kdnyvtarak és az elméleti kdzgazdaszok szdmara
késziiltek. Derman és Kani modellje a Goldman Sachs altal arusitott szoftver alapja,
amelyet bankok és intézményi befektetGk szamara arusitanak. A modell célja alapvetSen
a volatilitas elGrejelzése.

Bar Rubinstein modelljét a gyakorlatban ritkdbban alkalmazzak, az egyik legtisztabb és
legegyszertibben hasznélt visszaszamitott modell. Ez inkabb mas derivativok piaci arakkal
Osszhangban 1év§ drazdsara hasznilatos. Gyakorlatilag megoldja azt a gondot, hogyan tull
dunk amerikai vagy egzotikus opcidkat id6ében valtozo volatilitds mellett arazni.

Rebonato modelljét azért mutatom be, mert egy masik, a gyakorlatban egyre inkdbb
elterjedd modellre, a véges differencidk modszerére épit. Nem foglalkozom ugyanakkor
a trinomidlis modellekre épiild modellekkel.* Ennek az az oka, hogy ezek a gyakorlatban
Iényegesen sziikebb kdrben haszndltak, mint a binomidlis modellek és a véges differencil
ak modszere.’

* Ezekr6l az érdeklédSk az alabbi cikkekben olvashatnak: a Derman-Kani-Chriss-modellt részletesen
bemutatja Derman-Kani-Chriss [1996], mig a Dupire modellrdl 1dsd Dupire [1994].

> A véges differencidk modszere és a trinomidlis modellek amigy is megfeleltethet6k egymasnak. Errdl
lasd Hull [1999].
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A Derman-Kani-modell®

Derman és Kani eljardsanak lényege, hogy az opciok arat ismertnek véve, az opcidk
arabol hatdrozza meg a binomidlis fa minden egyes pontjat, illetve azt, hogy milyen
moddon és milyen valdszintiséggel juthatunk el oda. Mivel a fa alakjara az opcidk arabol
kovetkeztetiink vissza, semmi sem garantdlja, hogy az emelkedés és csokkenés mértéke
minden egyes pontban azonos lesz. Ennek megfelelden az adott ponthoz tartoz6 volatilitas,
az ugynevezett helyi volatilitds minden egyes periédusban mas és mas lehet.

A Derman-Kani-modell alapja a binomidlis modellek egyik legelterjedtebb verzidja, a
Cox-Ross-Rubinstein-modell. Mint ismert, ez utobbi modellben az emelkedés mértéke u
(up) és a csokkenés mértéke d (down) egymaés reciprokai, ahol az emelkedés mértékét, az
u-t az

u=e’V' (1)

képlet hatarozza meg.

Valtozd volatilitas esetén a volatilitas idérdl idére valtozik, azaz a o értéke minden
egyes csomopontban mas és mas lesz. Ennek megfelelGen valtozik az u értéke is. Ebbdl
viszont az kovetkezik, hogy a fa elveszti sz€p szabalyos alakjat, , hullamzéva” valik. A
Derman-Kani-modellben éppen ezt a ,hullimz6”, azaz semmiképpen sem szabalyos fara
probalunk az opcidk arabol kovetkeztetni, és ez a minden periddusban valtozo
volatilitdsérték lesz a helyi volatilitas.

A fa felépitését a nulladik id6pontb6l, azaz a ma ismert azonnali drfolyambdl inditjuk,
majd innen haladunk eldre periédusrél periddusra.

A fa felépitéséhez minden egyes idGbeli 1épést azonos, At nagysiginak tételeziink fel.
Az altalanossag kedvéért tegyiik fel, hogy az els6 n 1épést mar megtettiink, és most
Iépilink tovabb az n + 1-edik id6pontra. Ennek megfelelGen ismertek az n-edik idGszak
arai, illetve ezen arak bekovetkezésének val6szindségei. Legyen a folytonosan szamitott
kockazatmentes forward hozam r. Ennek természetesen szintén adhatnank egy indexet,
hiszen forward hozamrol van sz6, ami minden egyes At 1épés utdn mddosul. A tovéabbill
akban ezzel a kérdéssel az egyszerdség kedvéért nem foglalkozunk, feltessziik, hogy a
kockazatmentes hozam minden periédusban ugyanakkora.’

Az n + 1-edik id6pontban 6sszesen n + 1 csomépontunk van, és azokban n + 1 ismel
retlen S, arfolyam. Jelolje tehat i a szintet, azaz azt, hogy az n + l-edik id6szakban
milyen ,magasan” vagyunk. Legyen S a legalacsonyabb, § , pedig a legmagasabb
arfolyam ebben a periddusban. Jelolje s, az n-edik idGszakban érvényes (mdr ismert) spot
arfolyamot az i-edik szinten.

Jelolje p, annak valdszintségét, hogy az drfolyam az n-edik idGszaki i-edik szintrél
emelkedik. A csokkenés val6sziniisége természetesen 1-p,. Legyen tovdbbd A, az (n, i)
csomopontban érvényes Arrow-Debreu-ar.® A fa felépitését és a fenti valtozok elhelyezl
kedését a 2. dbra bal oldala mutatja.

Osszesen tehdt 2n + 1 valtozénk van: n + 1 jovébeli részvényarfolyam, és n darab
valészintiség. Ennek meghatirozasahoz, hogy az egyenletrendszer j6l determinalt led
gyen, éppen 2n + 1 egyenletre van sziikségiink. Ehhez az n darab s, ért€kekbdl szamitott
n darab hataridds arfolyamot (F)), valamint n darab s, kotési arfolyamu opci6 arfolyamat
fogjuk felhaszndlni.

¢ Az alfejezet Derman-Kani [1994] cikke alapjan késziilt.

7 Vegyiik észre, hogy ez a tiszta varakozasi elmélet esetében gyakorlatilag a vizszintes hozamgorbe
feltételezésével azonos.

8 Ezt a kordbbi valdszinliségek szorzatianak diszkontalt értékeként fogjuk megkapni minden egyes id60
pontban. Az Arrow-Debreu-drakat szoktdk még allapotdraknak vagy Green-fliiggvénynek is nevezni.
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A hataridds arfolyamok szdmitdsa egyszerd, legyen az s-bdl szamitott forward arfolyam:®
F,=se™. ()

Az opcidk olyan opciok lesznek, amelyekrdl feltessziik, hogy ma, azaz a nulladik
idészakban bocsatjak ki Sket, az n + 1-dik periddusban fognak lejarni, az drazdsukhoz
felhasznélt volatilitds pedig éppen a piacon meghatdrozott implicit volatilitas.

Természetesen a piacon nem jegyeznek minden lejaratra és kotési arfolyamra opciol
kat. A hidnyz6 esetekben magunk hatdrozzuk meg az opcid arat, ezt szerepeltetve ,piall
ci” értékként. Az drazdshoz sziikséges egyetlen ismeretlen paraméter a volatilitds, amit
az implicitvolatilitds-fliggvény felhasznalasdval kapunk meg.'® Kotési arfolyamuk s, azaz
mindig az abban a pontban érvényes arfolyam, ahonnan tovabblépni szandékozunk (lasd
a 2. dbra jobb oldalat).!! A kérdés csak az, hogy a vételi vagy az eladasi opcidkat alkall
mazzuk. Derman és Kani OTM opcidk haszndlatit javasolja, mert abban mar csak a
volatilitas és az id6 értéke szerepel.'? Ezért a ,kozéps6” (azaz a mai) arfolyam alatt az
eladasi, attdl felfelé a vételi opcidkat fogjuk hasznalni.!

° Az osztalékoktol ezen a ponton tekintsiink el.

10°Azaz a volatilitismosolyt és a volatilitds lejarati szerkezetét felhaszndlva, magunk adunk meg ,,piaci”
arfolyamokat.

' Természetesen az opcidk ,,piaci” arat tobbféleképpen is megkaphatjuk. Hasznalhatjuk a binomialis és a
Black-Scholes-képletet is. Rebonato [1999] bemutatta, hogy a folytonos megkozelités haszndlata, bar kétl
ségkivill gyorsabb lehet, zajt okoz, numerikus hibat general.

12 Ezeknek az opcidknak mar csak gorbiileti értékiik van. Részletesebben ldasd Szdz [1999].

3 Mert a mai arfolyam alatti kotési arfolyamu eladasi, illetve az afeletti kotési arfolyamua vételi opcidk
lesznek OTM-ek.
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Adva van mar tehat 2n egyenlet, n hataridés és n opcids arfolyam. A hidnyzé egy
szabadsagfokot a Cox-Ross-Rubinstein-modell fogja megadni. Hasznéljuk fel a Cox-
Ross-Rubinstein-modell azon feltevését, hogy a fel-, illetve a lefelé a mozdulas mértékél
nek szorzata 1 (centring condition).

A szamitas soran minden periddusban k6zéprdl indulunk. Ha az adott periddusban
paratlan pont van, a k6zépsé arfolyam a mai arfolyammal lesz azonos. Ha paros, a két
kozépsé arfolyam logaritmusanak szdmtani atlagat tessziik egyenl6vé a mai arfolyam
logaritmusaval, azaz

Ins, = InS, +InS,

—InS; =In(S,-S,)—=>S; =S,-S,. 3)

Persze pératlan pont esetén mas lehetGségiink is lehetne. Derman és Kani utal rd, hogy
a ,,kozépsd arfolyam” lehet a mai azonnali, de lehet az adott idSpontra szamitott hatarll
idGs arfolyam is. A tovabbiakban Derman és Kani eredeti modellje szerint haladva, haszll
néljuk fel a jelenlegi azonnali arfolyamot.

Az eddigiekben tehat roviden megnéztiik, hogyan is kapjuk meg a 2n + 1 valtozot.
Vizsgaljuk meg ezt most részletesebben, és irjuk fel a fit meghatarozé egyenleteket!

Az opcidk arazasahoz kockazatmentes valdszintiségeket haszndlunk fel, azaz az arall
zasra haszndlt fa kockizatmentes. Ebbdl kovetkez8en annak a fanak, amelyet opcidk
4rabol szamolunk vissza, szintén kockazatmentesnek kell lennie. fgy igaznak kell lenni
annak is, hogy a jovébeli, prompt arfolyam varhat6 értéke megegyezik a hataridGs arfol
lyammal, azaz:

E:pi'Si+l+(1_pi)'Si- 4)

Minden i szintre van egy ilyen egyenlet, és mivel az n-edik periédusban éppen n szint
van, Osszesen n darab ilyen egyenletiink lesz. Azaz, mivel a hataridGs arfolyamok értékét
a (2) egyenletben 1év6 képlettel kiszamolhatjuk, a (4) egyenletben az ismeretlen éppen a
keresett valdszintiség, illetve a jovdbeli (n + 1-edik periddusbeli arfolyam) lehet.

A kovetkez$ n valtozot az n darab, a n + 1-edik idGszakban lejard opcié adja meg.'*
Olyan opcidkat fogunk felhasznalni, hogy kotési arfolyamuk az el6bb elmondottaknak
megfeleléen mindig a megfelel s."> Azaz az eljéras most is hasonld a hatéridds drfol
lyamnal latottakhoz. Az opcid dra a piacrdl ismert. A cél az opcid értékét a valoszindsél
gek és a jovibeli részvényarfolyamok fiiggvényében felirni, hogy ezéltal az utébbiak
szamithatok legyenek. Az opciok értékének felirdsdhoz ennek megfeleléen az Arrow-
Debreu-papirokat, illetve azok arat fogjuk felhasznalni.

Az Arrow-Debreu-papir olyan értékpapir, amelyik egy n-edik idGszak egy adott pontl
jaban [példaul a fa (n, i) pontjaban] egy forintot fizet, egyébként nullit. Az Arrow-
Debreu-ar (1) ennek a papirnak az ara. Ennek megfelelGen a n-edik idSszakban lejard
opcid értékét a A-k és az opcid kifizetéseinek szorzata adjadk meg. Diszkontaldsra nincs
sziikség, hiszen az Arrow-Debreu-papir dra mar mai pénzben van kifejezve.

Az implicit fak meghatirozasanal azonban egy olyan opciéval foglalkozunk, amelyik
nem az n-edik, hanem az n + 1-edik id6szakban jar le. Igy nem pusztin szorzunk az
Arrow-Debreu-papirok draival, hanem moddositanunk kell valamennyit az eljarason. Fell
hasznélva, hogy az Arrow-Debreu-papirok dra a valdszintségek szorzatdnak diszkontalt

4 Az ugyanolyan kotési arfolyamua vételi és eladasi opcidk nem jelentenek kiilon, egymastdl fiiggetlen
megoldast, hiszen a put-call paritds megteremti kozottik a kapcsolatot.

!5 Azaz mindenegyes csomdponthoz egy-egy opciét rendeliink hozza. A vételi opcidk esetében az opcid
ért€két csak S, €s az ennél nagyobb részvényérfolyamok, eladédsi opciok esetében S, €s az ennél kisebb
részvényarfolyamok fogjak meghatirozni.
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értékével azonos, tovabba azt, hogy a fa egy pontjaba, ha az nem a szélen helyezkedik el,
két dton juthatunk el, igaz az, hogy

A = e ApiAis +A=p)A,1."° (5)

Ezt felhasznalva, az opci6 értéke:

C(K,t,,)) =™ Y [Ap; +A,(1-p,.)Imax(S,, - K,0). (6)
Jj=1

Ugyanakkor ne feledjiik, hogy az implicit fik mddszerének 1ényege, a binomidlis fat
felfedni. Ezért az adott futamid6hoz tartozé eurdpai opcidk piaci arat ismertnek vessziik,
illetve ha a piacon éppen nem kereskednek vele, a hagyomanyos Cox-Ross—Rubinsteinl
modellel meghatarozzuk.!” Mivel a cél a fenti egyenlet jobb oldalan szereplS értékek
explicit modon torténd kifejezése, ezért az egyenletet at kell rendezniink.

A K = s, helyettesitést elvégezve, €s a fenti képletben az S, | értékhez tartozo kifizel
tést elkiilonitve, tovabba felhaszndlva a hataridés arfolyamokra vonatkozé (4) egyenlell
tet, az (6) egyenlet a kovetkezGképpen modosul: '3

eMC(8,,t,00) = ADi(Si — )+ D A(F, —5,). )
=i+l
Mivel a szummads tag csupa ismert tényezdt tartalmaz, minden pontban a mar meglévd
adatokbdl szamithatd, igy a tovabbiakban ezt az egyszertség kedvéért csak egy Z-val
fogjuk jeldlni.
Mivel tehat mind a hataridds arfolyamok, mind az opcidk éara ismert, a (4) és a (7)

egyenleteket szimultin médon megoldhatjuk, kifejezve S, , valamint p, értékeket.

S, -[e™ - C(s;,1,,) —Z]1 - As,(F, = S,)

S, = 8

" [erAtC(sith) - Z] - A’z(F; - Sz) ( )
FE -8,

=i Fi 9

P Sin = 5; ®

Ha S, értékét ismernénk, az S, | €s p, ért€keket, illetve ez utdbbibol ll, értékeket konnyen
kiszamithatnank. Ezt a hidnyz6 szabadsagfokot fogja a Cox—Ross-Rubinstein-modell mar
emlitett centralitasi feltétele szolgaltatni.

Az S, meghatdrozasakor figyelembe kell venniink, hogy az adott idSperiédusban péros
vagy pdaratlan csomépont van-e. A megoldds ennek megfeleléen mas lesz akkor, ha az
adott periddusban paros, és mas, ha paratlan csomoépont talalhatd.

Ha pératlan, a kozépss €rté€ket egyenlGveé tessziik a mai drfolyammal, igy S, adott, a
fan fel-, illetve lefelé haladva a sziikséges értékek meghatarozhatok. Amennyiben az
adott idészakban paros elemiink van, a (5) egyenletet fogjuk felhasznalni. Tehat

S2
S, =— (10)
i+l

'® Az, hogy A-nak ebben az egyenletben két indexe van, természetesen csak a megértést knnyiti. A 4, _ .
ebben az esetben azt jelenti, hogy a n + 1-edik peri6dus i-edik szintjének bekovetkezése esetén egyet fizet,
egyébként semmit. Ebbe a pontba pedig két uton juthatunk el. A tovdbbiakban alapvetSen a n-edik idGszak
Arrow-Debreu-drairdl beszéliink, igy az index elsé felét elhagyjuk.

7 A tovéabbiakban az implicit fa meghatdrozdsiahoz eurdpai opcidkat fogunk hasznilni. A modell kiterl
jeszthet6 amerikai opcidkra is, amelyet Chriss [1997] mutat be.

'8 Legyen K = s,. frjuk fel a lehetséges drfolyamokat a kévetkez6 modon: §,<8,<... <8, <8,<8, <.
..<S .. Ennek megfelelSen az opcié kifizetésfiiggvénye s, alatt, azaz j = i-ig nulla lesz.
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Legyen § = s, azaz az el6z0 periddus — ami paratlan elemet tartalmaz - kozépsd
pontja. Ezt a feltételt felhasznalva és a (8) egyenletbe helyettesitve

§ - S[e™C(S,1,,,)+ A4S — 2]
HOLE —e™C(S,t, ) +2

ahol i = n/2. (11)

A ko6zépsd pontok alatti értékeket, mint arr6l mar sz6 volt, nem a vételi, hanem az
eladasi opcidkkal hatarozzuk meg. A képlet ebben az esetben a kovetkezSképpen modosul:

Siai [erAtP(si’thrl) —Z]+ A8 (F, = Si1)
Si = AL B (12)
[€ P(s"lnﬂ)_z]-i-)‘i(}?i_siﬂ)

1

ahol X ebben az esetben az eladasi opcidnak megfelelden a
i-1
Y A(s; - F)). (13)
j=1

Ha ezeken a lépéseken végigmegyiink, sikeriil a volatilitismosoly felhasznalasaval,
azzal 6sszeill6 médon felvazolni a kockdzatmentes binomialis fat.

Ebbdl a fabol aztin a részvényarfolyamok és valdszintiségek segitségével az adott
pontban érvényes helyi volatilitas (local volatility) mar kiszamithaté. Legyen a mai arfol
lyam S, dremelkedés esetén a kovetkezd idGszaki arfolyam legyen S, csokkenés esetén
S, Az éves szintre ardnyositott hozam ezekben az esetekben:

r=iln Su , illetve r=Lln Sa . (14)
L =1 So L= So

Innen a varhaté hozam:
peP | Se | 12P [ S ) (15)
t1 - to SO [1 - to Su

A hozam helyi szérasa pedig:

1 S
=—/pl—p)In| == | 16
GIOL' (tl —fo p( p) H[Sd] ( )

Ennek megfelelden a fa, illetve az egyes csomdpontokhoz tartozd valdszindségek isO
meretében a helyi volatilitisok minden egyes pontban kiszdmithatok.

A fenti eljarassal a piaci arakhoz illeszkedd kockazatmentes fat kaptunk. Gyakorlatilag
azt hatdroztuk meg, hogy a piac milyen jovébeli részvényarfolyam mozgast ,tervez”.
Ennek megfelelGen a kiszdmitott arfolyamokbodl és val6szindségekbSl meghatirozhato,
hogy a piac milyen jovébeli kockazatmentes valdszintiség-eloszlast haszndl az opcidk
drazésa soran.

A fentiekben elmondottak arra a feltevésre épiiltek, hogy az implicit fat eurdpai opcidk
felhasznalasaval szamitjuk ki. Chriss bemutatja a fenti modell egy olyan kiterjesztését,
ahol az inputdrak lehetnek mind eurépai, mind amerikai opcidk arai (Chriss [1997] 369-
379. 0.). Terjedelmi korlatok miatt ennek ismertetésétdl eltekintek, de Chriss konyvében
a modell részletes leirdsat is megadja.

A fa felvazolasa utan mar csak egy tényez$ van hatra, az arbitrazsmentesség biztositall
sa. Ez a fa esetében azt jelenti, hogy a valdszintiségeknek nulla és egy kozé kell esnitik.
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Ez a kijelentés azonos azzal, hogy a hataridds araknak, amelyek a fa kockazatmentes
jellege miatt megegyeznek a jovében varhat azonnali arfolyamokkal, a kovetkezd idsO
szak fels§ és also arfolyamai kozé kell esniiik - lasd a (9) egyenletet. Ha a piaci adatokl
bol szamitott részvényarfolyam a fenti feltételt megsérti, valami massal kell helyettesitel
ni. Tobbfajta megoldas 1étezhet, amivel a ,,rossz” valdszintiséget egy ,,jo” valdszintségll
re cseréljiik ki. Egy természetes - és a Cox—Ross-Rubinstein-modellel illeszked6 — megl
oldas lehet, ha az arfolyamot uigy moédositjuk, hogy a két arfolyam kozotti tavolsag az
el6z6 idGszak meghatarozott pontjai kdzotti tdvolsaggal legyen azonos (3. dbra.)

3. dbra
S[+1 SH—I
Sit1 F Siv1
S, S,
S; S;
Sii Si

F

Az azonos tavolsag azért keriil a kézéppontba, mert a tdvolsdgot a helyi volatilitds
hatarozza meg. A (14)-(16) egyenletek alapjan lathatd, hogy a helyi volatilitast a felsd és
az also arfolyam, illetve azok tavolsaga, egyértelmiien meghatarozza.

Ennek megfelelen, ha a hataridGs arfolyam az alsé arfolyamnal kisebb lenne (3. dbra
jobb oldala), a korrigalt als6 arfolyam legyen
Sl,’ = M (17)

si+1

Ha a hataridés arfolyam a felsé arfolyamndl is nagyobb (3. dbra bal oldala), a korrill
gélt fels6 arfolyam legyen

Si’ = % (18)
S.

El6fordulhat azonban olyan eset is, amikor ez a képlet tovabbra sem szolgaltat ,,j6”,
nulla és egy k6zé esd valdszintiségeket, azaz a forward arfolyam még mindig kiviil esik
a tartomanyon, egy ennél erGsebb modositast kell végrehajtani. Chriss erre az esetre azt
javasolja, hogy az adott csomdpontban esedékes drat ugy hatdrozzuk meg, hogy a hatarll
idGs arfolyam éppen a kivant tartomanyba essen (Chriss [1997] 383. o.), azaz példaul a
3. abrdn baloldalt szerepl§ esetben

S/ =e™s, —¢, (19)
ahol € egy exogén, tehat nem a piaci adatokbdl szamitott, hanem az adott koriilményekl
nek megfeleld kis szdm. Az e-ra természetesen végtelen szami megoldas 1étezhet. Vegylik

mindig ezek koziil a legkisebbet.
A jobb oldali esetben természetesen a

S/ =e™s, +¢ (20)

képletet hasznaljuk.
Ha tdl sok csomdpontban hajtunk végre efféle modositast, az nagymértékben torzitja a
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modellbdl nyert informaciét. A ,hamis” csomépontok beépitésével éppen a kezdeti célll
kitdzésiinkkel, azaz azzal iitkozlink, hogy minél tobb piaci informaciét gydjtsiink dssze.
Természetesen a rossz csomépontok kicserélésének hatdsa a fa kiilonb6z6 pontjain nem
azonos. Ha a fa sz€lén hajtunk végre korrekcidt, a hatas kisebb lesz. Ezekhez az értékekll
hez ugyanis kisebbek a csomépontokhoz tartozé6 Arrow-Debreu-drak, mivel ezen esetek
bekovetkezésének valdszintsége is kisebb. Ritkdbban jutunk el ezekbe a pontokba, igy
az opcid értékére gyakorolt hatasuk is kicsi.

A negativ valdszintiségek kikiiszobolésének egy masik lehetséges megolddsa, ha binol
miélis helyett trinomidlis fakat alkalmazunk az implicit informéciok feltardsara. Ez azonll
ban, mint arrél méar sz6 volt, tilmutat a jelen dolgozat keretein, és a trinomidlis modellek
a gyakorlatban sem terjedtek el annyira, mint a binomialisak.

A Derman-Kani-modell tovabbi problémdja, hogy amennyiben a piaci valtozasokat a
modellben nyomon akarjuk kdvetni, Uigy szinte mindennap, eseménydisabb napokon
akar naponta tobbszor Ujra kell szamitanunk. Mivel a fa megszerkesztése nem til egyszell
rd, féleg ha a negativ valdszintiségek elébb targyalt problémajat is szem el6tt tartjuk, ez
igen sok szamitast tesz sziikségessé. Ez a probléma a fa megszerkesztésének programoll
zasaval természetesen csokkenthetS. A negativ valdszintségek kikiiszobolése azonban
nem rutinszerd feladat az ott alkalmazott feltevésekre j6 odafigyelni, kiilondsen a modell
kialakitdsanak és hasznalatinak elsd honapjaiban.

A Rubinstein-modell

A Rubinstein éltal felépitett implicitfa-modell alapvetSen kiilonbozik Derman, Kani és
Chriss modelljeitSl. Az el6z6 modellekben az inputparaméterek a mai részvényarfolyam,
a kockazatmentes hozam és a volatilitismosoly fiiggvénye, illetve az ebbdl szdmitott
opcids drak voltak.” Ennek eredményeként elGrefelé szamolva kaptuk meg késGbb a
binomiélis fat, az egyes csomépontokban érvényes helyi volatilitast és az adott id§szak
arfolyamainak val6szindségeloszlasat.

Ezzel szemben Rubinstein azt feltételezi, hogy a piaci szerepldk az alaptermék azonl
nali drfolyamdn, a piacon jegyzett opciok drdn és a kockdzatmentes hozam ismeretén tdl
valamifajta ismerettel (vagy véleménnyel) rendelkeznek arrdl, hogy n periodus miilva az
drfolyamok milyen eloszldst kovetnek. Az igy szamitott fa n peri6dus hosszu lesz, és az nll
edik periddus végén tapasztalt eloszlas éppen a feltételezett eloszlas lesz. Ezeket felhaszl
ndlva, a fa ,végér6l” elindulva szamitjuk ki a kordbban lehetséges arfolyamokat és ezek
valoszintiségét.

A kérdés az, honnan ismerik a piaci szereplGk az n periddus mulva érvényes eloszlast.
Rubinstein utalt arra, hogy el6tte ezzel a témaval mar tobben foglalkoztak a szakirodalomi
ban. Igy példdul Longstaff (idézi Rubinstein [1994]), aki a piacon jegyzett opcids arakbol
probélt hisztogramot rajzolni. Felteszi, hogy létezik egy olyan K kotési arfolyam, amit
nulla val6szintiséggel fog meghaladni az alaptermék lejaratkori arfolyama. Felteszi tovabl
b4, hogy a piacon kereskedett (diszkrét szamu) opcidk kotési arfolyama kozotti arfolyamok
bekovetkezési valoszintisége kockdzatmentes viligban azonos. Azaz példaul az Gsszes K. €s
K., kozotti arfolyam ugyanolyan kockdzatmentes valdszintséggel kovetkezik be az opciok
lejaratakor. Ezzel a moédszerrel prébal egy sematikus, hisztogramszerd kockdzatmentes
val6szintiségeloszlast rajzolni. Rubinstein a modell tesztelése alapjan arra a kovetkeztetésre
jutott, hogy alkalmazédsa negativ valdszintiségekre vezethet, igy szdmira nem megfelels.

19 Mint arrél mar volt szd, a volatilitds és az opcié dra ugyanolyan Osszefiiggd, egymast kolcsondsen
meghatiroz6 tényezSk, mint a kotvény és a hozam. Az egyik ismerete a masikat egyértelmiien meghatirozza.
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Egy masik - Rubinstein 4ltal ugyancsak vizsgalt — eljaras Shimko nevéhez fiizédik. O
a korabban a Breeden és Litzenberger altal kifejlesztett mdodszer alkalmazasat mutatja be
a gyakorlatban (Shimko eljarasait idézi Rubinstein [1994] és Kim [2000]). Breeden-
Litzenberger [1978] megmutatta, hogy amennyiben kontinuum szdmossdgui, azonos id6l
pontban lejaré eurdpai opcionk van, amelyek kotési arfolyama a nullatél a végtelenig
terjed, az arra az idGszakra teljes kockazatmentes valdszintiség eloszlas meghatarozhato,
ha az opcid aranak kotési arfolyam szerinti masodik derivaltjat hasznaljuk fel.?°

Shimko el&szor véges szamud opcid felhaszndldsaval meghatarozta az opcidk implicit
volatilitdsat, majd ehhez gorbét illesztve kirajzolta a volatilitismosolyt. Azaz meghatall
rozta a K oo C(K,T) fiiggvényt, ez adja az interpoldlt Black-Scholes-féle implicit
volatilitisokat. Végiil Breeden és Litzenberger eljarasat alkalmazva, a Black-Scholes
modell mésodik derivaltjdba helyettesitve hatdrozza meg az implicit kock4zatmentes
stirtiségfiiggvényt a két sz€&ls6 kotési arfolyam kozott.?!

Bar ez a modell jobban illta a teszteket, Rubinstein maga is kialakitott egy egyszerd
eljarast. Mivel a végsG cél egy binomidlis fa visszaszamitisa, az induld valdszintségll
eloszlashoz is a binomidlis modellt alkalmazta. Egy hagyomanyos standard Cox-Ross-
Rubinstein-modellbdl indult ki. Javaslata szerint hasznéljuk fel az ATM opcidk implicit
volatilitdsat, majd szerkessziink egy hagyomanyos Cox-Ross-Rubinstein-fat, és ennek
eredményeképpen szdmoljuk ki, hogy milyen arfolyamok és milyen kockazatmentes vall
16szindségek mellett kovetkezhetnek be a kérdéses ¢, idGszakban. Ezt tekintette a tovabl
biakban a kiindul6 valészintiségeloszlasnak.

Emellett természetesen § is feltette, hogy ismert az azonnali arfolyam, a kockdzatmenl
tes hozam, valamint a piacon jegyzett opcidk ara. Azonban szemben a Derman-Kanill
eljarassal, Rubinstein nem az OTM opcidkra koncentralt, hiszen célja nem a helyi volatilitas
feliilétének meghatarozasa volt, hanem az implicit fa értékeinek megkeresése. A szamol
lashoz Rubinstein vagy csak a vételi, vagy csak az eladasi opcidkat hasznalja fel. Amennyill
ben egy adott kotési arfolyamra a piacon nincsenek csak vételi vagy csak eladasi opcidk,
a put-call paritas segitségével szarmaztathatjuk a szdmunkra sziikséges piaci arat.

Tovébbi kiilonbség, hogy mig Derman és Kani tobb kiilonboz6 futamidejii opcid arat
felhaszndlja, addig Rubinstein csak a fa utols6 n-edik periddusdban (azaz a ¢, idGpontban)
lejaré opcidkkal foglalkozott.

A tovébbiakban legyenek az n periddus milva (a ¢, idSpontban) lejar6 vételi opcidk
arai rendre C, C,, ..., C , illetve az ezekhez az opcidkhoz tartozo kotési drfolyamok K,
K,, ..., K . Legyen a mai idGpont 7, a fa utolsé idSpontjit jelzS jovdbeli idSpont pedig ¢ .
Jelolje S, a mai, S, ; az n-edik periodus i-edik szintjén elhelyezkedd csomépontot. Legyen
tovabba r a folytonosan szamitott kockdzatmentes hozam, d pedig a folytonosan szamill
tott osztalékhozam.? Legyen P/ (i = 1-t6l n + 1-ig) annak valdszindsége, hogy a fan az
(n, i) pontba jutunk.

Mindezek ismeretében az elsd 1épés egy, mar a piacon jegyzett opcidk araval is Osszl
hangban 1év§ valészintségeloszlas meghatirozasa oly mddon, hogy a standard Cox-
Ross-Rubinstein-modellbdl becsiilt valdszintség (a tovabbiakban P’) és az opcids drak
felhasznalasaval becsiilt (a tovabbiakban P) valészintiség a lehetd legkisebb mértékben
térjen el egymastol.

2 Bemutattdk, hogy ez a kotési arfolyam szerinti médsodik derivalt éppen a keresett stirségfiiggvény.
Lasd Breeden-Litzenberger [1978].

21 Ttt kell megjegezni, hogy bar Shimko felhaszndlja a Black-Scholes-modellt, eljaraséhoz nem sziikséges
az, hogy a Black-Scholes-modell a valosig hd képét adja vissza. O csak mint eszkozt haszndlja fel azt.

22 Rubinstein az opcidk arazasahoz hasznalt volatilitist a piacon 1évG opcidkbdl szamitott implicit
volatilitdsok interpolalasaval nyeri, akarcsak a Derman-Kani-szerzGparos.
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Azaz célunk a (21) fiiggvény megoldésa:

n+l

Y (P - P/)* - min. (1)

A peremfeltételek a kovetkezGk:

n+l

=1 és P20, (22)
i=1
n+l
C,=e’ Y Pmax(S,, - K,,0), aholj=1,..m. (23)
i=1
n+l
S, =e NN ps (24)

i=1

A fenti célfiiggvény megoldasaval kapjuk a modellben a tovabbiakban felhasznalt ,,bell
cstilt” valészintségeket. A (22) egyenlet biztositja, hogy a valdszintségek nulla és egy
kozé essenek, azaz ,valddi” valdszintiségek legyenek. A (23) azt biztositja, hogy az
eloszlas illeszkedjen a piachoz, azaz jol arazza az adott futamidejd opcidkat. Az utolsd
peremfeltétel szerint a jovébeli varhatd értéknek az osztalékok figyelembevételével jel
lenre diszkontalt értéke egyezzen meg a mai arfolyammal. Ennek az utols¢ feltételnek
kettds szerepe van. Egyrészt ez biztositja, hogy a kapott fa kockazatmentes legyen, hill
szen csak a kockdzatmentesség feltételezése mellett igaz, hogy a jovébeli varhatd arfol
lyam megegyezik a hatdridds drfolyammal. A masik szerepe az, hogy elérje: a fa végérol
el6re felé haladva az utols6 1épésben éppen a mai arfolyamot kapjuk vissza.?

Ezek a feltételezések nem voltak til erdsek, mondhatni ,,adtdk magukat”. ElegendSk
azonban ahhoz, hogy a szamos val6shoz kozeli eloszlasbol megadjik azt, amelyik valol
ban megfelel céljainknak, azaz a legfontosabbnak, hogy jol drazza az opcidkat.

Rubinstein feltevései tehat eddig a kovetkezSk voltak:

a) az alaptermék arfolyama binomidlis mozgast kovet;

b) a binomidlis fa 0sszekapcsol6dd (azaz egy emelkedés és egy csokkenés ugyanoda
vezet, mint egy csokkenés és egy emelkedés);

¢) a kamatlab minden peridédusban azonos, alland6.

Mindezek felhasznaldsaval megadhat6 egy, a piaci adatokkal 6sszhangban 1€v6 n perill
O0dussal késébbi valdszintiségeloszlas, ahol a lehetséges arfolyamokat az ATM opcid
volatilitisdnak felhaszndlasaval szerkesztett standard Cox-Ross—Rubinstein-fa adja, mig
az ezekhez tartozé valdszindségek mar a piacon jegyzett opcidk ardval (és igy a
volatilitdsmosollyal) is 6sszhangban vannak.

A kérdés csak az, hogy mennyiben torzitja a becslést az, hogy a standard Cox-Ross—
Rubinstein-modell volt a kiinduldsi alapunk. Mashogyan: nem befolyasolja-e az ered
ményt a kezdetben meglehetGsen 6nkényesen valasztott, az ATM opciok volatilitdsa alapjan
felépitett fa. Ez a piacon taldlhaté opcidk ardnak fiiggvénye. Rubinstein ugy taldlta, hogy
minél ,strdbb” az opcidk jegyzése, anndl kevésbé fiigg a végsd eredmény a kezdeti
feltételezésektSl. Ha az opcidk szdma elmarad a keresett csomdpontok szamatol, a mol
dell érzékeny lesz a kezdeti feltevésekre.

Ugyanezt taldlta a hasznalt optimalizacios fliggvényt vizsgalva is. Megfeleld piaci inll
formacio esetén az 4ltala is alkalmazott legkisebb négyzetek mddszere alkalmas a probléd
ma megoldéaséra.

23 Valdjaban Rubinstein eredeti cikkében ennél altalinosabb megoldast ad. Az opcidk arairdl, illetve a
részvénydrfolyamrol felteszi, hogy a jegyezett vételi és eladasi drfolyamok kozott van. Azaz olyan feltételek
mellett is megadja a megoldast, amikor a piacon nem egyetlen arfolyam van. Mi ezt a tovdbbiakban nem
vizsgaljuk.
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Nézziik meg, hogyan szdmolhatdk ki mindezek utan a fa egyes pontjai! A val6szintill
ségek azt mutatjdk, milyen eséllyel kovetkezik be az adott allapot. Hogy ebbdl a fa
korabbi periddusai is szamithatok legyenek, Rubinstein egy tovabbi feltételezéssel, az
ugynevezett binomidlis utak fliggetlenségével (binomial path independence — BPI) él. E
szerint minden tutnak, amelyik a fa egy adott csomdpontjdhoz elvezet, ugyanolyan a
valészintisége.

Egy egyszerd példaval, ha a Cox-Ross-Rubinstein-modellben a fa dsszekapcsolddo,
két periddus mulva visszatérhetiink a kiindulaskori arfolyamhoz. Ez vagy egy emelkedés
és egy csokkenés, vagy egy csokkenés és egy emelkedés eredményeként allhat eld.
Rubinstein fenti feltétele szerint mindkét uton valé végighaladdsnak ugyanaz a val6szindll
sége, mindkét utat ugyanolyan valdszintséggel jarhatjuk be.

A ,becsiilt” valdszindségeloszlas egyes értékeit, azaz az egyes csomdpontok bekdvetl
kezésének valdszintiségeit ennek megfelelGen el kell osztani az abba a csomdpontba vell
zet$ utak szdmdval, igy meghatdrozva egyetlen 1t befutdsdnak a valoszintiségét.

Ennek megfelelGen tehat tobb, egymdssal szorosan Osszefiiggd valdszindséget hasznill
lunk. P-vel jeloltiik egy adott pont bekovetkezésének valdszintiségét, azaz a pontvaloszill
niiséget. Ebbe a pontba azonban tobb tdton juthatunk el. Egy-egy tton val6 végighaladas
valészintiségét nevezziik a tovabbiakban irvaldsziniiségnek. A fa egy adott (n, i) pontjall
ba N-féle uton juthatunk el, ahol

n!
=—. 25
il(n—10)! 23)
Ennek megfeleléen minden egyes Uton, ami az adott pontba visz
) il(n—1)!
52 Pil(n—-i)! (26)
N n!

utvalészintiséggel haladhatunk végig. Az is igaz ugyanakkor, hogy a fa egyik pontjabol
tovabb haladva, a tovabblépés valdszintiségének (emelkedésvalosziniiség) ismeretében az
egyes palydk val6szindsége tovabbra is ismert. Nézziik a 4. dbrdt!

4. abra
pow S =S P
S,... =8P
S, =S,P
I, A—t> t,

Az (n -1, i) pontbdl biztosan tovabb Iépiink, p valdszindséggel felfelé, (1 — p) valol
szintiséggel lefelé. Ennek megfelelGen az alsé és a felsG pontba vezetS utak valdszintsél

P

gének Osszege megadja az (n - 1, i) pontba vezetS ut valdszintiségét.>
P=P +P". (27)

2 Ne feledjiik el, hogy kétféle valoszindségrsl van szo! Kisbetdvel az egyik pontbdl a masikba vald
elmozdulas valdszintségét jeloljiik, a nagybetd pedig az adott ut valdszindségét jelenti!
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2

A felsd pontba vezet$ ut valoszintisége a kdvetkezd mddon szarmaztathato:

P P
PP=pPop=—"=—-—27 28
P P P P +P %)
Ugyanakkor a valdszintségek és a masodik idépontbeli drak (S*, S°) ismeretében a
forward egyenlet felhasznéldsaval S, az elsé idGszaki arfolyam is szamithato:

S=e "N pSt +(1-p)ST]. (29)

A fent leirtak egyben azt is megadjdk, hogyan épitsiik fel a Rubinstein-féle binomidlis
fat. Ismerve a végsd valoszintségeloszlast (azaz az arakat és a valoszintiségeket), visszall
felé haladunk a fan.? Kiszamitjuk az utolsd el6tti periddus emelkedéseinek és csokkenél
seinek valoszintségét, azaz a kis p-ket [(28) egyenlet], majd ezek ismeretében a (29)
felhasznalasaval kiszamitjuk az egy periddussal korabbi arfolyamokat, illetve a (27) alapjan
az ezekhez tartozd valdszintiségeket, a nagy P-ket. Ahogy arrél mar sz volt, a (24)
egyenlet fogja a (29) segitségével biztositani, hogy visszafelé haladva az azonnali ar
megegyezzen az S arfolyammal.

Rubinstein nem vetette el annak lehetségét sem, hogy a piaci szerepldk, amennyiben
sajat varakozasuk van az n periddussal késébbi valdszindségeloszlasra, azt figyelembe is
vehessék. Egy ilyen eljarast ad meg Chriss. Megmutatta, hogyan tudjuk az opcidk arabdl
visszaszamitott eloszlast a sajat véleményiink alapjan ,torzitani” (Chriss [1997] 424-
426. o0.). Ezek utdn az igy ,torzitott” eloszlast fogjuk haszndlni az implicit fik meghatall
rozasihoz. A (21)-(24) egyenletekhez hasonldan jarunk el. Legyen Q, az dltalunk kivant
eloszlas! Ezt azonban nem ismerjiik, csak a valos piaci drak alapjan szamitott (becsiilt) P,
valoszintségeket. Azt tudjuk tovdbbd, hogy a bizonyos P, valoszintiségeket ki szeretnénk
cserélni, de azt nem, hogyan moédositja ez a tobbi kimenet valdszintiségét. Ennek kiszall
mitdsdhoz minimalizéljuk a

S (P-0) (30)
i=1
fiiggvényt, ahol a peremfeltételek a kovetkezdk lesznek:
n+l
Y0 =1 é Q=0 (31)
i=1
Qil = t:Qz =I)z,
n+l
Sp=e "N 08, 32)
i=1

ahol a P/ értékek a piaci szerepl§ egyéni varakozasat tiikrozik. A fenti egyenletrendszer
megoldasaval megkapjuk a mddositott valdszintségeloszlast. Innen az it mar ugyanaz,
mint a fent bemutatott, azaz a Rubinstein-féle eljarast alkalmazva haladunk visszafelé a
fan, és meghatirozzuk az ehhez a valdészindséghez tartozé arfolyamokat.

A Rubinstein-modell egyszertsége és konnyen attekinthetGsége azonban elfedi a modd
szer néhany hib4jat. Bar az, hogy a rovidebb futamideji opcidkat nem hasznalja fel,

s

egyszer(siti a modellt, és a gyakorlatban is jol alkalmazhat6va teszi, ezen informacidk

25 Ez természetesen azt jelenti, hogy az emelkedésvaloszintségek szorzata adja az tutvaloszinidséget. Ezt a
kockédzatmentes hozammal osztva a jol ismert Arrow-Debreu-drakat kapjuk vissza.

% Megint csak nem ugy, ahogyan Derman és Kani, akik a nulladik idSpontbél eldrefelé haladva toltotték
fel a fat adatokkal.
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kihagyasa ugyanakkor informaciovesztéshez vezet. Az ezen opcidokbodl visszaszamitott
rovidebb tavi arfolyam-alakulds ugyanis nem feltétleniil esik egybe azzal az informacioll
val, ami a rovidebb futamidejd opcidk ara tartalmaz. A modell masik gyengéje az ugyani
azon pontba vezet§ utak azonos valdszintségének feltételezése. Ez a feltételezés valos
koriilmények kozott aligha tarthatd.?’

A Derman-Kani- és a Rubinstein-eljardsok kiilonbségei

A most bemutatott két eljards sok tekintetben hasonlit, nagyon sokban azonban kiilonbol
zik egymastol.

Derman és Kani egy egész sor opcié arat hasznilja fel az implicit fa meghatirozasal
hoz, mig Rubinstein csak az adott idSpontban lejard opciokét. Ennek megfelelGen az &
modelljébdl szairmazé informéaciok nem fliggnek a rovidebb lejarati opcidk aratdl, igy
azok arazasahoz, értékeléséhez a Rubinstein-féle fa nem hasznalhat6 fel.

Céljuk is mas. A Derman-Kani-szerz&paros célja nemcsak egy implicit fa, hanem az
ahhoz kapcsolddo helyi volatilitds fiiggvényének a feltardsa. Ezért hasznalnak OTM opl
ciokat. Céljuk az, hogy minél kevesebb feltételezéssel éljenek a részvényarfolyam altal
kovetett folyamatot illetéen, de minél tobbet tudjanak meg a volatilitasrol.

Rubinstein modellje a binomidlis utak fliggetlenségének felhasznalasaval sokkal kemél
nyebb feltételezésekkel indit. Ugyanakkor az § eljardsa egyszertibb, és nem kell attdl
sem félni, hogy a Derman-Kani-modellhez hasonléan rossz valdszinségek cstisznak be
a szamitasba. Célja azonban nem annyira a volatilitds ismerete, mint egy opciok drazdsdll
ra alkalmas modell megalkotdsa.

Derman és Kani modelljének inputadataként mind eurdpai, mind amerikai opciok fell
hasznalhaték. Rubinstein modellje azonban csak eurdpai opcidkra tamaszkodik, azok
koziil is vagy csak a vételi, vagy csak az eladasi opcidkat hasznélja fel. Ugyanakkor a
Rubinstein modell nem standard eurdpai opciokbol is megkonstrudlhato.

A Derman-Kani-modellben az eloszlds a végeredmény, az , output”, mig a Rubinsteinll
modellben a bemend paraméter, az , input”. Ez utdbbinak az az elénye, hogy a modell
felhaszndl6i konnyebben belevihetik egyéni véleménytiket, a lejaratkori eloszlasra vonatll
koz6 varakozésaikat. A piacrdl szdrmazo objektiv és a szubjektiv elemek keveredhetnek.

Rebonato modellje

Az eddigiekben attekintettiik a gyakorlatban elterjedt binomialis modellekre épitG visszall
szamitott modelleket. Egy, a gyakorlatban alkalmazott modellekkel 6sszhangban 1év6 eljall
ras van még hétra: Rebonato véges differencidkon alapulé modellje. Az eljaras azért érdell
kes, mert sok helyen alkalmazzak a binomialis modell helyett a véges differenciak modszell
rét. Az ilyen értékelési modellek felhasznaldi is kialakithatnak egy visszaszdmitott modellt.

Rebonato ugyanis egy olyan numerikus eljardst javasol, aminek az alapja a véges
differencidk modszere. Az eljards visszafelé haladva prébalja meghatirozni az opcidk
arat oly médon, hogy a lehetséges arfolyamok, illetve jovébeli id6pontok szamat egy
véges értékben korlatozza, a kétdimenziés feliiletet egy raccsal helyettesiti.?® E racsponl
tok alapjan definidlja a Black-Scholes-féle differencidlegyenletben szerepld A, T" és ©

77 Ezen a ponton egészitette ki, illetve 4ltaldnositotta Rubinstein modelljét Jackwerth. O egy stlyfiiggl
vényt rendelt az utakhoz oly médon, hogy eljarasdnak a Rubinstein-modell egy linedris stlyozasu specialis
esete. Részletesen lasd Jackwerth [1997].

8 A véges differencidk modszerérdl 1asd példaul Hull [1999].
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értékeket, és ezek segitségével mintegy differenciaegyenletszertien kozeliti meg a Black-
Scholes-féle differencidlegyenletet azon esetekben, mikor ez utobbi megolddsara zart
képlet nem éall rendelkezésre.

A Rebonato altal javasolt eljaras abban az értelemben hasonlit ehhez, hogy a differenll
cidlegyenletek helyett azok diszkrét verzidjat alkalmazva ad meg numerikus eljarast a
volatilitasfeliilet feltérképezéséhez.

A modell nem ad zart képletet a helyi volatilitas feliiletének a meghatarozasahoz, célja
»csupan” a feliilet minél kisebb hibaval torténd becslése. Nézziik meg, milyen feltevél
sekkel dolgozik a Rebonato 4ltal javasolt eljarés, illetve milyen fontos megjegyzések
flizhetSek ezekhez a feltevésekhez!”

1. feltétel. A részvényarfolyam a kovetkez$ folyamatot koveti:

ds,

t

ahol u az adott részvénytdl elvart hozam, dz pedig egy Wiener-folyamat.

1. megjegyzés. Figyeljink arra, hogy a helyi volatilitds tovabbra is az id6nek és az
alaptermék arfolyamanak fiiggvénye, akarcsak az implicit fak esetében. Nem fiiggvénye
azonban az opcid kotési arfolyamanak. Ezzel szemben az opcidk implicit volatilitisa a
kotési arfolyam fiiggvényében adott, azaz a kotési arfolyamtdl fiiggd implicit volatilitast
eldallitani képes helyi volatilitdsokat kerestink.

2. megjegyzés. Ennek megfelelGen, ha a jovébeli részvényarfolyam ismert, ismert a
jovebeli helyi volatilitas is.

3. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fenti egyenletben csak egyetlen bizonytalansagi
tényez$ van, a Wiener-folyamat, hiszen ugyanez a folyamat mozgatja a helyi volatilitast
is. Azaz a piac teljes, tehat — ahogy arrdl az els fejezetben is sz6 volt - nincs sziikségilink
Gjabb termékre ahhoz, hogy az alaptermékre sz6l6 opcidt drazni tudjunk.

2. feltétel. Tegyiik fel, hogy végtelen szamu kotési arfolyamu, illetve lejaratd opcid
mai arat ismerjik. Tegyiik fel, hogy ezeket a piaci gyakorlatnak megfelelen implicit
volatilitisuknak megfelelden jegyzik: 0,0, T).

4. megjegyzés. A valdésagban természetesen a 2. feltétel nem allja meg a helyét, csak
véges szamu opcidval kereskednek még a legnagyobb piacokon is. Ezért ezekbdl az
adatokbol egy megfelelGen sima és differencidlhaté feliiletet kell képezniink. Ezen beliil
a kotési arfolyam szerint kétszer, a hétralévd futamid§ szerint egyszer derivalhatonak
kell lennie.

Ezen a ponton Rebonato modellje erdsebb feltevésekkel él, mint az implicitfa-modell
lek. Ott is feltételként fogalmazddott meg a megfeleld simasidg, de ennek alapvetGen
kozgazdasagi okai voltak, ilyen tobbszori differencialhatésdgot nem tételeznek fel a mol
dellek. Amennyiben viszont ez a simasiag nem all fenn, a helyi volatilitas feliiletében
szakadasok lesznek. Rebonato ezzel a feltételezéssel kikiiszoboli a numerikus hibakat,
ugyanakkor egy masik, nem éppen gyenge feltételt tAmaszt.

5. megjegyzés. Amennyiben a részvényarfolyam a (33) egyenletben leirt folyamatot
koveti, a Black-Scholes-féle differencidlegyenlet nem lesz megoldhaté az eladasi, illetve
a vételi opciok lejaratkori értékére tett peremfeltételek mellett. Igy a tovabbiakban nem
lesz igaz az sem, hogy az implicit volatilitas (variancia) a helyi volatilitdsok (variancidk)
Osszege, azaz:™®

= u(s,,0)+o(S,,1)dz(r), (33)

T
o’ (0.7)# j (S, u)du. (34)
0

2 A tanulmény ezen része Rebonato [1999] 129-135. oldalai alapjan késziilt.
3 A diszkrét modellben nem okoz gondot a dolog, be tudjuk drazni, tehdt van megoldas. Folytonos
modellben azonban nincs zart képletiink, igy az implicit volatilitds nem értelmezhetd e médszerrel.
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6. megjegyzés. Az opcids piacon kereskedGk szdmadra az a fontos, hogyan viselkednek
az opcidk araban benne foglalt implicit volatilitdsok, hiszen ezek 1ényegében a jovGbeli
opcids arak egyszerd jegyzési formajat jelentik. A jovébeli varhatd implicit volatilitisok
meghatirozdsahoz azonban tovabb kell szdmolni:

- meg kell hatdrozni a helyi volatilitds feliiletét;

- feltételezve, hogy ennek jovSre vonatkozé adatai az akkori azonnaliaknak felelnek
meg, ki kell szdmolni az akkori opcids arakat;

- ebbdl kell meghatdrozni az implicit volatilitdsokat; végiil

- meg kell vizsgalni, hogyan viselkednek az implicit volatilitisok.

A modell feltételeinek és az azzal kapcsolatos értelmezé és kritikai megjegyzések utan
nézziik meg részletesen a Rebonato 4ltal felvazolt eljarast! Vegylink egy ¢ idGpontban
értékelt, T idSpontban lejard, K kotési arfolyamu vételi opciot. Legyen az alaptermék
mai arfolyama S. Mivel a piac teljes, a kockazatsemleges drazds tovabbra is lehetséges,
de a Black-Scholes-képlet mar nem elegendS. Ugyankkor a kérdéses vételi opcid értékéll
nek a Black-Scholes-féle parcidlis differencidlegyenletet ki kell elégitenie. E szerint:

0Cy (1,8) 1

2
(ac“(z, S), " Lo 3Cy,(1,95)

ot oS 2 08’

J: rCy +(1,5), (35)
ahol d az alaptermék folytonosan szamitott osztalékhozamat, C, (z, S) pedig a vételi
értékét jeloli. Ezt az egyenletet a Kolmogorov ,,backward” egyenlet. Megoldasahoz sziikség
van az opcié értékének egy jovébeli eloszlasara. Ez tipikusan a lejaratkori arfolyam
szokott lenni, amit peremfeltételként csatolunk az egyenlethez. Innen visszafelé haladva
hatarozzuk meg az opci értékét.

Az opcidk 4rat ismerjiik a piacr6l. Amennyiben a gordg betik (O, A, I') értékét is
ismernénk, az egyetlen ismeretlen a fenti egyenletben a helyi volatilitas fiiggvénye lenne.
Ezzel a megoldassal az a gond, hogy mivel a hagyomanyos Black-Scholes-egyenlet nem
all fenn, a hagyomanyos A, T" és © értékek sem hasznalhatok fel az egyenlet megoldasall
hoz. Az informéciok kiszirhetSk lennének az implicitvolatilitas-feliiletb6l, de ahhoz vill
szont azt kellene tudnunk, hogy milyen az implicitvolatilitas-fiiggvény viselkedése az
alaptermék arfolyama, illetve az id§ fiiggvényében. Ehhez viszont éppen a keresendd
helyi volatilitds feliiletének az ismeretére lenne sziikség. Itt a kor bezérult.

Megoldast adhat azonban az, ha a fenti differencialegyenlet dudlisara, a Fokker-Planckl
féle ,,forward” egyenletre tériink 4t. Ennek megolddsa sordn a jelenben ismert paramétel
rek sziikségesek, és innen haladunk elére

{acm(z, S), r-DK 0Cyr(1.8) 1 ’Cy 1 (1,8)

o K oK?

=-dC, ,(1,5). (36
oT 9K ) J xr(t,8).  (36)

Az értékeléskori id6t () most is a lejaratig hatralévd idS (7) valtotta fel, mig az alapll
termék arfolyama helyett a kotési arfolyam szerepel. Legyen ¢ = 0. Mivel zart képlet
tovébbra sincs, a fenti derivéltak nem hatdrozhatok meg. Ezek kiszdmitdsara megadhat6
azonban egy numerikus kozelit§ eljaras. Igy legyen:

dCy +(0,5) _ Ciiakr10,8,0,,,(0,K + AK)] - C; ;[0,S,0,,,(0,K)]
oK AK

(37
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9°Cr (0.5) _

K>

(0,K + AK)]+ Cy_u [0, 8,0
AK2

Crrax 710,55, it (0, K = AK)] - 2C 1[0, 5,6,,,(0,K)] ,, (38)

9Ck7(0,5) _ Ciriarl0,5,0,,, (0, K)] - C [0, S, 0, (0, K]

39
oT AT %)
Figyeljiink arra, hogy ezekben az egyenletekben nemcsak a kotési arfolyamot valtozll
tatjuk, hanem ennek megfelelen az implicit volatilitdsokat. Eppen ezért volt sziikség a
masodik feltételre, hogy minden pontban tudjunk egy implicit volatilitist mondani. A
(37)-(39) egyenleteket a (36) egyenletbe helyettesitve, kifejezhetjiik a volatilitast:

w+ (r—d)KM‘*' dCy r(0,5)
- oT oK :
Oxr =2 2 ‘ (40)
, 7Cer0.9) o
oK*

Ez a fiiggvény minden jovébeli T (¢ = T) id6pontban minden K (S, = K) arfolyam
mellett megadja a helyi volatilitds értékét.>

A helyi volatilitas feliilete
Végiil essen néhany szd a helyi volatilitas feliletérdl, alakulasar6l! Mit tudunk a rész
vényarfolyam, illetve az id6 véltozdsinak fiiggvényében elmondani réla?

Az implicit és a helyi volatilitds

Erdekes piaci megfigyelés, hogy a helyi volatilitas és az arfolyam forditott irdnyban véltoz[
nak. Magasabb 4rfolyam mellett a volatilitas kisebb, az drak esésével pedig n6. Az implicit
és a helyi volatilitas kozotti viszonyrdl ennél tobb hiivelykujjszabalyt allithatunk fel.*

1. szabadly. A helyi volatilitds az arfolyam fiiggvényében megkozelitSleg kétszer olyan
gyorsan valtozik, mint az implicit volatilitas.

Nézziink egy egyszerd bizonyitast! Vegylink egy egyszert esetet, ahol a helyi volatilitas
nem fligg az id6t6l, csak az arfolyamtol. Igy a korabbi o(S, 7) fiiggvény helyett csak
o(S) szerepel. Legyen tovabba ez az Osszefiiggés linearis, azaz:

o(S)=0,+p-S. 41)

31 Az opci6 értékének kotési arfolyam szerinti masodik derivaltja megegyezik az alaptermék aranak sdrd0
ségfiiggvényével, azaz:
9°Cy 1(0,5)
oK*?

32 Szintén a véges differencidk mddszerét hasznédlja fel Dumas, Fleming és Whaley. Az ¢ modelljiik
azonban a visszaszdmitott modellek szempontjabol kevésbé fontos, ezért a cikk megjeldlésén til az & megdld
lapitasaikkal nem foglalkozunk. Részletesen lasd Dumas-Fleming-Whaley [1996].

3 Az egyszertiség kedvéért most a folytonos modell jeloléseit hasznéljuk. Lényegét tekintve természetel
sen nem kiilonboznek az itt tett megallapitdsok att6l, mintha diszkrét modellr6l beszélnénk. Részletesebben
lasd Derman-Kani-Zou [1995].

=@ =T,S, =K).
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5. dbra
Arfolyam
K N
SNV
1d6
Lejéarat

Nézziik egy OTM vételi opcid implicit volatilitdsat! Legyen a jelenlegi részvényarfol
lyam S, a kotési arfolyam K (5. dbra). Jeldlje az implicit volatilitast OS> K. Minden
olyan lehetséges tt, amelyik hozzajarul az opcid értékéhez, atmegy az S és a K kozotti
tartomanyon. Ennek megfelelGen ezen utak mindegyikének a volatilitasa fiigg a kérdéses
tartomany helyi volatilitasatol. Ne feledjiik, hogy az id6 nem valtoztat a helyi volatilitason,
az csak az arfolyam fiiggvénye! Igy ha S-bdl K £61é jutunk, minden e kozotti arfolyamon
at kell menjiink, igy minden helyi volatilitdsnak hatdssal kell lennie az adott titvonal
volatilitdsara. Ennek megfelelen egy K kotési arfolyami opcidé implicit volatilitdsdnak
kozelitSleg a helyi volatilitdsok dsszegének kell lennie. Azaz:

1 K
Gyt (S, K) = _S[G(S)dS. (42)
A (42) egyenletet ebbe behelyettesitve a kovetkezéket kapjuk:
cimp,(S,K):oo+§(S+K). (43)

A (42) és a (43) egyenletet dsszevetve, éppen az elsd hiivelykujjszabalyt 1atjuk viszont.

Az els§ szabdlyra, amely szerint tehat a helyi volatilitds az implicitnél gyorsabban
véltozik, szintén taldlunk analogidt a kotvénypiacon. A kotvények arfolyamabdl lejaratig
visszaszamitott hozamgorbe szintén lassabban valtozik, mint a forward hozamgorbe.

A korédbban felrajzolt fa azonban madsra is hasznilhaté. Ha az id6 muldsaval a helyi
volatilitas feliilete nem véltozik, azaz 4j informéacié a volatilitdsrél nem érkezik, és az
alaptermék arfolyama idSben valtozik, gyakorlatilag a fan haladunk el6re. A késGbbi
»azonnali” piaci szitu4ciot a mai fa ,,vége” fogja tiikrozni, ahogyan a varakozasi elmélet
szerint a forward kamatldbak eldrejelzik a jovébeli azonnali kamatldbakat. Az akkorra
becstilt helyi volatilitisokbdl pedig kiszamithatjuk egy akkor kibocsitandd opcid arét,
abbol pedig a Black-Scholes-képlet segitségével az akkori implicit volatilitast.

Amennyiben a helyi volatilitds és az arfolyam negativan korrelaltak, egy adott arfolyall
mu opcié implicit volatilitdsa az arfolyam emelkedésével csokken, illetve forditva, az
arfolyam csokkenésével az implicit volatilitds né. Innen felvdzolhat6 a 2. heurisztikus
szabdly.

2. szabdly. Az opciok implicit volatilitdsa kozelit6leg ugyanigy valtozik a piaci arak
véltozasaval, mint a kotési arfolyamok véltozasaval.

Azaz ha a mai volatilitismosoly olyan, hogy egy 100 forintos kotési arfolyami opciol
hoz képest egy 110 forintos implicit volatilitisa harom szdzalékkal magasabb, akkor a
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100 forintos kotési arfolyamu implicit volatilitdsa ugyanekkora lesz, ha a részvényarfol
lyam tiz forinttal megemelkedik.

Nézziink egy, az el6z8khoz hasonldan egyszerd bizonyitast! A (43) egyenlet éppen azt
mutatja, hogy az alaptermék arfolyama és a kotési arfolyam hasonlé médon befolyasolja
az adott futamidejd opcidk implicit volatilitdsat. Ez pedig éppen a fenti allitdssal azonos.

Ha a helyi volatilitds és a kotési arfolyam negativ médon korrelalt, és az implicit
volatilitds a helyiek dsszegeként adddik, ebbSl mar kovetkezik az a kijelentés is, hogy az
implicit volatilitas a kotési arfolyammal ugyancsak inverz kapcsolatban van, azaz magal
sabb arfolyam mellett az implicit volatilitds is kisebb lesz.

A helyi volatilitds és az arfolyam kozotti negativ korreldci6 feltételezése azonban a
fedezeti ardnyra (A) is hatassal van. Egy Cox-Ross—Rubinstein-modellben a fa szabal
lyos, mig a Derman-Kani-modell altal ,eldallitott” fa hullimzd. A kitettséget, azaz a Al
t az opcid, illetve az alaptermék arfolyamanak ,terjedelme” hatirozza meg:

C,-C,
=—u">d 44
5. =S, (44)

Jelolje az implicit fa esetén az opci6 lehetséges értékeit C,, illetve C,. Mivel az
implicit volatilitds és a részvényarfolyam is negativ modon korrelal egymadssal, C, <C,
és C, >C,. Ebbdl pedig (C, —C,) <(C,—C,) kovetkezik. E szerint viszont a kitettség
és igy a fedezeti arany a vételi és az eladasi opcidknal az arfolyam és a volatilitas negativ
korrelacidja esetén kisebb, mint a Cox-Ross-Rubinstein-modellben. Derman, Kani és
Zou ennek megfelelGen feldllitottak egy 3. szabalyt is.

3. szabdly. Ha az alaptermék drfolyama és a volatilitds nem fliggetlen egymastdl, a A
korrigdlt értéke a

A=A +V, B (45)

képlet alapjan hatdrozodik meg, ahol A, az eredeti Black-Scholes-mddszerrel szdmitott
A, a V.. a Black-Scholes-szerz6péros feltevései alapjan szamitott vegat jeloli, mig a j3
megegyezik a mar kordbban bevezetett 3 értékkel, azaz azt mutatja meg, hogy az implicit
volatilitds és az alaptermék arfolyama milyen viszonyban vannak egymaéssal. A piacon
megfigyelt negativ Osszefiiggés esetén a [ értéke negativ, azaz a A, azaz a Kkitettség
tényleg alacsonyabb, mint a ,hagyomanyos” feltételek mellett szamitott.

A fenti eredményt konnyen megkapjuk. Jelolje az opci értékét az implicitvolatilitas
feliilet feltételezése mellett C[S, Z(S,K),r,t,K]. A A ennek részvényarfolyam szerinti els§
derivaltja, azaz

~dC _9dC 0dC 0 _ 1)

=— =t == Ap + Vo —. 46
S 9SS o9z oS ¥ ¥ oS 0
Felhasznalva a (43) egyenletet, amely szerint az implicit volatilitisra a kotési arfolyam

és az alaptermék arfolyama megkozelit6leg azonos hatéssal bir, az el6z6 egyenlet a kol

vetkezGképpen irhat6 at:

A=Ay, +Vy 22 2

s'%zABsJ"V

Bs'a?:ABs+VBs'ﬁ- (47)
Ez pedig éppen a fenti allitas.

A tanulmanyban ittekintettiink néhdny modszert, amelyeket a gyakorlatban is j6l lehet
alkalmazni a piaci arakban foglalt volatilitas elérejelzésére. Ezek a modellek a késébbill
ekben felhasznalhatok egzotikus vagy csak egyszertien t6zsdén kiviili termékek arazasa-
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hoz. Az igy kapott drban nem annyira a szubjektiv feltételezéseink, hanem a piacrol
nyert informaciok fognak szerepelni. Az igy meghatarozott ar ebben az értelemben 6sszl
hangban lesz a piaccal.

Amennyiben elfogadjuk, hogy a piaci szerepldk varakozasai a jovGbeli folyamatok jo
elérejelzését adjak, akkor ezeket a modelleket felhasznalhatjuk a jovdbeli volatilitas elsO
rejelzésére, nagymértékben csokkentve a volatilitds bizonytalansdga miatti kockazatunl
kat. A hazai piaci szereplGk egyre erGsebb nemzetkozi bedgyazottsagat tekintve, reméll
het§, hogy a targyalt modellek elébb vagy utébb a hazai pénziigyes gyakorlatban is
alapeszkdzzé valhatnak.
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