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Gondolkoddsi folyamatok fejlesztése dinamikus
geometriai szoftverrel

6gy matematikai fogalom, tétel, algoritmus megtanitdsa nem lehet 6ncélu.
A matematikatandr legfontosabb feladata az, hogy az ismeretek rendszerének
elsajdtitdsa sordn fejlessze a tanulék gondolkoddsdt. A gondolkoddsra nagyon
sok, egymdstol lényegesen eltérd meghatdrozdst olvashatunk. Mds a pszichold-
gusok megkaozelitése, és mds a pedagogiai kutatoké. A gondolkoddsi miiveletek
mindegyike elengedhetetlen mind a megértéshez, mind a problémamegolddshoz.
Fontos, hogy a tanulé olyan feladatokat, feladattipusokat oldjon meg, melyek
sordn minél tobb gondolkoddsi miiveletet haszndlhat. Ezeken kiviil fontos még
egy j6 motivdcids bdzis létrehozdsa is. Ebben nagyon nagy szerepe lehet a szd-
mitogepes eszkozoknek, az interaktivitdsnak. A GeoGebra nagyszerii lehetdsé-
get nyujt erre. Szeretnék szolni az ezzel kapcsolatos tapasztalataimrol, illetve
néhdny példaprogramon keresztiil bemutatni, hogyan haszndlom a gondolko-
ddsi miiveletek fejlesztésében a GeoGebrdt, aldtdmasztva mindezeket néhdny
konkret kutatdsi adattal.

A gondolkodas teszi képessé az embert a természeti és tarsadalmi torvények megismerésére,
és arra, hogy a természeti torvényeket, eréket sajat szolgalataba allitsa.

Egy matematikai fogalom, tétel, algoritmus megtanitasa nem lehet 6ncéld. Tehat
a matematikatanar legfontosabb feladata az, hogy az ismeretek rendszerének elsajatitasa
soran fejlessze a tanuldk gondolkodasat. A gondolkodasra nagyon sok, egymastdl lénye-
gesen eltér6 meghatarozast olvashatunk. Mas a pszicholdgusok megkozelitése és mas
a pedagdgiai kutatdoké. Egy dolog azonban kozos: a gondolkodasi miiveletek mindegyike
elengedhetetlen mind a megértéshez, mind a problémamegoldashoz (amik a gondolkodas
alapjat képezik). [1]

Fontos, hogy a tanuld olyan feladatokat, feladattipusokat oldjon meg, amelyek minél
tobb gondolkoddsi mliveletet érintenek. Ezeken kiviil fontos még egy j6 motivacids bazis
létrehozdsa is. Ebben nagyon nagy szerepe lehet a szamitogépes eszkozoknek, melyek az el-
mult tiz évben egyre nagyobb teret hdditanak. [3]
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A (MATEMATIKA)OKTATAS JELENLEGI HELYZETE

A tarsadalmi valtozasok, a gyors technoldgiai fejlédés, a rohamosan béviilG ismeretanyag mind-
mind hozzdjarulnak 0j mddszerek kidolgozasanak, bevezetésének sziikségességéhez. Tovabba
fontos tény az is, hogy napjainkban atalakult a pedagdgus szerepe is: nem az iskola az egyetlen
tudasforras. Mivel ezek kovetkeztében az iskola nem tudja elldtni a tanuldt egész életére tudas-
sal, felmeriil a legfontosabb kérdés: milyen tudasra lesz sziiksége késébb a ma tanuldjanak?

A (MATEMATIKA)OKTATAS JOVOBELI FELADATAI

Egyrészt a tarsadalom, a gazdasag kozvetleniil alkalmazhatd tudast var. Masrészt a tanu-
Lot fel kell késziteni pszichés szempontbdl az 6t esetlegesen éré kulonbozé élethelyzetek-
re (munkahelyvéltds, élethosszig tarté tanulds..). Igy jutunk el a képességek, készségek,
attit(idok fejlesztéséhez.

A matematikaoktatdsnak alapvet6en az a feladat, hogy a tanuldban kialakitsa és el-
mélyitse a tarsadalomba vald beilleszkedéshez sziikséges pszichés tulajdonsagokat: prob-
lémaérzékenység, kombinatorikus gondolkoddsmdd, bizonyitasi igény, algoritmikus gon-
dolkodasmdd, becslés, pontossag, szaknyelv pontos haszndlata, térszemlélet (tér és idG).
Mondhatnank azt is, hogy egyfajta olyan kreativ személyiség kialakitdsat tlizziik ki célul,
aki helytall a kiilonboz6 élethelyzetekben. Ezen bizonyos kreativ személyiség kialakitdsanak
alapja pedig nem mds, mint a gondolkodasi miveletek fejlesztése, melyben a matematika
kulcsfontossagu szereppel bir.

GONDOLKODASI MUVELETEK

Léteznek elemi gondolkoddsi miiveletek és Gsszetett gondolkoddsi miiveletek, melyeket
az elemiek kombinacidjaval kapunk. Az 1. tdbldzat tartalmazza az alapvetGen fejleszteni
kivanatos gondolkoddsi miiveleteket: [1]

1. TABLAZAT: Elemi és 6sszetett gondolkoddsi miiveletek

Elemi gondolkodasi miiveletek Osszetett gondolkoddsi miiveletek
Analizis-szintézis Osszefliggések feltarasa
Absztrahalds-konkretizalas Lényegkiemelés
Altaldnosftds-specializalds [téletalkotds
Osszehasonlitas Fogalomalkotas
Kiegészités Bizonyitas
Rendezés Transzferalds
Analégia
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GONDOLKOQ/\SI MUVELETEK FEJLESZTESE
A GEOGEBRAVAL

A GeoGebra egy dinamikus geometriai szoftver, mely 2001-ben késziilt egy doktori
munka részeként. El6nye a tobbi, hasonld témaju szoftverrel szemben, hogy teljesen
ingyenes, platformfiiggetlen, magyar nyelvd, egyszeriien kezelhetd, jol haszndlhatd sigé
és rengeteg mintaprogram késziil hozza, nem is szélva a jovGjérél (Magyar GeoGebra
Intézet megalapitasa, webalapu alkalmazasok, GeoGebraTube létrehozasa, GeoGebra
Wiki stb.) Az érdekl6dé a hivatalos honlapon [2] minden részletet és segitséget meg-
taldlhat, amire kivancsi, beleértve a lentebb emlitett példaprogramokat is.

Miért j6 a GeoGebra bevonasa a tanitasi-tanuldsi folyamatba? Egyrészt felgyorsitja
a fogalomalkotds, az ismeretszerzés egyes fazisait, masrészt a tanuldk szamara érdeke-
sen, figyelemfelkeltGen lehet gyakorlatiassagot kialakitani. Munkaforma szempontjabal
a GeoGebra differencialasi lehet&ségekkel is rendelkezik. Minden eddiginél konnyebben
és hatékonyabban fejleszthetd altala a szaknyelv pontos hasznalata, és felkelti a bi-
zonyitds iranti igényt. A GeoGebra haszndlataval elkeriilhet6k a tanuldknal el6forduld
bizonyos gondolkodassal kapcsolatos (helytelen analdgian alapuld...) jellegzetes hibak.
Ami a legfontosabb azonban a fentebb leirtak tiikrében, hogy a GeoGebra egy nagyon jo
motivacios bazist teremt, felkelti a tanuldban az érdeklddést és tanuldsra 6sztonoz.

Az alabbiakban néhdny eredményemet ismertetem — adatokkal alditimasztva — a Geo-
Gebra hasznalatarol.

A helyszin egy kisvarosi 8 osztalyos gimnazium és szakkozépiskola, melyekhez 6sz-
szevonds kovetkeztében tartozik néhany tagintézmény. A tagintézmények mindegyike
altalanos iskola, sok hatranyos helyzetii tanuldval, ezért a szamitégép bevondsa mar
alapvetGen egyfajta 6sztonzé hatdssal bir. A vizsgalatokat kontrollcsoportos kialakitas-
sal, felmend rendszerben végeztem, aminek sordn 2-2 eredményt hasonlitottam Gssze:
a mindenkori 8. osztalyosok gimnaziumi kontrollcsoportja, illetve a GeoGebrat alkalma-
26 csoport; az dltalanos iskola kontrollcsoportja, illetve GeoGebras csoport eredménye-
it. Mindegyik 8. osztdly dolgozott mar ezt megelézden, el6z6 tanévekben a GeoGebraval,
igy annak kezelése, eszkozrendszerének hasznalata nem jelentett mar problémat.

GEOGEBRA A 8. OSZTALYBAN

Az altalanos iskolaban vitathatatlanul fontos a megfeleld szemléltetés, reprezentdlas,
illetve kisérletezés. Talan ebben rejlik a GeoGebra ereje: nagymértékben hozzajirul a
tanuld gondolati strukturdinak (szkémajanak) sajat, egyéni kialakitasahoz.

A 2. tdbldzat a kiindulé allapotokat jellemzi geometridbdl a 8. osztalyosok korében
a tanév elején esedékes bemeneti mérések atlagai alapjan:
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2. TABLAZAT: Bemeneti mérések dtlagai (8. osztily, geometria)

2008/2009-es 2009/2010-es 2010/2011-€s
tanév tanév tanév
8/a (gimndzium — kontrollcsoport) 3,98 3,76 3,81
8/b (gimnazium — GeoGebrds csoport) 3,89 3,91 4,02
8/a (altaldnos iskola — kontrollcsoport) 2,68 2,73 2,65
8/b (altalanos iskola — GeoGebras csoport) 2,82 2,71 2,73

A tablazatbdl jol kitlinik, hogy az altalanos iskolai osztdlyokban kézel azonos képességii
tanuldk voltak. Ugyanez elmondhaté a gimnaziumi részre is, viszont az altalanos isko-
lahoz képest a gimnaziumi részben valamivel jobb képességii tanuldk voltak a mérési
idészakban.

A kovetkez6 gondolkoddsi miiveletek fejlesztésében haszndltam fel a GeoGebrat ebben
a korcsoportban:

m Analizis és szintézis: haromszogek, négyszogek szerkesztése, megoldasok diszkuta-
lasa.

= Altaldnositas és specializlds: sokszog belsd szogeire vonatkozd 6sszefiiggések, négy-
szogek csoportositasa.

m Fogalomalkotas: a végtelen fogalmanak mélyitése.

= [téletalkotds: Pitagorasz tétele.

Analizis és szintézis

Az egyik legjellemz6bb témakor a fentebb emlitett gondolkodasi miiveletek fejlesztése szem-
pontjabdl a geometriai szerkesztések. A vazlat elkészitése utan elemezziik az adatok kozotti
Osszefiliggéseket: megvizsgaljuk az alkotéelemek tulajdonsagait, ezek 6sszefiiggését, azaz
analizalunk, majd az ismeretek birtokaban elvégezziik a szerkesztést, azaz szintetizalunk.
A kett6 nem vélaszthato el élesen egymastol. A megértésnél inkabb az analizis, a problé-
mamegolddsnal pedig a szintézis dominal.

Mivel nagyon fontosnak tartom a manudlis tevékenykedtetést az altalanos iskolaban,
igy a GeoGebrat kizardlag akkor alkalmaztam, amikor a szerkesztések mar hagyomanyos
mddon (papir, korzd, vonalzd) is mentek a tanuldknak.

A vazlatkészitést és a szerkesztés lépéseinek megtervezését akar papiron is elvégezhet-
ték. A GeoGebra a szerkesztés végrehajtdsanal igazan hasznos (1. dbra). Ezzel kapcsolatban
a tanuldk maguk fogalmaztak meg a GeoGebra el6nyeit: pontosabb szerkesztés, esztétiku-
sabb munka, a megoldas(ok) elemzése.
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Az alkotdelemek kozotti Gsszefliggések vizsgdlatanal érdemes lgynevezett csuszkakkal
dolgozni, ahol dinamikusan allithatdak az egyes felvett adatok. A dinamikussagbdl adéddan,
a megoldasok diszkutalasa nagymértékben leegyszerlisodik, ugyanis pillanatok alatt t6bb
kiilonb6z6 adatfelvételhez tartozo szerkesztést tudunk megjeleniteni a munkalapon (ezek
a fiizetben mind egy-egy abrat jelentenének ugyanahhoz a szerkesztési feladathoz). Ez,
tapasztalataim szerint, a hagyomanyos szerkesztésre is kihat, ugyanis ezek utan a tanulok
automatikusan torekedtek arra, hogy az 6sszes megoldast megtalaljak, mig a kontrollcso-
port, ha megtalalt egy megoldast, abbahagyta a munkat. A GeoGebrds csoport esetében
az egyszerii észlelést fokozatosan felvaltotta a tudatos megfigyelés.

1. ABRA: Hiaromszég szerkesztése a GeoGebraban

Szerkessziink haromszdget, ha adott két oldala,
és ezen oldalak valamelyikéhez tartozé magassag!

1. Abrakészités 2. Adatok felvétele 3. Osszefiiggések keresése 4. Szerkesztési [épések megtervezése
(vazlatosan)

B hossz, = - m meréleges b-re 1. AC oldal felvétele
A C bt B - az AC oldaltél m 2. mer6leges allitdsa az AC oldalra
hossz, =6,2 tavolsagra levé 3. amer6legesre m hosszisag
—_— egyenesésac felmérése (korzéssel)
b a hossz,, = 4,7 metszéspontja - D, E pontok
C kiadja a haromszog 4. D és E pontokon keresztiil
3. cslicsat merélegesek szerkesztése
- eésf egyenesek
5. A csticsbél korziink
c hosszusaggal - B cstics
6. Diszkutalas
hossz.>hossz,,; 4 megoldas, 2-2-egybevagd
ABC = AB C és ABC -AB,C
hossz. = hossz,; 2 megoldas, melyek egybevagdak
B1

hossz.<hosszy,; nincs megoldas
5. Szerkesztés

végrehajtisa 5 1. megoldds = 3. megoldas
‘ B 2. megoldds = [ 4. megoldds
2
B, )
B4
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Altaldnositds és specializdlds

Az altalanos és specialis kozott halmaz-részhalmaz viszony van.

A tanuldimnal nagy problémat okozott a négyszégek csoportositdsanak megtanulasa,
illetve a konkrét feladatokban vald alkalmazds. Gondoljunk csak a kévetkez6 villamkérdé-
sekre: minden paralelogramma trapéz, vagy esetleg minden trapéz paralelogramma?

A 2. dbrdn négyszdgek csoportositasanak gyakorlasara alkalmas munkalap lathato:

2. ABRA: Négyszdgek csoportositdsa interaktivan

Helyezd a felirat ald a neki megfelels négyszoget! Q MEGOLDAS

altaldnos négyszog

trapéz deltoid
Q v . hﬂrgpéz paralelogramma

&

téglalap rombusz

N/

négyzet

3. ABRA: Képletek felfedeztetése a tanuldval

Q Altaldnos esetben

oldalak/cstucsok szima  belsG szogek 6sszege  kiilsG szogek 6sszege  kegy csuicsnal lévé bels sz6g mértéke
3 180° 360° 60°
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A siker titka véleményem szerint, a mar emlitett szemléltetés, reprezentalas, kisérletezés
hdrmasan alapszik: a tanulék maguk alakitjak ki az abrat, a tankdnyvekben lévé statikus
abrakkal ellentétben. A gyakorlat végén a Megoldas jelol6négyzet bekapcsoldsaval tudjak
ellendrizni a munkajukat, és tévedés esetén korrigalnak, amely korrigalasi folyamat mélyebb
nyomot hagy benniik az ismeret kialakitdsa szempontjabdl.

A kovetkez6 példa (3. dbra) a sokszogek szogei és oldalainak szama kozotti 6sszefiiggést
mutatja: a hangsuly itt is a dinamikussagon van. A tanuld egyéni, sajat képességeihez mér-
ten ,fejtheti meg” az ide kapcsolddo dltalanos esetre megfogalmazott képleteket a csuszka
mozgatasaval.

Tapasztalataim szerint a GeoGebras csoport a szamonkérések soran sokkal biztosabban
hasznalta ez iranyu ismereteit, mint a kontrollcsoport.

Fogalomalkotds

Az egyenesek, félegyenesek végtelenségével kapcsolatban meriiltek fel problémak 8. osztaly-
ban: a tanuldk 8o szazaléka nem volt tisztaban a fogalommal (addig gondolta az egyenest,
ameddig a tabla tart, vagy esetleg csak addig, ameddig az rajzolva volt, és igy tovabb).
Tény, hogy nem egyszer(i fogalomrdl van szd, de a GeoGebra erre a problémadra is nyujt
egyfajta reprezentaciot. A feladat egyszeri: vegyiink fel egy egyenest, és keressiik meg
a végét. A GeoGebra munkalapja elég nagy ahhoz, hogy a tanuldk elébb unjak meg a kere-
sést, minthogy a végére érnének. Ekkor jon a felismerés: ,,ennek tényleg nincs vége sehol”.

Itéletalkotds
A matematika tanitdsaban érvényesiilni kell annak, hogy inkdbb kevesebb feladatot oldas-
sunk meg egy 6ran, de azokat alaposan beszéljiik meg, keressiink hozza hasonldkat. [4]

A matematikaban a Pitagorasz-tétel az, ami a legismertebb. Nem véletlen, hiszen az 6sz-
szefiiggést mar négyezer évvel ezelGtt is ismerték elGdeink. Pitagoraszrdl, a gorog matema-
tikusrol nevezték el a tételt, mert 6 adott bizonyitast az 6sszefiiggésre. A tétel hasznalatdra
nagyon sok feladatban van sziikség.

Tapasztalatom szerint alapvetden két dolog okoz problémat a tanuldnak: a bizonyitds
megértése, illetve a formalizmuson alapuld hibdk eléforduldsa. A tanuld anélkiil hasznalja
az a, b, c jeloléseket, hogy tudna, milyen oldalakat jelentenek.

A GeoGebra segitségével elGtérbe helyezhetd a felfedeztet6 tanitas. A kovetkezé mun-
kalap is ezt az elvet koveti (4. dbra): a Pitagorasz-tétel bizonyitdsa teriiletek atdarabola-
saval.

A tanuldk a dinamikus abra segitségével interaktivan megsejtik a Pitagorasz-tételt, majd
igazolast is adnak. A bizonyitas megértése kimutathatéan hatékonyabb. A formalizmuson
alapuld hibdk kikiiszéb6lédnek, ugyanis a munkalapon a két befogdval, illetve az azokra
rajzolhaté négyzetekkel dolgozunk mindvégig, ami a hagyomanyos mddon (papiron) torté-
né feladatmegoldaskor azt eredményezte, hogy a tanuldk mindig igyekeztek a két befogot
kivalasztani a feladatbdl, és igy mar adott volt a helyes felirds.
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4. ABRA: Pitagorasz-tétel megsejtése és igazoldsa felfedeztetéssel

A Pitagorasz tétel 2. bizonyitasa

a=52 A csuszkak segitségével valtoztathaté
a derékszogli hdromszog 2 befogdja Az1. abra:
b=13 A pontok segitségével lehet A 2 befog6 f6lé rajzolt négyzetek

az atdarabolast elvégezni teriiletei lathatdak kiilonb6z6

A négyzetek keriiletei: szinekkel beszinezve
a’=27.04 cm? Osszesen 5 db kis rész
b2 =169 cm?

€*=196.04 cm? Az 2. dbra:

Az 4tdarabolds utdn ezek

arészek (s db) az atfogd folé rajzolt
négyzetebe keriiltek, teljesen
lefedve azt.

az atfogd:c=14cm

Tehat a tétel valdban:
a?+b?=¢c?

Elért eredmények
A kontrollcsoport, illetve a GeoGebras csoport a geometriai kimeneti mérések (2009. junius,
2010. junius, 2011. december) utdn a kovetkezd eredményeket produkalta (3. tdbldzat):

3. TABLAZAT: Kimeneti mérések dtlagai (8. osztdly, geometria)

2008/2009-es 2009/2010-€es 2010/2011-€5
tanév tanév tanév
8/a (gimndzium — kontrollcsoport) 4,03 3,82 3,94
8/b (gimnazium — GeoGebrds csoport) 4,21 4,23 4,31
8/a (altaldnos iskola — kontrollcsoport) 2,65 2,71 2,58
8/b (4ltalanos iskola — GeoGebrds csoport) 3,M 3,13 3,09
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A bemeneti méréseket tartalmazo 1. tabldzattal 6sszehasonlitva a kévetkezdk figyel-
het6k meg:

A Geogebrat hasznald altalanos iskolai csoportnal atlagosan 8 szdzalékos javulas je-
lentkezett, ami egy kozepes szint folé emelkedést is jelentett egydttal.

A Geogebrat haszndld gimnaziumi csoportndl atlagosan 12 szazalékos javulas jelent-
kezett, azaz egy jobb képességii csoport esetében a GeoGebra hasznalata még jobb
eredményeket hozhat.

A kontrollcsoportok eredményei szamottevéen nem javultak (némely esetben még
romlottak is).

A kimutathatd eredményeken kiviil van még azonban elénye a GeoGebra hasznalatanak:
segitheti akar a nevelési feladatok hatékonyabb ellatasat is. A végcél egy kreativ személyi-
ség kialakitasa lenne, aki megallja a helyét a gyorsan valtozé vildgunkban, a munkaerépiac
barmely szegmensében. Ez azonban a gondolkodasi miiveletek igen erételjes és tudatos
fejlesztésén alapul, ebben a GeoGebra, véleményem szerint, egy mindenképpen felhaszna-
landd iit6kartyat jelenthet.
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