A Maple és a hataozott integrd alkalmazasai

A Maple programcsomag egy nagyon jol kidolgozott algebrai és vizualis megjelenitésre
alkalmas rendszer. A gondosan megszerkesztett slgok koszonhetden kdnnyen
elsajatithatd. Tokéletes kdrnyezetet biztosit szimbolikus formula manipulaciéhoz, algebrai
kifejezésekkel valé operalashoz, gyakorlatilag tetszdleges pontossagu szamolashoz, két- és
haromdimenzids abrak elkészitéséhez, differencial- és integralszamitasokhoz. A Maplelel C
vagy Fortran program is generalhat6, ezenkiviil sajat programnyelvvel is rendelkezik. Egyik
fd ereje, hogy a rendszer lehetdségeit és ,tudéasat” szinte korlatlanul lehet bdviteni. Igy
széles korben alkalmazhat6 a matematika legktilonbdz0bb égaiban, az oktatasban, ezen
kivil a statisztikaban, a mérnoki, Uizleti és gazdasagi életben egyarant.

Lassuk, hogyan alkalmazhatdé a Maple az oktatds teriletén, konkrétan az
integralszamitasban. Az alaputasitas integralok meghatarozasara az i nt parancs. Ha
példaul ki akarjuk szamitani a kovetkezd kifejezés integraljat, akkor gépeljik be az alabbi
parancsorokat:

> fi=x*exp(5*x"2+1);

f = xe®*D

> int(f,x);

1 (5x°41)
BB

Amint lathatd, a Maple az aktualis parancssor ala irja ki a valaszait (szamitasi
eredményeit, hibalizeneteit, stb.). Ha a parancssort kettGsponttal zarjuk le, akkor a
valasz nem jelenik meg a képernydn.

Most nézziik, mit kell tenniink hatarozott integral esetén;

> int(f,x=0..1);

1 5 1

10° 10"

Meg kellett adnunk a valtozasi intervallumot. Megtdrténhet, hogy egy kifejezés
integraljat nem talalja meg a Maple. Nézziik az alabbi esetet:

>h: =sin(x"2*sqrt (1+x));
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|
X
k2=0 (344 _kDT(2+2 _k2) g
int(h,x);
Megkozelithetjik ezt az integralt példaul x = 0 és x = 3 kozotti értékekre a
kovetkezdképpen:

> eval f(int(h,t=0..3));

3 si.n(x2 Wl +x)
Hatarozott integral esetén figyelnlink kell a megadott valtozasi intervallumra, hogy
minden pontjaban értelmezett legyen a kifejezés, killdnben a kdvetkezd eset fog fennallni:
> z:=1/(x"2-1);
1

x2—1

> int(z, x=0..2);

Z =
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A Maple praktikus lehetdségeket ad teriiletszdmitasi problémak targyalasara, térfogat-,
felszin-, és ivhossz szamolasara, atlagok és stlypontok meghatarozasara. Egyszer(iségének és
szemléletességének kdszonhetben azokon a Xll-es digkokon is segit, akik nehezebben
boldogulnak az &brézolasokkal, komplexebb fliggvények integraljainak kiszamitaséaval.
Sikerélményt nydjt a didkoknak, segitségével rovid idd alatt elvégezhetdk a szémitésok, igy a
hatdrozott integral felhasznalasanak lehetdségei teret nyernek. Eppen ezért ajanlanam a
hasznélatat a hatarozott integral alkalmazasai tanulasanal. Kiragadnék egy par paragrafust a
Xll-es analizis tankdnyv ezen fejezetének Maplevel valé bemutatésara (feladatokon
keresztl).

1. Pozitiv fuggvények hatarozott integraljanak mértani értelmezése

a) Hatarozzuk meg az f(x) = x sin(x) fuggvény grafikus képe és az 0x tengely kozotti
rész terliletét a [0, plintervallumon.

> f:=x->x*sin(x); 18
f=x = xsmix) lj
> int(f(x),x=0..Pi); 12
T 1

Ki is lehet rajzoltatni a flggvény grafikonjat  °®
alkalmazva a pl ot parancsot. -
> plot(f(x),x=0..Pi); 02

0" o5 0dne 08 1 12141}(51.8 222242828 3
b) Adva van két fuggvény:
f‘(x)=—x2+4x+6

x
gx= 3—+2

Szamitsuk ki az f(x) és g(x) flggvények grafikus *
képe altal kozrezart halmaz teriiletét. A
kovetkezBképpen  jarunk el &brdzoljuk a
fuggvényeket ugyanabban a koordinéta
rendszerben, meghatarozzuk a metszéspontjaikat
(az fsolve paranccsal), ezutan kiszamitjuk a

mooRTwm @

[

hatarozott integralt. Ez Mapleben a "
kovetkezBképpen mutat: S
> a: =fsol ve(f(x)=g(x),x=-2..0);
= - 8798034327

> b: =fsol ve(f(x)=g(x), x=4..6);
B =4546470099

> int(f(x)-g(x),x=a..b);
2662893453
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2. Forgastestek térfogata "
a.) Szamitsuk ki az y = In(x) egyenletd gorbe  oe]
altal meghatarozott forgastest térfogatat, ha x 0-t6l

064

3-ig valtozik.
> plot(ln(x),x=1..3); “
> V.=int(Pi*In(x)"2,x=1..3); n2]
2
VZ:SH]H(S) _67[]1'1(3)-"47[ 0779274 1B 1B 2 22 24 28 28 3
Megkdzelitd értéket is kaphatunk az eval f "
parancs segitségével.
> eval f (9% ;
3233524282

A rotxplot és a rotyplot eljarasok alkalmazasaval megrajzolhatéak a
forgastestek az 0x, illetve Oy tengelyek koril. Az eljarasok beszerezhetdk az Internetrdl,
az alabbi cimrél:

http://www.csc.vill.edu/math/archives/maple/calcplot.txt

b.) Hatarozzuk meg az f(x) = x3-x+1egyenleti
parabola Ox tengely korli forgatasabdl szarmazo
test térfogatat, tudva, hogy x-1 és 1 kozott
valtozik.

> fi=x->x"3-x+1;

f:=x—>x3—x+1 08

> plot(f(x),x=-1..1);

> rotxpl ot (f(x),
x=-1..1,y=0);

> |Int(Pi*f(x)"2,

x=-1..1)=int(Pi*f(x)"2,

x=-1..1);

1

2 2 226

Tix"—x+1) dx="—_m
105

-1

-1 08 0B 04 -02 0 02 04,08 08 1

3. Forgésfeluletek felszine

Feladat: Szamitsuk ki az f(x) = sin(x) +
c0s(2x) fuiggvény altal meghatarozott forgasfeliilet
felszinét a [0, p] intervallumon.

> f:=x->sin(x)+cos(2*x);

F=x —sn(x)+coz(2x)

> rot xpl ot (f(x),x=0..Pi,y=0);

Szimmetria okokbdl elég kiszamitanunk a [0,
p/2] intervallumon meghatérozott felulet
felszinét, majd az eredményt szorozzuk 2-vel.
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> felszin:=4*Pi*Int(f(x)*sqrt(1+(D(f)(x))"2),x=0..Pi/2);
1
—T
2
Jelszin =4 JIJ (sin{x)+cos(2x)) \/1 + (cos(x)— 2 a2 x))2 dx
0
> eval f(fel szin);
16.3961%284

4. Salypont

Mapleben egyszerl megszerkeszteni a sulypontokat is, ha ismerjlk a koordinatakat
megado képleteket. Végll dbrazolni is tudjuk a siklemezt a sulypontjaval egyditt.

a.) Adva van a q(x) fliggvény.

q(x)=—3x2+31+36

Hatarozzuk meg a fiiggvény grafikus képe és az Ox tengely -3 és 4 pontja kozotti
sikidom sulypontjanak koordinatait (xs, ys).

> (i =X- >- 3*x"2+3* x+36;

q:=x—)—3x2+3x+36

> terulet:=int(q(x),x=-3..4);

343
torulet = ——
2
> xs:=int(x*q(x),x=-3..4)/terul et;
1

xe 125
> ys:=int(q(x)"2, x=-
3..4)/(2*terul et); -
1 %
ye = 10 20
Abrazolni fogjuk, hogy léssuk az eredményt. e
Hivnunk kell a plots csomagot, mivel v
ugyanabban a koordinata rendszerben szeretnénk :
kirajzoltatni a flggvény grafikus képét és a &5 & [ TR

kiszamitott sulypontot.

> w th(plots):

> display({plot(q,x=-3..4,style=line),

plot([[xs,ys]],style=point)});

b.) Adva van két fliggvény:

Hatérozzuk meg az alabbi f(x) és g(x) egyenletd parabolék &ltal kdzrezéart sikrész
stlypontjanak koordinatait.

> fi=x->2*sqrt(1-x"2) +x;

f=x—=2 ]—x2 +x
> g: =X- >3*X"2;

g:=x%3x2
> a: =fsol ve(f(x)=g(x),x=-1..0);
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a = - 5367432305

> b:=fsol ve(f(x)=g(x),x=0.5..1);

b= 8121827385

> xs:=int (x*(f(x)-g(x)),x=a..b)/int(f(x)-9(x),x=a..b);

xz = 1183848637

> ys:=(1/2)*int(f(x)"2-g(x)"2,x=a..b)/int(f(x)-g(x),x=a..b);
ye = 1167780625

> display({plot ({f(x),9(x)},x = -1..1,style=line),

plot ([[xs,ys]], style = point)});

5. A hatarozott integrélok
kozelitd kiszamitasa 2
a) Irjunk eljarast a hatarozott integral téglalap-
madszerrel valé megkozelitésére. A sumparanccsal !
szdmitjuk a sor Osszegét, a |imit segitségével
pedig hatarértéket hatdrozunk meg. ATHE e W 2|03 008 bE 1
tegl : =proc(f,a,b)
> del tax: =(b-a)/n; :
> s:=sum(subs(x=a+i *del tax, f)*del tax,i=1..n);
>limt(s,n=infinity);
> end;
Warning, “deltax” isimplicitly declared local
Warning, s isimplicitly declared local
tegl = proc(f, a, b)

local deiiax, s,

3

\%

deftax = (h—a)/ »n, s = sum(subs(x = @ + i*delfax, f*delfax, i= 1. »); ltmit(s, # = 2)
end
tegl (x"2+3*x, -1, 3);
64
3
A Maple egyébként a st udent programcsomagban tartalmaz olyan utasitasokat,
amelyek segitségével hatarozott integralokat kdzelithetlink meg, sdt szemléltethetiink is.

> w th(student): 19 »
> t:=m ddl esum x"2+3*x, 16
x=-1..3); 1
3 12
1 2 3 10
= ([——+i] ——+3:‘J 6
o 2 2 5
> eval f(t); :
21.00000000 I T
> i ddl ebox(x"2+3*x, 2
x=-1..3,25);

Egy Kis izelitdt prébaltam adni e par példan keresztil a Maple hasznélatahoz. Akit
érdekel ez a téma, még sok csodalatos dolgot fedezhet fel és probélhat ki és tapasztalni
fogja, hogy megéri idét szanni ra.

Egri Edit
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