sai soran felfedezte azok interferencigjat kristalyokban. EIméletet allitott fel a kristalyok
ndvekedésére. 1956-ban halt meg.

1888. januar 27-én sziletett Zurichben Victor Moritz GOLDSCHMIDT. Oszl6ban
és Bécsben tanult, majd az OszIéi Egyetem tanara volt. Geokémiaval, asvanytannal
foglalkozott. A modern geokémia és kristalykémia megalapitéjanak tekintik. 1947-ben
halt meg.

110 éve, 1893. januar 20-an Oroszorszagban sziletett llja-llics CSERNYAJEV.
Szentpétervaron tanult, majd ugyanott és Moszkvaban egyetemi tanar volt. Komplex-
vegylletek kutatdsaval foglalkozott. Vizsgalta a platina-komplexek optikai aktivitasat.
Kidolgozva a transzhatés elvét, lehetové tette szdmos 0j komplex vegyilet szintézisét.
1966-ban halt meg.

‘ﬂudod—e?

Geodetikus vonalak megszerkesztése
kalénbozo feluleteken a Maple segitségével

M. E.

Ismeros a kijelentés, miszerint két pont koz6tt a legrovidebb Ut az egyenes. Ez ter-
mészetesen igaz a sikban, de mit mondhatunk egy tetszoleges felulet esetén?

Tételezzilk fel, hogy a Fold gomb alaku. Rajta a két varos, New York City és Madrid
korilbelul a 40. szélességi fokon fekszik. Ahhoz, hogy egy replilogép a legkisebb tavol-
sagot tegye meg e két varos kozoétt, nem a 40. szélességi kdrrel parhuzamos Gtvonalat
kell valasztania. Eszaknak kell repiilnie, kévetve a fokért (amelynek kdzéppontja meg-
egyezik a gdmb kdzéppontjaval) a két varos kozott.

Mit is értiink fellet alatt?

A feliilet a harom-dimenzids euklideszi térben olyan pontok halmaza R3-bdl, amely
helyileg olyan mint egy sik, azaz barmely pontja esetén, Iétezik az illeto pontnak egy kis
kornyezete, amely siknak tunik. Erre ismét j6 példa a Fold gémb alakja. Eppen ezért van,
hogy feluleti gérbéi sem latszanak gorbéknek, mert az a foldfelszin amit a szem atfog, egy
elég kis kdrnyezet a Fold egész fellletébol, amely siknak tunik. Tehat a gémb egy feltilet

R3-bol. A szakkifejezéssel élve, a felliletet a kovetkezoképpen értelmezhetjik:

Ertelmezés:

M ? R3felilet, ha barmely x? M esetén létezik egy U ? R®nyilt kdrnyezete x-nek,
egy W ? R2nyilt kornyezet, ésegy X:wW ? U ? M leképezés, amely differencialhato, és
az inverze is differencialhat6. Ekkor X -et az adott fellilet parametrizélasanak nevezzik és
felirhatjUk: X(U, V) ? (Xl(U,V),XZ(U,V), X3(U1V)) '

Példaul egy r sugar, origd kdzéppontd gdmb parametrizalasa (parametrikus egyen-
lete): x(u,v) ?(r “cos(u)’cos(v)r “sin(u) cos(v),r‘sin(v))-

Tovabba azt mondjuk, hogy Xortogonalis, ha elso rendu derivaltjaira fennall: x 2x 2 0.

n A ®
154 2002-2003/4




Egy felllethez szorosan kapcsolodo fogalom egy adott P pontjahoz tartozé érintosik
fogalma, amely, mint tudjuk, az illeto ponton &tmeno valamennyi feluleti gérbe P-hez
tartozo érintojét tartalmazza.

Ha adott a feliilet paraméteres alakja, x(u, V), és feltételezzik, hogy egy tetszoleges
P pontban fennall az x(u,,v,) ? pOsszefugges, akkor a P feluleti ponthoz tartozo
érintosik, melyet T,M -mel jelolink, egy két-dimenzids vektortér, amelyet
{X, (Ug, Vo), X, (U ,V,)} -val mériink. Ez a vektortér olyan v vektorokbol all, amelyekre
fennall: v227(t,), ahol ? egy gorbe az M fellleten és teljesiti: 2(t;) 2 p. Léven, hogy
T m Vektortér, értelmezheto rajta egy belso szorzat. Ha a skaléris szorzat M minden

P
érintosikjaban értelmezett, akkor azt mondjuk, hogy M mértani fellet .

A fellilet jellegzetes gorbéi a geodetikus vonalak., amelyek kiterjesztései egy M felii-
letre a sikbeli egyeneseknek. Ezek a gorbék egy eljarast adnak a fellilet két pontja kdzotti
tavolsdg meghatarozasara, mivel olyan fellleti gorbékrol van sz6, amelyek barmely két
pontja kdzdtti darabja a legrévidebb az illeto pontot dsszekodto dsszes fellleti gorbék
kozil. Tulajdonképpen metrikat szarmaztatnak. A kor geodetikus vonalai példaul a
fokorok ivei (amint mar fent is emlitettuk).

Ertelmezés:

A hérom-dimenziés euklideszi térben egy M fellilet geodetikus vonala egy
?:[0g? M gorbe, amelyre ? % barmely esetben normalisa M-nek.

Ha egy M mértani felliletet parametrikus formaban adunk meg, akkor a geodetikus
vonalat jellemezhetjiik az Gn. geodetikus egyenletekkel.
Legyen 7 egy M-beli gorbe, a kdvetkezo egyenlettel: 2 (t) 2 x(u(t), v(t)) -

Ekkor

™ ™ 4
2?77 = ?— ? 7 x y3ES
ey u?t) ~ ?Vv’(t) ? X,U?? X,V

? ?? X, u??2ufx, u?? x, vy ? X v2? v{x u?? X, v3}.

Tekintsik az E, ? x, /|x,|, E. ? %, /|| és E, 2 E, ? E,0rtogondlis egy-dimenziés
egységvektorbdl allo rendszert. Nyilvanvaléan E, normalisa M-nek.

Egy ? go6rbe akkor és csak akkor lesz geodetikus vonal, ha teljesiti az ?2%,7?0¢€s
2%, ? Ofeltételeket. Ezeket felhasznalva és figyelembe véve, hogy a rendszer ortogona-
lis (x,x, ?0), a kovetkezo differencial egyenletrendszert kapjuk, amelyet teljesitenie
kell a gorbének, ahhoz, hogy geodetikus vonal legyen:

XCuP?u?x, X, 2 20%%, X, ?VFX X, ?0

vwWou
XV22VEx, X, ? 20K, X, 2UZX,%, ? 0

Ezen differencial egyenletrendszer azonnali kévetkezménye az alabbi tétel:
Tétel:
Ha adott egy regularis M fellilet, egy p? M pontésegy v? ™M vektor, akkor léte-

zik egy és csakis egy ? geodetikus vonal, amelyre 2(0) 2 p és 20) ? v.

Bizonyitas:

Legyen 2(t) ? x(u(t), v(t)) - EKkor a 2(0) 2 pkikotés kezdeti feltételt ad y(0)-ra és
v(0)-ra, mig a 27(0) ? v kezdeti feltételt ad y7y0)-ra és v (0)-ra. Felhasznalva a k6zénsé-

® A
2002-2003/4 155



ges differencidlegyenletek alapveto tételét, a létezési és egyértelmuségi tételt, kdvetkezik,
hogy ? létezik és egyértelmu.

Megjegyzés: Egy parametrikusan megadott felllet esetén a geodetikus vonalat

A felliletek és geodetikus vonalaik abrazolasara hasznalhatjuk a Maple programcs o-
magot. Ez azért is ajanlatos, mert a Maple differenciélegyenlet csomagjaban megtalal-
hatjuk a numerikus megoldasmodokat, tehat megkozelitéseket kapunk a geodetikus
egyenletekre, amelyek néha igen bonyolultak. A harom-dimenziés grafika segitségével
pillanatok alatt szemléltethetjiik a fellileteken a geodetikus vonalakat.

Az 4bréazolashoz szlikségiink van egy metrikara, amelyet E, F, és G szolgaltat (ezek a
geodetikus vonal paraméterei). A tovabbiakban a skalar nevu eljaras kiszamitja két ha-
rom-dimenzios vektor skalaris szorzatat, mig az EFG eljaras megadja E, F, G értékeit,
amelyek a geodedikus egyenletrendszerben szerepelni fognak.

> with(plots):with(linalg):

> skalar:=proc(X,Y)

> amplify (X[2]* Y[1]+X[2]* Y[2]+X[3]* Y[3]);

> end:

>

> EFG := proc(X)

> local E,F,G,Xu,Xv;

> Xu = diff(X[1],u),diff(X[2],u),diff(X[3],u)];
> Xv = [diff(X[1]v),diff(X[2] v),diff(X[3],V)];
> E := skaér(Xu,Xu);

> F:= skaar(Xu,Xv);

> G = skdar(Xv,Xv);

> smplify((E,F,G]);

> end:

A geodetikus egyenleteket a kdvetkezoképpen fogjuk megadni:

U22(€), 507 2 (), U P22 (), 5 V3 20
V22 (x2) iu’?‘?(xj) iu?/’” %) L ?0-
u’/v 2XV2 u V2 Vv 2)(\/2

A geodetikus vonal differencia
legyenletei E, F és G segitségével a kovetkezoképpen alakulnak:
u?E, Luso E, Luww G, Lvz20
2E E 2E

VIPE, LB 2 G, Suv? G, —=v? 20-
2G G 2G

Ezt felhasznalva az eljaras a kdvetkezo lesz;

> geodiff:=proc(X)

local M,del,de2;

M:=EFG(X);

del:=diff(u(t),t$2)+subs{u=u(t), v=v(t)} ,diff(M[1],u)/(2* M[1]))* diff(u(t) ty*2
+subs({u=u(t) v=v(b)} , diff (M[1] v)/(M[1]))* diff(u(t) )* diff (v (t),t)
- subs({u=u(t) y=v(O)} , diff(M[3],u)/(2* M[1]))* diff(v(t),t)*2=0;

de2:=diff(v(t),1$2) -subs({u=u(t) y=v(t)} , dif (M[ 1] v)/(2* M[3]))* diff(u(t) Y2
+subs({u=u(t) y=v(D)}, diff(M[3],u)/(M[3]))* diff(u(t).* diffu(t).0)
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> + subs({u=u(t) v=v(t)}, diff(M[3],v)/(2*M[3]))* diff (v(t),t)"2=0;
> del,de2;
> end:

Az alabbi eljarads megrajzolja a feliileten a geodetikus vonalat. A paraméterek jelenté-
sei a kdvetkezok: X a felulet parametrikus alakja u-ban és v-ben, ukezd, uvég, vkezd,
weég a fellleti paraméterek valtozasi intervalluma, u0, vO0 a geodetikus vonal
kezdopontja (1. kezdeti feltétel), Du0, DvO0 a kezdeti sebesség (2. kezdeti feltétel), T a t
fliggetlen valtozé felso hatarértéke, N arra utal, hogy mennyire egyenletes rajzot szeret-
nénk, gr = [d,e] megadja a rdcsvonalak szamat u, illetve v esetén, a két szdg (teta és fi)
pedig az abra orientaciojat allitja be.

A kezdeti feltételekre megoldatjuk a differencial egyenletrendszert numerikusan, a
spacecurve parancssal megrajzoltatjuk a térgorbét, a plot3d segitségével a fellletet, melye-
ket a display utasitas egy kdzos koordinata rendszerben abrazol.

> plotgeo:=proa(X ,ukezd,uvég,vkezd,vvég,u0,v0,Du0,DVO, T,N,gr teta fi)

> local rendsz,megold,ul,v1,geo,plotX;
rendsz:=geodiff (X);
megpl d:=dsol ve({ rendsz,u(0)=u0,v(0)=v0,D(u)(0)=Du0,D(v)(0)=Dv0} ,{u(t) v(t)},
type=numeric, output=listprocedure);
ul:=subs(megold,u(t)); v1:=subs(megold,v(t));
geo:=spacecurve(subs(u="ul'(t),v="v1'(t),X),t=0..T,

color=black,thickness=2,numpoints=N):
> plotX:=plot3d(X,u=ukezd..uvég,v=vkezd..vvég,grid=[gr[ 1] ,gr[2]],shading=XY):
> display({geo,plotX}, style=wireframe,scaling=constrained,orientation=[teta,fi]);
> end:

VVVVYV

Lassunk néhany példat a geodetikus vonalak megrajzolasara kilénbdzo felileteken.
Minden esetben parametrikusan kell megadnunk a felilleteket.

A gomb esetén leteszteltiik az EFG, illetve geoeq eljarasokat. A tovabbiakban csak
megrajzoltattuk a ,,hires-neves” geodetikusokat.

> gomb:=[cos( )* cog( v),sin(u)* cos(v),sin(V)];

> EFG(gomby);

[coq(Vv)"2,0, 1]

> geoeg(gomby); (1. &bra)

diff(u(t),"$ (t,2))-2/cos(v(t))* sinv(t))* diff(u(t),t)* diff(v(t),)=0

diff(v(t), $ (t,2))+cos(v(t))* sin(v(t))* diff(u(t),t)*2=0

> plotgealgomb,0,2* Pi,0,2* Pi,10,10,4,1,2,100,[ 20,30],100,98);

Az eIIipszoid parametrikus alakja x(u,v) ? (a“cos(u)‘cos(v),b’sin(u) “ cos(v),c ‘sin(v)) -
a?b?1c2~2-Te kaptuk a lenti abrat (2. bra):

> dllipszoid:=[cog( L)* cos(v), sin(u)* cos(v), srt(2)* sin(v)]
> plotgea(ellipszoid,0,2* Pi,0,2* Pi,0,0,4,1,5,100,[20,30],60,68);

1. dbra 2. abra

A kupon és a hengeren egyszeru ,,probara tenni” a geodetikus vonalakat. Ha példaul
tintaval rajzolunk rajuk geodetikusokat, és utdna meghengergetjik egy sikon, akkor a
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tinta nyoma egyenes kell, hogy legyen az illeto sikon. Termeészetesen forditva is
mukddik a dolog. (Ugy meg kénnyebb is a dolgunk.)
Az alabbi ,,klpos” példak harom kiilénb6zo esetet abrazolnak a geodetikusokra. (3. dbra)

> kupl:=[ U coqVv),u*sn(v),2* u];

> kup2:= :=[ u*cos(v), u*sin(v), ul;

> kup3:= :=[ u*cog(V), u*sin(v),10* u];

> plotgeo(kup1,0,3,0,2* Fi,0.1,3,2,0,1.5,50,[8,30],10,250);
> plotgea(kup2,0,1.3,0,2*Fi,1,0,-1,1,1.2,50,[8,30],100,80);
> plotgeo(kup3,0,15,0,2* Fi,2,-1,0,1,75,50,[8,30],100,260);

\ U .f,,
3. dbra

Itt megjegyezhetjiik, hogy ha a két pont z koordinataja megegyezik, akkor az oket
Osszekoto geodetikus vonal nem kdveti azt a korivet, amelyet Ugy kapunk meg, hogy a
két ponton keresztiil fektetlink egy xy-nal parhuzamos sikot. (Lasd: a kdzépso rajz.)

Egy ismeretlen feliilet esetén a rajzunk igy néz ki: (4. abra)

> felulet:=[ u* Sin(u)* cog(v),u* cos(u)* cos(v),u*sin(v)]:
> plotgeo(felulet,0,2* Pi,0,Pi,Pi,0,0,3,1.5,75,[ 20,30] ,240,68);

Két példa téruszon fekvo geodetikus vonalra; (5. abra)

> torusz: (5+cos(u))* cog(V),(5+cos(u))*sin(v),sn(u)]:
> plotgea(torusz,0,2* Pi,0,2* Pi,0,0,8,1,5,100,[20,30],0,68);

4. dbra 5. abra

> plotgea(torusz,0,2* Pi,0,2* Pi,0,0,0,1,15,75,[20,30],177,68);

A henger geodetikus vonalait csavarvonalaknak nevezziik, amelynek egyenlete egy r su-
garG hengeren 2 (t) ? (r cosf),r sin¢),mt) , ahol m az iranytényezo. A lenti rajzok az
elfajult eseteket is dbrézoljak. (m ? O esetben a geodetikus vonal egy kér, m ? ? -re pedig

egy egyenes.)

A henger fellletén tehat két pont kdzott a tavolsagot a rajtuk 4tmeno cs avarvonal-
rész adja meg. fgy példaul az egységnyi sugari hengeren az (1,0,0) és (0,1,1) pontok
J17(212)7 tavolsagra vannak egymastol. (Le lehet ellenorizni.) (6. abra)

> henger:=[ cos(u),sin(u)v]:
> plotgea(henger,0,2* Pi,0,2* Pi,Pi,0,0,1,2* Pi, 75,[20,30],177,68);
> plotgeo(henger,0,2* Pi,0,2* Pi,Pi/2,0,Pi, 1,2* Pi, 75,[20,30]177,68);
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> plotgeo2(henger,0,2* Pi,0,2* Pi,Pi,0.8* Pi,Pi,0,2,75,[20,30],177,68);

6. ébra

Egy forgasfelillet esetén, amelyet az y ? g(x) egyenletu gérbe Ox tengely korili for-
gatasabol nyerlnk, a felulet egyenlete y? 2 2?2 g?(x), amely a kovetkezoképpen
parametrizalhato: x(u,v) ? (u, g(u)“cosf), g(u) ‘sinn(v)) -

Erdekes tetszoleges forgasfeliileteken is kiszdmolni a geodetikusokat. Itt érvényesil
Clairaut-tetele, miszerint egy geodetikusra r “cos(?) 2konstans, ahol ? a geodetikus

vonal tetszoleges pontjaba hizott r érintovektor és az illeto pontban & 0z tengellyel
parhuzamos vektor altal bezart szoget jeldli. (7. dbra)

> forgastest:=[ u(U(1/3)-1)* 2* cos(v),(UN(L/3)-D)* 2*sin(V)];

> plotgeo(forgastest,0,2* Pi,0,2* Pi,3,0.1,-Pi/2,-2,Pi, 75,[20,30],180,10);

> pszeudo:=[ cog(u)*sn(v),sin(u)*sin(v),cos( v)Hn(tan(v/2))];

> plotgeo(pszeudo,0,2* Pi,0,2* Pi,1,0.2,Ri/2,5,2,75,[20,30],95,102); (8 abra)

> plotgeo(pszeudo,0,2* Pi,0,2* Pi,Pi,0.1* Fi,Pi,0,4,75,[ 20,30] ,-24,82); (9. abra)

7. abra 8. abra 9. abra

A vonal fogalma nagyon intuitiv és elemi fogalom a mindennapi életiinkben. Ennek
altalanositasa egyéb feliiletekre pedig érdekes matematikai kihivas, bar hasznélva a geo-
detikus vonal differencial egyenleteit és a Maplet segitségil hiva mar elérhetonek bizo-
nyul, hogy megtudjuk hogy is viselkednek a feliiletek ,,egyen esei”.

Egri Edit
GOrgey Artur a vegyész és a hadvezeér

18. januar 30-an sziiletett a Szepes megyei Toporcon,
1esi csaladban. Mar kdzépiskolas kordban megked-
tudomanyokat, és késobb is ezekkel szeretett volna
desapja tiszti palyara kényszeritette. Tulinban é-
szti akadémiat, s tiszti szolgélatot teljesitett apja
:n kilépett az egyhanglnak tuno tiszti szolgalatbol
2 kovetve Pragdba ment, ahol kora egyik
Pl =) kémiatanara, Redtenbacher (Justus von Liebig
tanitvanya) ani{ott a német nyelvu egyetemen.
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