Erdekes informatika feladatok

IV. rész

A primszamok el8allitasa

A primszdamok vagy torzssamok igencsak nagy jelentéséggel birtak a matematika torté-
netében. A természetes szamok vagy az egész szamok atomjainak is nevezzik Sket. A
primszamok fogalmat minden valdszinliség szerint mar az egyiptomiak és a mezopotamia-
iak is ismerték, de tudomasunk szerint elsé komoly tanulmanyozdi a piithagoreusok vol-
tak, és pontos meghatarozast e fogalomra csak Eukleidésznél (Kr. e. 300 koril) talalunk.

A primszam fogalma szorosan Gsszefiigg az osgthatdsiggal. Ha a = b-c, akkor b és ¢ az
a szam valddi oszedi. Minden szam felirhaté mint 1-nek és 6nmaganak a szorzata, ezért az
1 és a szam maga az adott szam #rividlis 05310,

fgy a primszam fogalmara tobb definici6 is adhaté:

—  Agzokat a termésetes szamokat, amelyeknek csak trividlis os3toi vannak, primsdamoknak
nevexiik.

—  Agokat a természetes szimokat, amelyeknek pontosan két osztdja van (1 és dnmaga), prim-
sdmoknak neveiik.

—  Agzokat a természetes s3dmokat, amelyek nem bonthatik fel nila kisebb fermészetes szamok
so0rzatdra, primsamoknak nevexik.

Az 1 és a 0 nem primszamok, mert az 1-nek egy darab, a 0-nak pedig végtelen sok
osztoja van. A 2 a legkisebb primszam, egyben 6 az egyetlen paros primszam. Prim-
szamok: 2, 3, 5,7, 11,13, 17, 19, 23, 31 stb.

A primszamok a természetes szamok ,,atomjaiQ vagyis minden természetes vagy
primszam, vagy felbonthaté primszamok szorzatira — a szamelmélet alaptétele szerint.
Azok a szamok, amelyek nem primszamok, 6sszetett szamok. Kivételt képez a 0 és az
1, ezek nem primszamok, de Osszetett szamok sem.

Ha pontosan akarjuk megfogalmazni a definiciét, akkor ezt mondhatjuk: Osszerett szi-
moknak nevegiik azokat a természetes sydamokat, amelyekne 2-nél 1bb, de véges szdamii osztdja van.

Bdrmely dsszetett szdm, a tényexdk sorrendjétol eltekintve, egyértelmilen felirhatd primszdimok
sorzataként (primtényezds felirds).

Vagyis: ha a Osszetett szam, akkor a = plkl 'pzk2 '...'pnk" , ahol pi, p2, wy pu
primszamok, &1, £, ..., &£, pedig 0-ndl nagyobb hatvanykitevok.

fgy kénnyen kiszamithat6 egy szam osztéinak is a szama, ez egyenld (& + 1) - (k2 +
)« (b + 1)

Két vagy tobb természetes szam relativ prim, ha legnagyobb k6z6s osztojuk az 1, va-
gyis nincs k6z6s primtényezojik.

Primszamokkal kapcsolatban a kévetkez6 kérdések foglalkoztatjak ma is a matema-
tikusokat:

—  primszdmok elodllitisa

—  egy sxdm primsdm-e vagy sem?

—  primszdmok tipusai

—  minél nagyobb primsdmot keresni

—  primszdmok eloszgldsa

Primszamok elGallitisira ma is gyakran hasznalt moédszer az ugynevezett
Eratoszthenész-szita. Eratoszthenész (Kr. e. 276.-197.) g6r6g matematikus, az észak-
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afrikai Kirénében sztletett. Sok évet t6ltott Athénben, majd Ptolemaiosz egyiptomi
kiraly meghfvta Alexandridba fia nevel6jének és a konyvtar igazgatdjanak. Foglalkozott
grammatikaval és filoz6fiaval, csillagaszattal és fizikaval, de koltészettel is. O végezte a
Fold feliletén az elsé fokmérést, és az akkori mérési moédszerek fejlettségéhez képest
elég pontosan kiszamitotta az egyenlité hosszat. 1dés koraban megvakult és 6nkéntes
¢hhaldlt halt.

A nevéhez fiz6d6 modszer 1ényege az, hogy az 1-nél nagyobb természetes szimok
kozil ,,kiszitéljuk()az Osszetett szamokat, igy a primszamok maradnak meg.

Az algoritmus egyszer(:

1. Felirjuk a természetes szamokat 2-t8l #-ig.

2. Bekarikiazzuk az elsé szamot, a 2-est, ezutan kihizzuk az sszes tobbszorosét.

3. Megkeressiik az utols6é be-

karikazott szamnal nagyobb

elsé ki nem huzott szamot, —y . )
bekarikazzuk, majd #-ig ki- @ Lg.-:"' -"f‘ \1) & &
h};lz/zuk az 6sszes tobbszo- E“. e @ __4-',_.1_" _1.3"'"':" Ef:‘__{f
roset . 2w 2o () o0 o= o3 o (o) 3
4. A 3as lépést addig folytat- M= I:?— '{_-:' e f
juk, ameddig minden szim 5) B W _3_--{3_-'-", A
be lesz karikdzva vagy ki =i o~ H:I
lesz hizva. '..i__.:'E-._‘:_?_“.- - ,.n!u“'__-?’l@ AT gB BB

5. A kihazott szimok az 6sz-
szetett szamok, a bekariki-
zott szamok a primszamok.
A fenti algoritmust a kovetkez6képpen lehet javitani:

—  Ha #-ig keresstik a primszamokat, a ciklus elegend6 ha csak mﬂnd(\/; )-ig megy.
—  Amit mar egyszer kihtztunk, még egyszer nem kell kihuzzuk.

— A szamok felirdsab6l mar eleve elhagyhatjuk a 2-nél nagyobb péaros szamokat,
négyzetszamokat stb. — igy a szita sokkal kisebb lesz.

Ha azt akarjuk megmondani egy szamrdl, hogy primszam-e vagy sem, akkor dgy
jarhatunk el, hogy megkeressiik a szam osztoit, és ha 1-en és 6nmagan kivil van mas
osztoja is, akkor nem primszam (kivétel 0 és 1). Természetesen itt is elegendd ha csak

mzmd(\/; )-ig vizsgaljuk meg az osztokat.

A fent emlitett algoritmusok azonban nagy primek esetében nagyon hosszu ideig futnak.
Ha gyors primtesztet akarunk, akkor mds matematikai meglatasokat is segitségtil kell hivni.

Példaul a kis-Fermat téfelt. A masodik, vagy kis-Fermat tétel a kévetkezt mondja ki:
Ha p primszam, a pedig egy olyan tetszSleges egész szam, amely nem oszthaté p-vel,
akkor az a'-t p-vel osztva 1-t ad maradékul. Ezen az eredményen alapszik az ugyneve-
zett AKS-algoritmus, amelyet Indidban dolgoztak ki 2002 nyaran, és amelyik
polinomialis id6ben meg tudja mondani egy szamrdl, hogy prim-e vagy sem. Sajnos, e
paratlanul szép elméleti eredményt nagyon kérilményes a gyakorlatban leprogramozni,
a program amennyit nyer a prim-teszten, kb. annyit veszit a mas adatstruktirdk és algo-
ritmusok nagysaga és lassusaga miatt.

Sok matematikus probalt a primszamok el6allitasara képletet talalni, de ezek a kisér-
letek nem jartak gyakorlati sikerrel, elméletileg viszont primszam tipusokat, osztalyokat
tudtak felallitani.
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Milyen tipust primszamok léteznek?

Euler a kovetkez6 képlettel kisérletezett: p(n) = #* + n + 41. Ez a képlet primszamokat
ad 7 = 1-t6l #n = 39-ig, viszont 7 = 40 illetve #» = 41 esetén a kapott szam mar Gsszetett.

A paratlan primszamok két osztalyba sorolhatok:

—  4n + 1 alaky, ahol # természetes szam. PL: 5, 13, 17, stb.
—  4n—1 alaka primek, ahol # természetes szam. Pl.: 3, 7, 11, stb.

Viszont az is igaz, hogy nem minden #-re adnak a fenti képletek primszamokat.

Fermat tétele szerint (a tétel bizonyitisat Fermat nem kézolte, jéval kés6bb Euler
bizonyitotta be még egyszer) a 4n + 1 alakd primek el6allithatok két négyzetszam Gsz-
szegeként (PL. 5 = 12 + 22,13 = 22 + 32,17 = 12 + 4%), a 4n — 1 alakdak viszont soha-
sem allithatok el6 két négyzetszam Gsszegeként.

Hasonl6an a 3-nal nagyobb primszamok:

- 6n+ 1 vagy

—  6m—1 alakdak, ahol # természetes szam,
de itt is az ilyen alakd természetes szamok kozott vannak sszetettek is (PL. 49 = 6-8 +
1,35=06-6-1).

Altaliban a primszamok a7 + b alakdak, ahol # egész szam, a és b pedig relativ pri-
mek. Ha 7 végigfut a természetes szamokon, akkor ezek a szamok adott @ és b esetén
szamtani sorozatot alkotnak. Ebben az esetben is a szamtani sorozat tagjai k6zott tala-
lunk &sszetett szamokat is.

Nem ad mindig primszamot az #* + 1 képlet sem.

Fermat-féle primeknek nevezzitk a 2* +1 alakd primszamokat, viszont nem minden
primszam ilyen alaku és ez a képlet sem eredményez mindig primszamokat. Fermat csak
az elsé 6t ilyen primszamot szamitotta ki, Euler viszont kimutatta, hogy a hatodik
(4 294 967 297 = 641-6 700 417) mar nem primszam. Gauss alig 19 évesen egy érdekes
geometriai Gsszefliggést bizonyitott be. E szerint kérzével és vonalzéval csak azok a
paratlan oldalt szabdlyos #-oldald sokszogek szerkeszthet6k meg, amelyekre # Fermat-
féle prim, vagy kilonb6z6 Fermat-féle primek szorzatdval egyenlé.

Mersenne-féle primeknek nevezzitk a 22 — 1 alakd primszamokat, ahol p primszam.
Mersenne (1588-1648) francia matematikus Descartes osztalytarsa volt és a primszamok
szerelmese. Eddig mind6ssze 38 darab Mersenne-féle prim ismert, és a talalt legnagyobb
primszamok mind ilyen alakdak. Sajnos a Mersenne képlet szerint elSallithaté szamok
koézott is nagyon sok Osszetett van, és nem mindegyik primszam irhaté fel ilyen alakban.

A sok probalkozas dacara most mar jol latjuk, hogy a primszamok eléallitisahoz
sziikséges altalanos képlet vagy nem létezik, vagy felfedezése még varat magaral

Eukleidész mar bebizonyitotta azt is, hogy a primszédmok sorozata végtelen. A tétel bizonyita-
sa nagyon egyszerd. Tegyiik fel, hogy véges szamu primszam van: pi, pa, ..., ps, de ebben az
esetben a pr-py- ... -p, + 1 természetes szim nem oszthato a pi, p2, ..., b primek egyikével sem,
hanem 1 maradékot adna. Ez viszont ellentmond a szamelmélet alaptételének.

A kezdetektdl fogva a matematikusok kozott heves versengés alakult ki, hogy ki talal
minél nagyobb primszamot. A szamitégépek megjelenése csak fokozta ezt a versenyt,
hisz segitségével nagyon nagy szamokrol meg lehet allapitani, hogy primek-e vagy sem.

A legkisebb primszim a 2, de vajon melyik az, eddig ismert legnagyobb prim?

Az 6korban csak kevés primszamot ismertek. Nagyon nagy szamokrél megallapi-
tani, hogy prim-e joval meghaladta képességiiket. Euler 1750-ben megallapitotta,
hogy 23 — 1 primszam. ] szaz éven keresztiil ez volt a legnagyobb ismert primszam:
2147 483 647. 1876-ban Lucas bebizonyitotta, hogy 227 — 1 primszam:
170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727.
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A szamitégépek megjelenésével rohamosan kertiltek elé a kovetkezé nagy primek is:
2521 _ 1 607 _ {21279 _ 1 22203 _ | 22281 _ | 232107 _ | 04253 _ | D423 _ | 29941 _ 1
211231 — 1 amelyet az Illinois-i Egyetem szamitégépén szamitottak ki.

1991. elétt a legnagyobb ismert primszam: 221691 — 1 volt, amelyet David Slowinski
talalt egy Cray X-MP szuperszamitogép segitségével.

1998. janudr 27-én Roland Clarkson floridai programozé George Woltman szami-
togépes programjaval talalt egy ennél nagyobb, 909 526 szamjegyd primszamot.

1999-ben ez a rekord is megdélt, Nayan Hajratwala 2 098 960 szamjegyld Mersenne-
féle primet talalt. A program egy Pentium II 350 MHz-es szamitogépen futott 111
napig. A primszam: 26972593 — 1,

A kovetkez6 primszamot, a 213460917 — 1-et, 2001-ben talalta meg a 20 éves kanadai
Michael Cameron egy t6bb résztvevSs internetes primszamkeresé projekt keretében (INagy
Internetes Mersenne-féle Prinekntatas [GIMPS)). Bz a szam 4 053 946 szamjegyet tartalmaz, és egy
embernek harom hétig kellene egyfolytaban irnia, hogy a végére érjen. Cameron egy egysze-
1l otthoni szamit6gépet hasznalt, amely 45 napig futtatta a programot.

Két év mulva, tavaly, 2003-ban megddlt ez a rekord is. A kévetkez6 eddigi legnagyobb
primszamot, 220996011 — 1-et, Michael Shafernek, a michigani dllami egyetem 26 éves végzGs
vegyészmérnok hallgatdjanak sikertlt megtalalnia. Ez a primszam 6 320 430 szamjegybdl all,
tobb mint 2 000 000 szdmjeggyel haladja meg az el6z8leg megtalalt primszamot. A keres6-
program az egyetem 2 GHz-es Pentium 4-es szamitégépén futott 19 napig.

A GIMPS projekt mintegy 211 000 szamitégépet hasznal, ezek halézatba vannak
kétve és ugyanaz a primszamkeresé program fut rajtuk egyidejlleg. A projektben mint-
egy 60 000 onkéntes, didk, iskolds, egyetemista, kutatd, tanar és cég alkalmazott vesz
részt. Lathattuk, hogy a résztvevék csupan két év eltelte utan Gjabb primet talaltak, ez
egyetlen szamitogépen 25 ezer évbe telt volna.

A versenynek tétje is van: az elsé tizmillié szamjegybdl all6 prim megtalal6jat az
amerikai Electronic Frontier Foundation 100 000 dollarral jutalmazza.

Végil szoljunk érdekességképpen egy par szot a primszamok eloszlasardl is. Mint
mar emlitettiik, a primszamok sorozata végtelen. Koran felvet6dott az a kérdés is, hogy
a primszamok miként oszlanak el a természetes szamok koézott. Lathattuk, hogy 10-ig 4
darab, 100-ig 25 darab, 1000-ig 168 darab, 10 000-ig viszont 1239 darab primszam van.
Ha Eratoszthenész szitdjat vizsgaljuk, akkor azt vessziik észre, hogy a szita elején sokkal
tobb primszam van. Tehat minél nagyobb szimokbdl allé intervallumban keresiink,
annal kevesebb szamu primet taldlunk.

Gauss mar 15 éves koraban megsejtette azt, hogy a primszamok szama forditottan
aranyos a szamok logaritmusaval, de igazolni nem tudta sejtését.

A primszamok gyakorisigaval foglalkozott Legendre és Csebisev is. Csebisev (1821-
1894) orosz matematikus bebizonyitotta Bertrand (1822-1900) francia matematikus
sejtését, azt hogy minden # természetes szamra # és 21 kozott 1étezik primszam.

Gauss sejtését csak 1896-ban sikertlt igazolni Poussin belga és Hadamard francia
matematikusoknak.

Ma sem bizonyitott sejtés, hogy két négyzetszam kozott mindig van primszam, vi-
szont bizonyitott az, hogy a primszamok kozott tetszéleges hézagok vannak. Példaul
ikerprimeknek nevezzilk azokat a primszam-parokat, amelyeknek kilonbsége 2. PL 3 és
5,11 és 13, 5971 847 és 5 971 849. Ugy tinik, hogy végtelen sok ikerprim van, de ezt
sem sikeriilt még a mai napig sem bizonyitani. A primszamok még egy j6 ideig megma-
radnak tehat matematikai és informatikai kuriézumoknak!

Koviacs Lehel Istvan
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