nap o6ra

1.
2.
8.

10.
10.
13.

14.
14.
16.
17.
20.
24.
25.

28.

Az idépontokat romaniai, nyari id6sza-
mitds (UT+3 6ra) szerint adtuk meg.

10
20
13
05
21
02

04
23
14
15
10
10
12

22

A Merkur 1,6 fokkal délre az Urdnusztdl.

Telehold. (20h 15m)

A Jupiter 6,5 fokkal északra a Holdtol.
A Juno szembenallasban.

Utolsd negyed. (21h 04m)

A Neptunusz 2,9 fokkal északra a Hold-
tol.

A Mars 0,4 fokkal északra a Holdtdl,
fedés (hazankbol nem lathato).

Az Uranusz 0,2 fokkal délre a Holdtdl,
fedés (hazankbol nem lathatd).

A Merkur 4,3 fokkal délre a Holdtol
Ujhold. (14h 36m)

A Vénusz 2,5 fokkal délre a Holdtol.
Elsd negyed. (09h 36m)

A Szaturnusz 0,4 fokkal délre a Holdtol,
fedés (hazankbol nem lathatd).

A Mars 0,7 fokkal délre az Uranusztol.

Neptunusz: Kora hajnalban kel. A hajnali
égen kereshet meg a keleti latohatar kéze-
lében, a Bak csillagképben.

rendszert, ahol a

Mars: A hajnali sziirkilletben kereshet6
a keleti litohatar folott a Vizonts csil-
lagképben. Masfél 6raval kel a Nap el6tt.
Fényessége 1,1m-rél 1,0m-ra, atméréje
4.9"-161 5,3"-re nd.

Jupiter: Fjfél el6tt kel. Az éjszaka ma-
sodik felében lathaté a Kigyotarté csil-
lagképben. Fényessége —2,4m, dtmérdje
42",

Szaturnusz: Az ¢éjszaka nagy részében
megfigyelheté az Oroszlan csillagkép-
ben. Kora hajnalban nyugszik. Fényes-
sége 0,3m, atmérdje 19"

Uranusz: A Nap kozelsége miatt nem
figyelhet6 meg.

Osszeallitotta
Csukas Matyas

Erdekes informatika feladatok

XVIL. rész

Linearis egyenletrendszerek megoldasa — a Gauss-eliminaci6

Linedris egyenletrendszerek nevezzik az X, X, ,..., X

apx tapx, +

Ay Xy taynx, +

ApXy tay0%,

l-j,bl- eR,i=Lm, j=in.

, ismeretlenekkel rendelkez6

+ ApXn = bl
+ AopXy = b2
+ A Xy = bm

Linearis egyenletrendszerek keletkeznek példaul a mechanikdban, geodéziaban, vil-

lamossagtanban, 6koldgiai, gazdasagi és mas vizsgalatok soran; a numerikus matematika

tobb mas feladatat is ilyen rendszerek megoldasara vezethetjik vissza. igy a nemlinearis

egyenletek megoldasahoz linearis egyenletrendszerek egész sorozatat kell megoldanunk.
A differencial- és integralegyenletek, az interpolaciés és optimalizaciés feladatok kézeli-
t6 megoldasa is linearis rendszerekkel kapcsolatos.

A
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Vezessiik be a kévetkezd jeloléseket:

a,  a, ... ap, X b,
ay Ay ... 4y X, b,

A= "leR™", x= eR" b= eR"™,
Apl Qo o Apy Xn bm

ekkor az egyenletrendszer az Ax = b alakban irhaté.

Az egyenletrendszer akkor és csakis akkor oldhaté meg, ha a & vektor el6allithat6 az
A matrix oszlopvektorainak linearis kombinaciéjaként.
Az egyenletrendszer akkor és csakis akkor oldhaté meg egyértelmten, ha az 4 mat-

rix oszlopvektorai linearisan figgetlenek, vagy rang(A) = n, vagy det(A) # 0 (az egyen-
letrendszer hatarozott).

Ha m = n (nXn -es az A matrix), alkalmazhatjuk a Gauss-elimindcid moédszerét.
apx tapx, + .. taux, = b

ayX; tapx, + ... +a,x b,
e , Ax=b, Ac R ,x,beR".

anX +an2x2 +annxn - bn

Legyen a,,; =b, vagyis az eredmény oszlopvektort bevisszik az egytitthaté-matrix
(n+1)-ik oszlopaba, annak érdekében, hogy egyszeribben tudjuk végrehajtani az elimi-
naciot.

fgy keletkezik a kovetkezd matrixunk:

ay 4y e Ay Qe
A= ay; Ay - Ay, Gyu4
Ay Gy o Ay Gy

A cél az, hogy az egyenleteken olyan 4talakitisokat hajtunk végre, hogy az X; isme-

retlen csak az elsS egyenletben szetrepeljen, az X,k = l,_n ismeretlen csak az els6, ma-
sodik, £-adik egyenletben szerepeljen.

Hogyan tudjuk végrehajtani ezeket az atalakitasokat?

Feltételezzik, hogy a;; # 0, adjuk hozza az iedik egyenlethez, az elsG egyenlet

a; A - : . P
— L _szeresét (i =2,n). Ekkor az A matrixunk alakja a kovetkez6 lesz:
an
ay Gy .. G, A
@ M )
A= 0 ay . a Gy
2
] (O] )
O an2 ann an,n+l

L
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O =

ahol a;’ =a; *+ay; (— ,i:2,_n, j=2,n+1.

Ezt a 1épést koveti a masodik eliminacids lépés (kiktszobolés). Feltételezziik, hogy

(1)
aglz) #0, adjuk hozzd az redik egyenlethez, a mdsodik egyenlet —T -szeresét
an
(i =3,n). Ekkor az .4 matrixunk alakja a kévetkezd lesz:
A Gy Gz e iy Gy
1 1 1 M
0 @l o .. a0 o,
- 2 2 2)
4=10 0 a§3) agn) ag el |
2 2 2)
0 0 a( )L ,(m) a,
2) _ (1 1 =3 i=
ahol a() ;)+a() (- (]) 3,n, j=3,n+l.

Folytatva a fent emlitett elimindcids 1épéseket, ha a}({l};—l) #0,k =3,n, a kovetkezd

matrixhoz jutunk:

ay dp 43 - 4y A+l

1 1 1 ]
0 agz) ag aén) as p+i

= 2 2 (2)
4 0 0 ag?a) agn) 2 n+l
-1 (n-1)
0 0 0 .. al" a"l

Jeloljiuk al-(jo) -val az @ -t, ekkor az elimindcids lépéseket megfogalmazhatjuk rekur-

ziven:
k -1
(k) = (k=D _,_a(k 1) (_

ajj ij

(k 1)) ahol

k=lLn-1, i=k+Ln, j=k+Ln+l.

Az eliminacids lépések befejezése utan megkaptuk a hdromszégmatrixot, az utolsé
(n-1)
sotbdl kifejezhetjiik az x,, -et (ha aflzfl) #0): X, = a'('Tn_J;; ,

nn

majd az (#-1)-ik egyenlet-

t6l az elsé felé tartva visszahelyettesitjiik a mar kiszamitott ismeretleneket és kiszamitjuk

az Gjabb ismeretlent. Ha az els6 sort is visszahelyettesitettik és kiszamoltuk az X, -et,

megoldottuk az egyenletrendszert, megkaptuk az # darab megoldast (X;,..., X, ).

A visszahelyettesités rekurzioja:

[
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=
I

1 )N (] A
i =D al.(an) - a,(j' ) “x; |,ahol i =n,l.

ajj =i+l

A Gauss-eliminaciét haszndlva meghatarozhatjuk a matrix rangjat és determindnsat
is: rang(A) a £6atlon 1évé nemzérd elemek szama (ha ez pont #, akkor a rendszer hataro-
zott), a matrix determindnsa pedig a f6atlon 1évé elemek szorzata lesz. Ha dex(A) # 0,
akkor a rendszer hatarozott.

A Gauss-eliminacié tehat mindig elvégezhetS, ha rang(A) = n (det(A) # 0), és

alk 20,

A kovetkez6 Delphi program megvalésitja a Gauss-elimindciot és megold egy linearis
egyenletrendszert:

program Gauss;

{SAPPTYPE CONSOLE}

type
TTomb = array of array of real;
TMegoldas = array of real;

procedure Eliminal (ezt, ebbol: integer; var a: TTomb; is-
meretlen: integer);
var

i: integer;

szam: real;

begin
if alezt, ezt] = 0 then
begin
writeln('A Gauss-eliminacio nem vegezheto el!');
Halt (1) ;
end;
szam := -al[ebbol, ezt] / alezt, ezt];
for i := ezt to ismeretlen do
alebbol, 1] := alebbol, i] + alezt, 1i]*szam;
end;

procedure Visszahelyettesit(a: TTomb; ismeretlen: inte-
ger; var m: TMegoldas) ;

i
200

var
i, j: integer;
begin
for i := ismeretlen-1 downto 0 do
begin
m[i] := a[i, ismeretlen] / ali, 1];
for j := ismeretlen-2 downto 0 do
alj, ismeretlen] := al[j, ismeretlen] -(m[i]*al7j,
il);
end;
end;
A
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var
ismeretlen, i, j, rang: integer;
det: real;
a: TTomb;
m: TMegoldas;

begin
writeln('Ax = Db egyenletrendszer megoldasa Gauss-
eliminacioval."');
writeln;
// Az ismeretlenek szamanak beolvasasa.
write ('Hany ismeretlen van? ');

readln (ismeretlen);

// A dinamikus tomb helyfoglalasa.

SetLength (a, ismeretlen, ismeretlen+l);

// A matrix elemeinek beolvasasa, al*, n+1]j az

eredmeny.
writeln;
writeln('A rendszer:');
for i := 0 to ismeretlen-1 do
for 7 := 0 to ismeretlen do
begin
write('al', i+1, ', ', J+1, 'l = ");
readln(ali, Jj1);
end;
// Az eliminacio elkezdese.
for i := 0 to ismeretlen-2 do
for j := i+l to ismeretlen-1 do

Eliminal (i, j, a, ismeretlen);
// A visszahelyetesites.
SetLength (m, ismeretlen);
Visszahelyettesit (a, ismeretlen, m);
// A megoldas kiirasa.

writeln;
writeln ('A megoldas:');
for i := 0 to ismeretlen-1 do
writeln('x', i4+1, ': ', m[i]:0:5);
// Rangszamitas.
rang := 0;
for i := 0 to ismeretlen-1 do
if (a[i, i] <> 0) then inc(rang);
writeln;
writeln('A matrix rangja: ', rang);
// Determinans szamitas.
det := 1;
for i := 0 to ismeretlen-1 do
det := det * ali, 1];
writeln;
writeln('A matrix determinansa: ', det:0:5);
readln;
end.

Koviacs Lehel Istvan
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