Az algoritmustervezési stratégiak bemutatkoznak

Moderator: Meghivtunk 6t algoritmustervezési stratégiat egy képzeletbeli falkshon-
ra, hadd mutatkozzanak be 6k maguk. Vitaindit6 feladatként az alabbit valasztottuk:

Hdromszig: Egy n soros négyzetes matrix féatléjan és f6atld alatti haromszégében
természetes szamok talalhatok. Feltételezziik, hogy a matrix egy a nevl kétdimenzids
tdmbben van tarolva. Hatirozzuk meg azt a ,legrévidebb” utat, amely az 4[1][1] elemtdl
indul és az n-edik sorig vezet, figyelembe véve a kvetkezSket:

- egy uton az 4l]j] elemet az a[/+1]]j]] elem (figgllegesen le) vagy az
a[i+1][j+1] elem (atlésan jobbra le) kévetheti, ahol 1 <7< nés 1 <7< n.
- egy ut,hossza” alatt az it mentén talalhat6 elemek Gsszegét értjuk.

Az 1.1 abran lathaté matrixban a csucsbdl alapra vezet6 ,,legrévidebb” utat besati-

roztuk.

7
9 5
1 99 4

21 7 33 17

2 15 8 3 1

1.1 dbra. Példa-matrix a haromszig feladathoz. A besatirozott legjobb dit hossza 32.

Elemezve a feladatot, észrevehetjik, hogy egy olyan optimalizalasi problémardl van
sz0, amelyben az optimalis megoldashoz n-1 déntés nyoman juthatunk el, és mindenik
dontésnél 2 valasztasunk van (melyik iranyba 1épjink tovabb, figgélegesen le vagy at-
l6san jobbra). Minden déntéssel a feladat egy hasonld, de egyszertibb feladatra reduka-
16dik. Tehat a feladat megoldasterét az 1.2 abran lathat6 bindris fa képezi.
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1.2 abra

Az optimalis megoldas meghatdrozasa az optimalis dontéssorozat megtalalasat jelen-
ti. Ugy is mondhatnank, hogy meg kell taldlnunk a feladat megoldasterét képezd fa-
struktara 2°1 darab — gyokértSl levélhez vezetS utja kozil a ,legjobbat”. Mas széval,
meg kell keresniink a fa ,,legjobb levelét”, azt, amelyikhez a ,legjobb ut” vezet.

A megoldastér egy alaposabb vizsgalata tovabbi észrevételekhez vezethet el:

1.

A fa csomépontjainak szama, 1+2+22+...+201=20-1, Ez azt jelenti, hogy
barmely algoritmus, amely generilja/bejitja a teljes fat ahhoz, hogy meg-
taldlja az optimalis utat, exponencialis bonyolultsdgu lesz.

Amig a fa a teljes feladatot képviseli, addig a részfai azokat a hasonl6 de
egyszerlbb részfeladatokat (a levelek a trividlis részfeladatokat), amelyre
ez lebonthat6. Konkrétan: az aj gyokerd részfa, az ali][j] elemtdl az alapra
vezet6 ,legrovidebb ut” meghatarozasanak feladatat abrazolja.

A fenti dbra azt is kiemeli, hogy killénb6z6 déntéssorozatok azonos rész-
feladatokhoz vezethetnek, ami azt jelenti, hogy a fanak vannak azonos
részfai. Nem nehéz atlatni, hogy a kiilénbo6z6 részfeladatok szama azonos
a matrix elemeinek szdmaval, azaz n(n+1)/2. Tehét az algoritmus, amely-
nek sikeril elkertlni az azonos részfeladatok tobbszori megoldasat, négy-
zetes bonyolultsagu lesz.

E r6vid felvezeté utan engedjik széhoz meghivottainkat. Hadd halljuk, ki hogyan
kozeliteni meg a felvetett feladatot.
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Greedy: Jelszavam, hogy ,,éj a mdnak!”. Ha minden napbdl sikerdl a legtobbet ki-
hoznom, akkor remélhetSleg a lehetS legtartalmasabb életem lesz. Jelen esetben ez azt
jelenti, hogy indulva a csucsbol, minden lépésben a kisebbik elem iranyaba lépek to-
vabb. Elvégre a legkisebb 6sszegben vagyunk érdekeltek. (A példa-matrix esetében a
moho-ut 34 hosszu lesz, és ez a kévetkez6: (1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)).

Backtracking: Greedy ,,éj a manak!” filozéfidja nem eredményez optimalis megol-
dast, ha a per-pillanat legigéretesebb valasztds elvag jévébeni ,,nagy lehet6ségektol”,
vagy elkeriilhetetlenné tesz késébbi buktatokat (az 5-6s érték moho elvélasztasaval bele-
szaladt a 99, 33, 17 értékek képezte ,,gatvonalba”). Ezért az én elvem — biztos, ami biz-
tos alapon — az, hogy ,,legbizonyosabban gy taldlod el a verebet, ha dgysival lis3 a fira”. Mas
szoval, generalom sorra az Osszes csucsbol alapra vezetd utat, és kivalasztom kozulik a
»legjobbat”.  Elsének az (1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1) utat allitom el6, majd az
(1,1),2,1),3,1),(4,1),(52) utat, ¢és {gy tovabb. Utolséként generdlom az
(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5) utat. Igy nem cstszhat ki az ujjaim kozt az optimalis megol-
das.

Branch and bound: Lenne egy javaslatom, hogy miként tudna Bracktracking gyor-
sftani algoritmusan. Ha a kurrens ut hossza wdr t9bb, mint az addig talalt legjobb uté, ak-
kor értelmetlen az illetd iranyba folytatni az utgeneralast. Az 1.3 dbran bejeldltiik, hogy
mely részfak metszhet6k le a generdlandé fardl (a csomoépontok mellett a csticsbdl oda-
vezet6 ut hossza lett feltuntetve; 53>40, 115>32, 111>32, 49>32, 33>32). Ebben a
gondolatmentben kivanatos talalni minél el6bb egy minél jobb megoldast, ha nem is ga-
rantaltan az optimumot. Ha az épil6 fa koronajanak mindig a legkisebb részdsszegl
csomépontjatél agazunk tovabb, akkor — j6 eséllyel — még jobban meg tudjuk metszeni
a fat (1.4 abra). A koronat képezé csomoépontok (részOsszeg szerint cs6kkend sorrend-
ben), Iépésrdl 1épéste, a kévetkezk:

{}

(L1}

{(2,2,12), (2,1,16)}

{(2,1,16), (3,3,16), (3,2,111)}

{(3,3,16), (3,1,17), (3,2,111), (3,2,115)}

{B3,117), (4,4,33), (4,3,49), (3,2,111), (3,2,115)}
{(4,2,24), (4,4,33), (4,1,38), (4,3,49), (3,2,111), (3,2,115)}
{(5,3,32), (4,4,33), (4,1,38), (5,2,39), (4,3,49), (3,2,111), (3,2,115)}
9. {(4,4,33), (4,1,38), (5,2,39), (4,3,49), (3,2,111), (3,2,115)}
10. {(4,1,38), (5,2,39), (4,3,49), (3,2,111), (3,2,115)}

1. {(5,2,39), (4,3,49), (3,2,111), (3,2,115)}

12. {(4,3,49), (3,2,111), (3,2,115)}

13, {(3,2,111), (3,2,115)}

14. {(3,2,115)}

15. {}

Minden 1épésben a sor els6t helyettesitettitk a fiaival (feltéve, ha a megfelel$ rész-
Osszeg nem mar nagyobb, mint az addig talalt legjobb megoldas).
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1.3. dbra
Branch and bound itlettel javitott Backtracking algoritmus mets3ette fastruktiira. A csomdpontok
mellet feltiintettiik a megfeleld részissgegeket (a csticsbol oda vezetd it hosszdt).
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1.4. abra
o Best first” tletre épiili Branch and bound algoritmus metszette fastrnktira. Zdrdjelben feltiintettiik,
baogy milyen sorrendben hajtanak dgakat (vagy hajtandinak dgakat, ha nem bizonyulndnak szdraz
irdnynak) a nivekvd fa korondjit képezd csomipontok.
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Divide et impera: Az én megkdzelitésemet mar a rémai csaszarok is hasznaltak:
,,053d meg és uralkods”. A kurrens részfeladatnak (kezdetben az eredeti feladatnak), mint
apafeladatnak, a megoldasat visszavezetem a fiurészfeladatai megoldasaira (egy-egy re-
kurziv hivés altal; ,,0szd meg” fazis), majd e fiG-megoldasokbdl felépitem az apafeladat
megoldasat ,,uralkodj” fazis). Ha a kurrens apafeladatnak az (i,j) poziciébdl alapra veze-
t6 legjobb ut problémajat tekintjilk, akkor ennek fiu-részfeladatai az (i+1,j) es (i+1,j+1)
poziciékbol alapra vezet6 legjobb utak problémai. A stratégiam alapjaul szolgalé rekur-
ziv képlet nyilvanvaléan a kovetkezé: legjobbut(i,j) = a[i][j] + min{legjobbut(i+1,j), leg-
jobbut(i+1,j+1)}, ahol 1<i<n.

Dinamikus programozas: A Divide et impera megkozelitéssel két gondom is van.
El6szor is csak a legjobb ut hosszat szolgaltatja és nem magat az utat is. Még silyosabb
gond, hogy mivel nem tart nyilvantartast a mar megoldott részfeladatokrdl, azonos rész-
feladatokat t6bbszor is megold. Példaul, a ,,(3,2) részfeladatot” kétszer oldja meg: egy-
szer a ,,(2,1) részfeladat” jobbfiu-részfeladataként, majd a ,,(2,2) részfeladat” balfiu-
részfeladataként is. En egy masik tombben (példaul c[1..n][1..0]) eltirolnim minden
részfeladat elsé példanyanak megoldasat (a megfelelS legjobb ut hosszat), és ha djra ta-
lalkoznék ugyanazzal a részfeladattal, akkor csak elévenném a megoldasat.

A Branch and bound megkézelités is javithat6 az alapGtletemmel: ha ugyanazon cel-
la t6bbszor6sen keriilne a névekvé fa korondjara, csak attdl a példanytdl agazzunk to-
vabb, amelyhez tartozé részosszeg a legkisebb (a tébbit nyugodtan tekinthetjitk szaraz
iranynak). Persze, ez megint csak azt feltételezi, hogy nyilvantartast vezetiink. Jelen fel-
adat esetében, az els6ként koronara keriil6 példany részésszege lesz a minimalis.

A Divide et impera-t javité Gtletem iterativ megkozelitésben igy foglalhat6 6ssze:
indulva a trividlisan egyszer( részfeladatok ((n,j) alakd részfeladatok, j=1,n) nyilvanvalé
megoldasainak szintjérél, a mar rendelkezésre all6 (eltarolt) fia-részmegoldasokbol fel-
épitjiik (a rekurziv képlet alapjan) az aparészfeladatok megoldasait (utolsoként az eredeti
feladatét) (1.5 dbra)

e[alfjl = afnlfjl,j=1..n

c[ilfi] = a[il[j] + min{cfi+1][f, ci+1][+1]},i=n-1, n-2, ., 1;j=1.

A ¢ témbbdl azonnal adédik a legjobb 1t is: a csucsbol alapra vezeté mohé vonal.

Ugyanez Branch and bound irdnybdl (a gyokértSl a levelek iranyaba) is megfogal-
mazhat6 (1.6 abra):

C[1][1] = a[1][1]

clilfj] = ali][j] + min{c[i-1][j], c[i-1][-1]}, =2, 3, ..., n; j=2..i-1

cil[1] = a[i][1] + c[i-1][1], i=2, 3,

3

ey 1
clil[i] = a[il[i] + c[i-1][i-1], =2, 3, .., n
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16 114 | 22

23 15 36 18

2 15 8 3 1

1.5 dbra
Levelek-gyokér irdnysi dinamikus programozdssal feltoltitt optimalis részmegolddsoke-tomb.

16 12

17 111 | 16

38 24 49 33

40 39 32 36 34

1.6 dbra
Gyikér-levelek iranyii dinamikus programozdssal feltoltort optimdlis részmegoldasok-timb.

A moderator Gsszegzése: A Greedy javasolta algoritmus a leggyorsabb (linearis
idé bonyolultsagu), de nem garantdl optimalis megoldast. Backtracking és Divide et
impera biztositjak ugyan a legjobb megoldast, de algoritmusaik exponencialis bonyolult-
saguak. ,,Szerencsétlen esetekben” még a ,,Branch and bound javitisokkal” is marad az
exponencialis bonyolultsag. Ennél a feladatnal a palmat a dinamikus programozas viszi
el, hiszen képes polinomialis id6ben (négyzetes idébonyolultsig) optimalis megoldassal
szolgalni.

Katai Zoltan
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