de késébb sziileivel atkoltéztek Amerikaba, ahol Fahrenheit fokokban fejezik ki a hé-
mérsékleti értékeket (mind a mai napig). A 102°F csak 38,8°C testhémérsékletet jelent,
amibe viszont nem lehet belehalni.

A relativitaselmélet alapjai G. Gamow: Mr. Tomkins Csodaorszdgban elbeszélésével
hozhaté ,,emberkézelbe”. Képzeletbeli torténet egy urrdl, aki egy olyan vilagban jar al-
maban, ahol a hatarsebesség mindéssze 20 mérfold. Ilyen korilmények kozott a relati-
visztikus valtozasok meghokkenté hétkoznapi tapasztalatokkal jarnak, marmint azok
szamara, akik idegenek ebben az ,,orszdgban”.

Hars Laszlo, Jozsef Attila-dijas kolt6 Miérrek és hogyanok cimi verse szamos fizikaval
kapcsolatos kérdést felvet: ,,Hogyha nyar van, hol a tél?”, ,,Mikor nem fuj, hol a szél?”,
,Fényes délben hol a Hold?”, ,,Miért folyik a foly6?”, ,,Az esé mért esik le? Mért nem
esik soha fel?”. A fenti versben a tanitas lényegét is megfogalmazza a kolté az egyik
szakaszban. Azt, hogy tanitani nem azt jelenti, hogy a tanar megmondja, hogy ugy van,
ahogy van, és a tanulé meg kell(ene) azt Ggy tanulja, hanem azt, hogy hozza kell segiteni
6t ahhoz, hogy magatdl fedezze fel a dolgokat. ,,Mondjik: néhany év alatt/nagyra no-
voOk biztosan,/s mind az ésszes titkokat/megfejthetem egymagam.”

Szamomra a legnagyobb kérdés pedig az, hogy hova tlint a tanulokbdl a titkok meg-
fejtésének a vagya, a gyermeki kivancsisag, miért adjak fel egy id6 utan a kérdésfeltevést,
miért akadozik ennyire a gondolkodas folyamata, és sokuknal miért keriilt egyenléség jel
a tanulas és a biflazas kozé.

Probalgatom tehat tovabbra is, hogy ,,megfogjam” 6ket egy szép verssel vagy iras-
sal, de az is bevalt, ha a véltakoz6 aram szinuszai mellé becsempészem az AC/DC
(Alternativ Curent/Ditect Cutent) valamelyik ismert dalit. Ha pedig Edison felfede-
zéseirél mesélink, akkor j6l jon a Fonograf egytittes Edison Magyarorszdgon cim@ sza-
ma, de, ha van kedviink, meghallgatjuk (akar le is forditjuk) a Mary Had a Little Lamb
cimi angol gyermekdalt, melynek széveges valtozata volt az els6, Edison altal 1877-
ben régzitett hanganyag. Mara ezt mar megvétoztak, mert talan egy Martinville nevid
nyomdasznak sikeriilt 17 évvel korabban készitenie egy minddssze tiz masodperces
hangfelvétel, egy fonoautograf nevi készilékkel. Sebaj, nem ez az els6 legenda, ami
szertefoszlik.

Szava Ildiko, tanar

Backtracking és greedy kéz a kézben

Ahhoz, hogy két dolog jol kiegészithesse egymast, szitkséges hogy eléggé hasonlit-
sanak egymasra, de kells mértékben kilénbozzenek is. Szép példa erre, ahogy a férfi és
a n6 ki tudja egésziteni egymast a hazassagban.

Mind a backtracking, mind a moh¢ stratégidk mélységiikben viszonyulnak a felada-
tok szerkezetét abrazol6 fakhoz. Mindkét modszer gyokér-levél iranyba épitkezik: a
backtracking megoldas #fakat, a greedy pedig optimalis levélhez vezeté #tat adja meg,
Optimalizalasi problémak esetében az alapveté kilonbség koztik az, hogy amig a
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backtracking a teljes fa vagy ennck egy jelentSs részfaja, mélységi bejarasa révén poten-
cidlis megoldasok kozott valogatva keres, addig a mohé médszer egyetlen gyokér-levél
uton szalad le.

Tovabba egy megoldott feladaton keresztil mutatjuk be, miként névelheté a
backtracking és moho stratégiak eredményessége a kombinalasuk révén.

Hatizsak-probéma: Egy tzletben 7 targy (aru) talalhat6, amelyeknek ismert az
aruk és a sulyuk. Az arakat a 7 bejegyzés tipust tomb elemei « mez6iben, a sulyokat pe-
dig az elemek g mezSiben taroljuk, ahol #/il.g (¢ = 1,4) természetes szamok. Allapitsuk
meg, hogy mely targyakat fogja magaval vinni egy tolvaj ahhoz, hogy a lehet$ legna-
gyobb nyereséggel tivozzon (a hatizsakja legtobb G silyt bir meg).

A feladat sz6vege két valtozatban is ismert:
a) a targyak elvaghatok (folytonos valtozat),
b) a targyak nem vaghatok el (diszkrét valtozat).

Példa:

Bemenet:n =4, G =5, t[1.4].g = {2,1, 3,1}, t[1.4].a = {5,2,4, 1}

Kimenet:

a) (1,1, 2/3, 0) —jelentése: az els6 és masodik targy egészében, a harmadiknak pedig
2/3 tésze keril a hatizsikba (a negyedik aru az tzletben marad). Ez 29/3=9.66 egység
nyereséget jelent.

b) (1, 0, 1, 0) — jelentése: az elsé és harmadik targy keril a hatizsakba (a masodik és
negyedik aru az tizletben marad). Ez 9 egység nyereséget jelent.

5 4/3

2/1

I2
1

1/1

B
1

5/2
2
(a) A targyak vizszintes iranyi mérete a silynkkal arinyos, a fiigadleges irdnyd pedig az drukkal.

Mindenik tdrgy folé ag egyséanyi értékeét irtut.
(b) A mohd megolddst sgemlélteti a példafeladat folytonos viltogatara.

1. abra

Megoldas: A feladat a) valtozata megoldhaté mohé stratégiaval. A targyakat érték
(at/suly) szerint csokkend sorrendben prébaljuk betenni a hitizsikba (a példabemenet
éppen ebben a sorrendben tartalmazza a targyakat; ha nem igy lenne, akkor a targyak
megfelel6 rendezésével tudjuk biztositani a mohé sorrendet). Az elsé arubdl, amelyik

[ | A ®
24 2017-2018/2



mar nem fér egészében a hatizsakba, levagunk annyit, hogy azzal teljesen megteljen. Bi-
zonyithatd, hogy ez a stratégia mindig az optimalis megoldashoz vezet.

Ha a feladat b) véltozatat probaljuk mohé algoritmussal megoldani, a fenti megko-
zelités nem mindig vezet optimalis megoldashoz. A fenti példa esetében is az (1, 1, 0, 1)
kodu megoldast taldlnank, holott az optimalisnak a kédja, amint lattuk, az (1, 0, 1, 0).

2. abra
(a) A mohd megolddst szemlélteti a példafeladat diszkerét viltozatdra.
(b) A példafeladar diszkerét viltozatinak optimdlis megolddsdt szemlélteti

Hogyan koézelitené meg ezt a feladatot a backtracking stratégia? Mivel mind az #
targy esetén két lehetéség kozil valaszthatunk: vagy beletesszik a targyat a hatizsakba,
vagy nem, a feladat keresési tere egy #+1 szintes binaris fa lesz. Ezt a fat mutatja be a 3.
abra a példankra felrajzolva. A fa gyokér-levél utjai a targyak halmazanak részhalmazait
abrazoljak. Nevezzik optimalis gyokér-levél atnak azt, amelyik a feladat gptimdlis meg-
oldasat képviseli, és optimadlis levélnek azt, amelyikhez ez az ut vezet. A nyers eré mod-
szere az lenne, hogy generaljuk a targyak halmazanak Gsszes részhalmazat, kivalasztva
kozilik el6szor azokat, amelyek beleférnek a hatizsakba, majd pedig azt, amelyik a leg-
tobb nyereséggel jar (maximumbkeresést végzink a potencidlis megoldasok kozott). Mivel
az n elemd halmaz részhalmazainak szama 2" (mindenik részhalmazhoz rendelhetd egy
n elem binaris kod), ez a megoldas 2” bonyolultsaga algoritmust jelent. Mindez megva-
16sithaté a teljes fa mélységi bejarasaval, ami felfoghat6 egy olyan backtracking algorit-
musként, amely csak akkor 1ép vissza, ha mar nincs tovabbi bepakolhaté targy. Hogyan
lehetne javitani ezen az algoritmuson? Csak olyan részhalmazokat generalunk, amelyek
beleférnek a hatizsakba, azaz nem folytatjuk az épitkezést olyan iranyokba, amelyek tdl-
terhelt hatizsakot eredményeznének. Az ,,backtracking oll6t”, amely ebbél a szempont-
bél metszi meg a fat, vastagitott szimpla vonalkaval jel6ltiik (3. dbra).

Mindezek utin is gy taldlhatjuk, hogy mig a mohé stratégia nem volt kielégits, a
backtracking tdl idSigényes. Egy lehetséges (és jobb) megolddshoz vezet a két médszer
kombinalasa.

Hogyan lehetne még hatékonyabban optimalizalni a fenti backtracking algoritmust a
mohé stratégia segitségével? Foglalkozzon a backtracking is mohé sorrendben (rendez-
ziik a targyakat az értékiik szerint cs6kkend sorrendbe) a targyakkal, és el6sz6r mindig
azt a lehet6séget probaljuk ki, hogy a targyat beletesszik (nyilvan csak akkor, ha még
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belefér) a hatizsakba. Ez azt jelenti, hogy a binaris faban a bal agakat kédoljuk 1-essel
(beletessziik), és a jobb 4gakat 0-val (nem tessziik bele) (3. dbra).

[ 0,0]

3. dbra
A hatigsak feladat disgerét viltozatanak keresési terét dbrazold bindris fa.

Ily médon a backtracking algoritmus elsének éppen a mohé megoldast talalja meg,
amely ha nem is garantaltan optimalis, de egy elég j6 megoldasnak szimit. Egy viszony-
lag j6 megoldas korai megtalalasa javit az alabbiakban bemutatott optimalizalas haté-
konysagan.

Tartsuk nyilvan, hogy minden csomépont képviselte allapotban mekkora Gsszsuly
van mar a hatizsdkban (a 3. abran ezt az értéket irtuk az egyes csomépontokba, a hozza-
juk tartozé nyereséggel; akt g és akt ny az alabbiakban bemutatasra keriil algo-
ritmusban). Legyen tovabba egy globalis valtozé (max_ny), amely a kurrens optimum ér-
téket, az addig megtalalt legjobb megoldas értékét tarolja. Ha ezt kezdetben nullara is al-
litjuk, az els6 megoldas megtaldlasakor frissiil a mohé megoldas értékére (lisd az el6bbi
bekezdést). Ahhoz, hogy konstans id6ben tudjuk ellenérizni, hogy adott pillanatban a
hatralevé targyak nem férnek-e mind bele a hatizsakba, célszerd elére feltSlteni az
a[1..n] és b[1..n] tdmbdket ugy, hogy ali] = 27:it[i]-g, b[i] = Z;L:it[j].a, (ahol j=i..n). Ha
a[1] < G, akkor a feladat trivialis, hiszen ez azt jelenti, hogy az Gsszes targy belefér a ha-
tizsakba, és a maximalis nyereség b[1]. Ellenkezé esetben a feladat ugy is atfogalmazha-
t6, hogy mely targyakat hagyja a tolvaj az tzletben, szem el6tt tartva, hogy a maximalis
nyereséggel szeretne tavozni. Mivel valamely targy elvetésének esetét a megfelelS jobb
fiarészfa képviseli, ezért a kdvetkez6kben vazolt optimalizalas ezekre fokuszal.

Milyen esetekben keriilhetd el a kurrens részfa jobb fidrészfajanak bejarasar Tegytik
fel, hogy a teljes fa gyokerétél a kurrens részfa gySkeréhez vezetd ut az 1.k targyakra
vonatkozd, mar meghozott dontéseket képviseli. A kurrens részfa jobb fia nyilvan azt az
esetet abrazolja, hogy a (k+1)-edik targy nem keriil bele a hatizsikba. Amennyiben a
hatralevé targyak (k+2 ... n) mind beleférnek a hatizsakba, akkor igymond ,,gondolko-
zas nélkil” (konstans idében eldonthets: akt g + al[k+2] < G) az Osszest bele-
tesszik (és frissitjiik a kurrens optimumot, amennyiben indokolt). Mivel a szébanforgd

[ | A ®
26 2017-2018/2



jobb fiurészfa e legbaloldaliabb levele garantalt legjobb (az illeté részfara nézve), ezért
ennek bejarasa jobb levelek reményében, értelmetlenné valt.

Ha a fenti logikaval nem kertilhet6 el az illet jobb fitrészfa bejarasa, akkor esetle-
ges terméketlenségét (nem tartalmazza az optimalis levelet) az aldbbi médon prébalhat-
juk meg kideriteni. Vizsgalat céljabol folytassuk a bejarast egy olyan moho algoritmus-
sal, amely elvaghatja a targyakat. Ezt valositja meg az alabbi algoritmus supremum
fiiggvénye, amely a szébanforgé jobb fidrészfa egyetlen gyokér-levél atjan ,,szalad le”,
tehat linearis bonyolultsagi. Az igy kapott nyereség nagyobb (vagy egyenld) lesz, mint a
teljes fa gyokerébdl az illetd részfa barmelyik leveléhez vezet6 ut nyeresége. A kapcso-
16d6 optimalizalas alapotlete a kovetkez6: ha ez a supremum érték sem nagyobb, mint a
kurrens optimum, akkor az illeté jobb fiurészfa biztosan nem tartalmazza az optimalis
levelet, tehat értelmetlen lenne bejarni (igy teljesen lemetszhet6 a farol).

A 3. dbran besatiroztuk azokat a csomépontokat, amelyekhez tartozoé részfakra a pél-
dank esetében meghivédik a supremum figgvény. Vastagitott dupla vonalkaval jel6ltiik
ezen optimalizalas ,,0ll6jat”. A ,,dupla olléval” lemetszett részfakban bejeloltitk a vizsgalati
moho utat. Az optimalis gyckér-levél utat, amelynek kédja 1010, a vastagitott vonal jelzi.
Uresen hagytuk azokat a csomépontokat, amelyeknek bejarasat sikeriilt elkeriilni.

A hatizsak rekurziv backtracking eljards k-adik szinti meghivasa az akt g és
akt ny paraméterekben megkapja, hogy az aktualis allapotban mekkora suly van mar
a hatizsakban, és mennyi nyereséggel. Fzt a két értéket fogja érték szerint atadni a
supremum fiiggvénynek is, amely — amint mar emlitettiik — vizsgalat céljadb6l mohd
modon (folytonos valtozatban) folytatja a (k + 2), . . ., n targyak bepakolasat (mivel
jobb fiurdl van sz6, a (k + 1)-edik targy nem keriil a hdtizsikba). A max ny és
opt_ x[] cim szerint atadott paraméterekben tarolodik a maximalis nyereség és az op-
timalis megoldas kédja.

supremum (t[],n,G,akt g,akt ny, k)
minden i=k,n végezd
ha akt g + t[i]l.g £ G akkor
akt g = akt g + t[i].g
akt ny = akt ny + t[i].ar
kiloénben
akt ny = akt ny + (G - akt_g) * t[i].ar / t[i].g
return akt ny
vége ha
vége minden
return akt ny
vége supremum

hatizsak(x[],t[],n,G,akt_g,akt ny, k,max_ny,opt _x[])
ha k == n akkor
ha akt ny > max ny akkor //frissitjiikk a kurrens optimumot
max ny = akt ny
opt x[1..n] = x[1..n]
vége ha
kilonben
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// bal fia
ha akt g + t[k+1l].g <= G akkor//a(k+l). targy még belefér a hatizsakba
x[k+1] =1
hati-
zsédk(x,t,n,G,akt g+t[k+1].g,akt ny+t[k+1l].ar,k+l,max ny,
opt x)
vége ha
// jobb fit
ha akt g + a[k+2] <= G akkor//amaradék (k+2)..n targyak mind belefér-
nek
ha akt ny + b[k+2] > max ny akkor // frissitjiik a kurrens optimumot
max ny = akt ny + b[k+2]
opt x[1..n] = x[1..k]+[0]+[1..1] //a+ jel utdna-flizést jelent
vége ha
kilonben
sup ny = supremum(t,n,G,akt g,akt ny, k+2)
ha sup ny > max_ny akkor //ajobb fiurészfa esélyes optimalis levélre

x[k+1] = 0
h&tizsak(x,t,n,G,akt _g,akt ny,k+l,max ny,opt x)
vége ha
// hianyzik a kiilonben-ag: a jobb fiurészfa esélytelen optimalis levélre
vége ha
vége ha

vége hatizsak

Az alabbiakban kozoljik azt az algoritmusrészletet, amely tartalmazza a hatizsak el-
jaras meghivasat és az optimalis megoldas kifratdsat:

max ny = 0
hatizsak(x,t,n,G,0,0,0,max ny,opt x)
ki: max ny, opt x[1l..n]

A dupla oll6, ugymond Branch and bound szellemben metszi meg a fat. Egy kévet-
kez& cikkben részletesebben targyaljuk majd e programozasi technikat. El6zetesként
annyit, hogy a Branch and bound oll6val olyan részfakat metszink le, amelyekrdl kide-
rithetS, hogy garantdltan nem tartalmaznak jobb megoldas-leveleket, mint az addig is-
mert legjobb megoldas (ha nem jobbak az addigi legjobbnal, akkor nyilvan esélytelenek
az optimalis-levél stdtusra). A supremum fiiggvény egy felsé korlatot térit vissza a
kurrens csomépont jobb fid-részfija tartalmazta esetleges megoldas levelekre vonatko-
zéan. Ha e felsé korlat sem nagyobb az addigi legjobb megoldas értékénél (melyet a
max_ny valtozé képvisel), akkor a szobanforgo részfa lemetszhets a keresési fardl (be-
jarasa atugorhat6; a (sup_ny>max_ny) feltételd ha-utasitasnak hianyzik a kiilon-

ben-aga).
Katai Zoltan
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