
pen felfedezett égitesten van-e, lehet-e élet, és az ér-
telmes élet-e. Ez azonban külön tudományág, az aszt-
robiológia foglalkozik ezekkel a kérdésekkel. Vannak
más módszerek is, amelyekkel exobolygókat találha-
tunk, de az említettek a legjelentôsebbek [4].
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KÁROLYHÁZY-FELADATOK AZ EÖTVÖS-VERSENYEN
IV. RÉSZ – ELEKTROMOS ÁRAM
A 60-as években fôleg elektromosságtani feladatokkal
jelentkezett Károlyházy Frigyes az Eötvös-versenyen
– nyilván ezekben volt hiány, ilyeneket kért tôle Ver-
mes Miklós. 1960-ban RC-, 61-ben, 67-ben és 68-ban
RL-hálózatokban kellett vizsgálni ki- és bekapcsolási
jelenségeket, és – amennyire lehet – leírni a fellépô
áramlökéseket. Izgalmas kivételként bádoglemezbôl
készített zárt hengerek elektromos ellenállását kellett
összehasonlítani 1962-ben. Ez már jellegzetesen Ká-
rolyházy-feladat volt, Vermes el is készítette ezeket a
hengereket, és elhelyezte ôket nevezetes szertárában,
a csepeli Jedlik Ányos Gimnáziumban.

A 70-es, majd a 80-as években kevesebb elektro-
mos feladatot adott Károlyházy Frigyes, példaképpen
idézzünk fel közülük néhányat – az ábrák és a megol-
dás részletes bemutatása nélkül.

Közös, teljesen zárt vasmagon 200, 300 és 400 mene-
tes tekercsek vannak. Hogyan kell ezeket összekap-
csolni, hogy a keletkezett tekercsrendszer önindukciós
együtthatója a lehetô legkisebb legyen? (1975/3. fel-
adat)

Ez a feladat arra az elméletileg izgalmas tényre
világít rá, hogy a párhuzamosan kapcsolt ideális, szo-
ros csatolású tekercsek eredô induktivitása zérus.
Ugyanezt a kezdeti összeállítást használta fel Károly-
házy Frigyes 1981-ben:

Egy transzformátornak 200, 300 és 400 menetes
tekercsei vannak. Mely kapcsolásban lehet egy adott
váltófeszültséget a lehetô legnagyobb arányban erôsí-
teni? (1981/3. feladat)

E feladatnak már nincs triviális megoldása; sok
próbálgatás, gondolati kísérletezgetés után lehet rá-
jönni, hogy ha a 200 és a 300 menetes tekercseket
ellentétesen kapcsolva használjuk primer tekercsként,
a 300 és 400 menetes tekercset pedig szabályosan
sorba kapcsolva szekunderént, akkor 7-es erôsítést
érhetünk el, amely az adott esetben a lehetséges ma-
ximális érték.

Egy kartonhengertôl meghatározott távolságra,
vékony fonálra egy lágyvasdarabkát függesztünk. A
hengerre huzalból tekercset csévélünk, és erre egy
meghatározott váltófeszültséget kapcsolunk. A vasda-
rabka kissé elmozdul. Hogy a hatást megnöveljük, a
hengerre kétszer annyi menetet csévélünk. Mit fogunk
tapasztalni? (1987/3. feladat)

Azt kellett észrevenni, hogy a vasdarabkára kifejtett
erôhatás a tekercsben folyó árammal és a tekercs me-
netszámával is közelítôleg arányos. A menetszám
megkétszerezése négyszeresre növelné a tekercs in-
duktivitását, majdnem ilyen arányban nône a tekercs
váltóáramú ellenállása is, tehát a tekercsen átfolyó
áram majdnem a negyedére csökkenne. Hiába a me-
netszám kétszerezôdése, az áram sokkal jobban csök-
kenne, így az erôhatás is kisebb lenne.

1989-ben Vermes Miklós már nem vett részt a ver-
senybizottságban. Ebben az évben mindhárom felada-
tot Károlyházy Frigyes adta. Idézzük fel most az elekt-
romosságtani feladatot, megoldással együtt.

Az iskolai 12 V-os, 50 Hz-es váltóáramú áram-
forrásra sorba kapcsoltunk egy 24 V, 10 W-os izzót
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és egy 101,3 μF kapacitású kondenzátort. Az izzó

1. ábra

R R L

C C

12 V� 12 V�

2. ábra

IL
IC

IR

a

alig világít. Rendelkezésünkre áll még egy 0,1 H
induktivitású tekercs is. Hogyan lehetne a kapcso-
lást úgy átalakítani, hogy az izzó szép fényesen
világítson? (A tekercs ohmos ellenállása elhanyagol-
ható. Csak a kapcsolást szabad átalakítani, az al-
katrészeket nem.)

Megoldás. A 24 V, 10 W-os izzó ellenállása:

A 101,3 μF-os kondenzátor váltóáramú ellenállása:

R = (24 V)2

10 W
= 57,6 Ω.

A 0,1 H induktivitású tekercsre:

XC = 1
ω C

= 1
314 s 1 101,3 10 6 F

= 31,4 Ω.

Mivel e két váltóáramú ellenállás egyenlô, az ember-

XL = ω L = 314 s 1 0,1 H = 31,4 Ω.

nek azonnal a rezonancia jut az eszébe. Kapcsoljuk
sorba mindhárom elemet! Ekkor az eredô impedancia
az ohmos ellenállással egyenlô, és erre jut a generátor
teljes feszültsége – mégsem ez a legjobb megoldás.
Igaz, eredetileg a kondenzátorra és az ellenállásra
együtt jutott 12 V, most pedig magára az ellenállásra
egyedül, de hát hol van ez még attól a 24 V-tól, ami az
izzó üzemi feszültsége? Jobban világít az izzó, de ez
még nem az igazi.

Ha mindhárom elemet párhuzamosan kapcsoljuk,
akkor is csak 12 V juthat az izzóra.

Térjünk vissza az eredeti ötlethez, a soros rezonan-
cia esetéhez! A sorba kapcsolt tekercsen és kondenzá-
toron külön-külön sokkal nagyobb lehet a feszültség,
mint a generátor feszültsége. Nem lehetne ezt kihasz-
nálni?

Kössük sorosan a tekercset és a kondenzátort a
generátorra, és kapcsoljuk az izzót valamelyik elem-
mel párhuzamosan! Mivel eredetileg a kondenzátor és
az izzó voltak sorosan kapcsolva, a legegyszerûbb az
lesz, ha a már összeállított kapcsolásban az izzóra
párhuzamosan rákötjük a tekercset (1. ábra ).

Most hogyan határozhatjuk meg az izzóra jutó fe-
szültséget?

Az izzóra és a tekercsre ugyanaz a feszültség jut. A
tekercsen átfolyó áram negyed periódust (90°-ot) késik

ehhez a feszültséghez képest, az iz-
zón átfolyó áram pedig ugyanab-
ban a fázisban van, mint a rá jutó
feszültség. Ez azt jelenti, hogy a te-
kercsen és az izzó ellenállásán át-
folyó áram között 90° fáziskülönb-
ség van. A szokásos vektoros áb-
rázolással még a kondenzátoron át-
folyó áramot is megkaphatjuk, mint
a kettô vektori összegét (2. ábra).

Az ábra alapján tgα értéke:

tgα =
IL

IR

= R
ω L

= R ω C.

Az áramok vektorábráját

3. ábra

IC

UC

IR UR

a

felhasználva szerkeszthet-
jük meg a feszültségek
vektorábráját. Az ellenál-
láson a feszültség ugyan-
olyan fázisú, mint a rajta
folyó áram, tehát IR és UR

vektora ugyanolyan irá-
nyú. A kondenzátoron a feszültség 90°-kal van elma-
radva a kondenzátoron folyó áramhoz képest, ahogy
azt a 3. ábra mutatja. UC értéke az ábra alapján

UC = IC

1
ω C

=
IR

cosα
R

tgα
=

UR

sinα
.

Ezt az összefüggést fel-

4. ábra

UUC

UR

a használva szerkeszthet-
jük meg a generátor fe-
szültségének vektorát is
(4. ábra ).

A 4. ábrá ról már leolvasható az izzóra jutó UR és a
generátor U feszültsége közti összefüggés:

UR = U tgα = U R
ω L

= 12 V 57,6 Ω
31,4 Ω

= 22,0 V.

Ekkor már mondhatjuk, hogy a 24 V-os izzó fényesen
világít.

Ugyanilyen jó megoldás az is, ha az izzót a kon-
denzátorral kötjük párhuzamosan és velük sorba a
tekercset. Az összes többi esetben az izzóra ennél ki-
sebb feszültség jut.

Megjegyzés. Akik ismerik e vektoros számítás mé-
lyebb hátterét, az úgynevezett komplex formalizmust,
azok algebrai úton is kiszámíthatják mindazt, amit a
fenti geometriai megoldásból kaptunk. A komplex
formalizmusban az áramokat és a feszültségeket
olyan komplex számokkal jellemezzük, amelyek ab-
szolút értéke adja az áramok és feszültségek csúcsér-
tékét, a valós tengellyel bezárt szög pedig a fázisszö-
get. A komplex impedanciák:

ahol a komplex egységgyök.

X̃L = j ω L, X̃C = 1
j ω C

, R̃ = R ,

j = 1
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Hangsúlyozzuk azonban, hogy a feladatot meg

6. ábra
AA B

U/2

C

lehetett oldani a komplex formalizmus ismerete nél-
kül is.

A hosszú tekercs és a kis izzó kedvenc kalandozási
területe volt Károlyházy Frigyesnek, az indukció pe-
dig maga egy olyan jelenség, amely különösen alkal-
mas fizikai gondolatok felcsillantására. Jól mutatja ezt
az alábbi két Károlyházy feladat a 2007. és a 2009. évi
Eötvös-versenyrôl.

Egy terebélyes vasmaggal ellátott, nagy öninduk-
ciójú, de mégis elhanyagolható ohmikus ellenállású
tekercs végeit U feszültségre méretezett izzón keresztül
kötjük össze. Ha az A és B pontok közé U/2 effektív
értékû váltakozó feszültséget kapcsolunk, az izzó
nagyon halványan világít.

5. ábra

A B

A B

I t( )

U/2 ~

C

Mivel a tekercs közepérôl is van egy C kivezetés, meg-
próbáljuk a feszültségforrás pólusait az A és C pontok-
hoz kötni. Megváltozik-e az izzón átfolyó áram erôs-
sége, és ha igen, hogyan? Az 5. ábrán bejelöltük a fôág-
ban folyó I(t) pillanatnyi áram irányát. Hogyan folyik
az áram ugyanekkor a tekercsben?

Megoldás. Három dolgot kell egymás után észre-
vennünk, hogy viszonylag gyorsan eljussunk a helyes
válaszhoz.

1. Mivel a tekercs ohmikus ellenállása elhanyagol-
ható, ezért UAC ≈ U /2 kell legyen, hogy ne folyjék a
generátoron végtelen nagy áram.

2. Mivel a fluxusváltozás mértéke a tekercs külön-
bözô részein ugyanakkora, ezért mindkét féltekercsen
ugyanakkora az indukált feszültség, tehát UAC = UCB.

3. Mivel a lámpa párhuzamosan van kapcsolva a
generátor plusz a tekercs jobb oldali felével, ezért

Ulámpa = Ugen UCB = U
2

U
2

, tehát Ulámpa = U.

Így a lámpa az „üzemi” feszültséget kapja, ezért jól ég!
Az áramirányok meghatározásához – Werner Miklós

ötlete alapján – rajzoljuk át a megadott kapcsolást a
következô módon: képzeljük el, hogy a tekercs bal
oldali részét alkotó huzalt hosszában kettévágjuk, és
így ezen az oldalon két, egymás mellett futó tekercshez

jutunk (6. ábra ). Kaptunk egy AC tekercset, amire a
generátor feszültségét kapcsoljuk, és egy AB tekercset,
amire a lámpát kötöttük. Ez bizony egy transzformátor!
A primer menetszám N/2, a primer áram (a feladatban
alkalmazott jelölés szerint) I. A szekunder menetszám
N, tehát a szekunder áram I/2 lesz.

C -tôl B felé I /2, C -tôl

7. ábra

I/2 I/2
IA felé ugyancsak I /2

(I− I /2 = I /2) áram folyik
(7. ábra ).

Megjegyzések. Bemutatunk további három megol-
dást, amellyel a versenyzôk eljutottak a helyes válasz-
hoz. Mindegyikük „ráérzett” a feladatban rejlô transz-
formátorra (ténylegesen auto-transzformátornak ne-
vezik a feladatban megadott kapcsolást), és helyesen
alkalmazták az általuk ismert összefüggéseket. Nem
részletezzük, csak vázoljuk a megoldásnál követett
gondolatmeneteket.

1. Konczer József a 8. ábrán látható módon rajzol-

8. ábra
U/2

I

RL1

L2

I1

I2

ta át a kapcsolást. Figyelembe véve a tekercsrészek
közötti szoros csatolást, a kölcsönös indukciós együtt-
ható: M = (L1 L2)

1/2. Az indukált feszültségek:

illetve

U1 = L1

Δ I1

Δ t
M

Δ I2

Δ t
,

Mivel most L1 = L2 = L = M, ezért

U2 = L2

Δ I2

Δ t
M

Δ I1

Δ t
.

A generátor feszültsége:

U1 U2 = 0.

U
2

= U2 = I1 R U1,

ebbôl pedig I1 R = U következik.
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2. Kónya Gábor a 9. ábrán látható módon rajzolta

9. ábra

U/2

I

L L

U1 U2

I R2

I1 I2

át a kapcsolást. A szinuszos váltakozó áram tárgyalá-
sára kidolgozott komplex formalizmus ismeretében ô
az alábbi egyenleteket tudta felírni:

U1 = j ω L I1 I2 ,

U2 = j ω L I2 I1 .

Ezekbôl következik, hogy U2 = −U1. Mivel

ezért

U1 = U2 I2 R és U1 = U
2

,

kell legyen. (j -vel itt is a komplex egységgyököt,

U
2

= U
2

I2 R , vagyis U = I2 R

-et jelöltük.)1

3. Szolnoki Lénárd úgy rajzolta át a kapcsolást (10.

10. ábra
U/2

U/2

U/2

I

U
✽

I1

I2

szekunder

primer

ábra ), hogy még jobban emlékeztessen egy veszte-
ségmentes, zárt vasmagú transzformátorra. Mivel a
transzformátor szekunder oldalán ellentétes „irányú” a
feszültség, mint a primer oldalon, ezért a felsô hurok-
ra felírva a második Kirchhoff-törvényt, kapjuk:

U
2

U
2

U✽ = 0, tehát U✽ = U.

Mindhárom megoldó már a saját rajzán helyesen jelöl-
te be az áramok irányát.

Egy hosszú, keskeny szolenoidban egyenáramot tar-
tunk fenn. Legyen például a tekercs hosszúsága l =
60 cm, sugara r = 2 cm, menetszáma N = 600, az
áramerôsség I0 = 1 mA.

A tekercset a közepe táján hézagmentesen körül-
vesszük egy egyszerû, zárt vezetô hurokkal (A), és egy
ugyanekkora átmérôjû, de kettôs hurkot (zárt, „két-
menetes tekercset”) (B) helyezünk el a tekercs szájá-
nál is, a 11. ábra szerint. A és B olyan anyagból ké-
szült, amely viszonylag könnyen szupravezetôvé te-
hetô, ohmikus ellenállása kellôképpen alacsony hô-
mérsékleten zérussá válik.

11. ábra

A B

Kezdetben természetesen nem folyik áram A-ban
és B-ben. De most lehûtjük, szupravezetôvé tesszük
ôket, majd a szoleniod áramkörét megszakítjuk. Ek-
kor (mivel a mágneses fluxus, amely egy zárt szupra-
vezetô áramkörön halad át, nem változhat meg) az
A hurokban valamekkora IA, a kettôs hurokban IB

áram indukálódik, amely fenn is marad.
1. Hasonlítsa össze IA és IB nagyságát! Közelítôleg

egyenlôk-e, és ha nem, melyik nagyobb a másiknál és
hányszor?

2. A szolenoidra vonatkozó adatok ismeretében
adjon valamilyen ésszerû becslést IA értékére!

Megoldás. Az elsô kérdésre viszonylag könnyen
válaszolhatunk, ha felismerjük, hogy amikor állandó
erôsségû áram folyik a szolenoidban, akkor a tekercs
szájánál fele akkora mágneses fluxus alakul ki, mint a
tekercs közepe táján. (Ennek legegyszerûbb igazolá-
sához úgy juthatunk, hogy gondolatban hozzáillesz-
tünk a szolenoidhoz egy ugyanolyan másikat. Azon a
helyen, ahol a két tekercs találkozik, mindkét tekercs-
nek a szimmetriatengely irányában B /2 nagyságú
mágnesesindukció-vektor komponest kell létrehoznia
ahhoz, hogy kialakuljon a tekercs belsejére jellemzô,
B nagyságú indukcióvektor.)

A fele nagyságú mágneses fluxust két menettel kell
létrehozni a tekercs végén, vagyis egy menetben itt
negyedakkora áram is elég, mint amire a tekercs kö-
zepe táján lévô egyetlen menetben van szükség.

A feladat második kérdése az A hurokban folyó IA

áram nagyságára vonatkozik. Egy körvezetôben folyó
I áram a körvezetô középpontjában

B = μ0

I
2 r

nagyságú mágneses teret hoz létre. Elsô közelítésben
tegyük fel, hogy ez éppen akkora, mint amekkorát a
szolenoidban folyó I0 áram hozott létre:

B = μ0

I0 N

l
.
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Ebben a közelítésben tehát

Behelyettesítve a megadott értékeket, a tekercs közepe

I = 2 r
I0 N

l
.

táján levô hurokban indukálódó áramra I = IA = 40 mA
adódik. Figyelembe véve azonban azt, hogy a körveze-
tô közepén a legkisebb a mágneses indukció értéke,
vagyis a körlap pontjaira vonatkozó „átlagos” indukció
ennél biztosan nagyobb, a 40 mA-nél biztosan kisebb
áram indukálódik a szupravezetô hurokban.

Felhasználva például a körvezetô induktivitására a
szakirodalomban található

közelítô képletet (és feltételezve, hogy mondjuk rdrót =

L = μ0 r ln r
rdrót

r /50), a körvezetôben indukálódó áramra a fluxus
változatlanságát kifejezô

összefüggésbôl IA = 16 mA adódik.

μ0

I0 N

l
r 2 π = L IA

Megjegyzések:
1. A drót vastagságára vonatkozó adat nem szere-

pelt a feladat szövegében, de az eredmény – ésszerû
határok között – nem is függ lényegesen ettôl az adat-
tól. Ha például a drót sugara r /10 vagy r /100, az in-
dukálódó áramerôsségre 27 mA, illetve 13 mA értéke-
ket kapunk.

2. IA -ra a következô egyszerû megfontolással is ad-
hatunk nagyságrendi becslést. A szolenoid közepe táján
az átmenô fluxust nagyon sok menetben folyó áram
együttes hatása hozza létre. A vizsgált helyen levô
egyetlen menet (mint körvezetô) fluxusa annyiszor ki-
sebb az egymenetes szupravezetô fluxusánál, ahányszor
kisebb az I áram IA -nál. Gyakorlatilag ugyanekkora flu-
xust hoz létre a szolenoid kiszemelt menete melletti
egy-egy „körvezetô” menet is. A távolabbi (néhány r -nyi
távolságnál jóval messzebb levô) menetek azonban már
egyre kevésbé járulnak hozzá a középsô rész fluxusá-
hoz, hiszen a mágneses terük „szétszóródik”, erôvona-

laiknak csak kis része halad át a kiszemelt körlapon. A
szolenoid néhányszor (mondjuk 1 vagy 2-szer) r hosz-
szúságú szakaszán körülbelül 20-40 menet található.
Ezek mágneses fluxusa akkor lesz ugyanakkora, mint az
egyetlen szupravezetô köráram fluxusa, ha IA 20-40-szer
erôsebb, mint a szolenoid 1 mA-es árama.

Fejezzük be ezt a négy részes visszatekintést egy
olyan fotóval, amely Károlyházy Frigyes egyik elôadá-
sán készült [4]. A kép jelentése talányos, éppen olyan,
mint egy Károlyházy feladat. Az elôadó mosolyog,
miközben a kezével is magyaráz, talán válaszol egy
feltett kérdésre – de az is lehet, hogy már éppen befe-
jezte az elôadást, és vidáman búcsút int a hallgatóság-
nak. Ez utóbbi jelentés mára szimbolikussá vált.

Károlyházy Frigyes elköszönt tôlünk, de írásaiban
ránk hagyta fizikai szemléletét, emlékezetünkre bízta
sok érdekes elôadását. Megôrizzük emlékét, amíg
csak tudjuk.

Radnai Gyula
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A szerkesztôbizottság fizika

tanításáért felelôs tagjai kérik

mindazokat, akik a fizika

vonzóbbá tétele, a tanítás

eredményességének fokozása

érdekében új módszerekkel,

elképzelésekkel próbálkoznak,

hogy ezeket osszák meg a

Szemle hasábjain az olvasókkal!
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