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MI A RENORMCSOPORT?

Rövid lappangási idô után jó fél évszázada robbant be a fizikába a renormcsoport módszere
[1]. Ahol csak megjelent váratlan vagy csak megsejtett összefüggésekre világított rá és új
gondolatmeneteket indított el. Kezdetben a kvantumtérelméletben nagy energián fellépô
divergenciák kiküszöbölésének problémáját oldotta meg, majd az elektron töltése és tömege
megfigyelési skálafüggésére hívta fel a figyelmet. Ezután a kritikus jelenségek rejtélyes világá-
nak rendszerezése következett, majd a statisztikus fizika és a kvantumtérelméletek közös nyel-
vét alakította ki. Az utóbbi évtizedekben az erôsen csatolt kvantumtérelméletek megoldásában
játszott kulcsszerepet.

Nem csak a sokrészecske rendszerekben bizonyult hasznosnak a renormcsoport, a bifurkáció
és a kaotikus viselkedés átmenetének leírásában [2] is átfogó képet nyújtott. Az alkalmazások
köre azóta is bôvül, és kiterjedt például a parciális differenciálegyenlet megoldásainak aszimptoti-
kus viselkedésére [3], továbbá a szekuláris és divergens perturbációk kiküszöbölésére [4]. Az
utóbbi idôben a komplex hálózatmodellek tulajdonságainak feltérképezésében [5] bizonyult
hasznosnak, sôt még a komplexitás átfogóbb leírásához is hozzásegített [6]. Az alkalmazások
köre a fizikán is túllép, a valószínûségszámítás módszere természetes továbbfejlesztésének
bizonyult [7], az adatfeldolgozás statisztikus [8] és a strukturális (Deep Learning) [9] módszerei-
ben új szempontokat vetett fel. Még a természettudomány határain túl is hasznosnak bizonyult a
renormcsoport, mint például a kulturális fejlôdés ôstörténelme [10], a jelenkori történelemben a
népszavazás mûködése [11] és a tömegpszichológia mechanizmusa [12] leírásában. A módszer
alapítója, Kenneth Wilson élete végén az oktatás problémájára összpontosította figyelmét, abban
ismerve fel a történelem „releváns operátorát”.

Honnan ered a renormcsoport módszerének ilyen széles alkalmazási köre? Egy összetett
rendszer megértését szinte reflexszerûen úgy kezdjük el, hogy elôször gondolatban alkotóele-
meire bontjuk, majd az elemek szabályszerûségei ismeretében megpróbáljuk újra összerakni az
egészet. A renormcsoport célja ezen eljárás módszeres végrehajtása.

A következô írások a renormcsoport hazai fejlesztésébe és alkalmazásaiba nyújtanak bete-
kintést. Nagy Sándor a kvantumgravitáció renormalizálásának legújabb fejleményérôl számol
be. Itt a téridô folytonossága a tét, hogy megfogalmazható-e a gravitáció kvantumelmélete
anélkül, hogy a téridôben diszkrét struktúrát vezetnénk be. Fejôs Gergely egy, a királis anomá-
lia és a kvarkfelszabadítás által gazdaggá tett dinamikai folyamatot, a királis szimmetriasértést
tárgyalja. Az itt fellépô fázisátmenet rendjének meghatározása a renormcsoport újszerû alkal-
mazásán alapul. Kovács Tamás György a kvantum-színdinamika közelítô numerikus megoldá-
sáról tudósít, amelyet a renormcsoport segítségével lehet elegánsan megfogalmazni. Ugyan-
csak a renormcsoport teszi lehetôvé annak követését, ahogy a rövid távolságon gyengén köl-
csönható kvark-gluon szabadságfokok felépítik az erôsen kölcsönható hadronokat. A fizikai
rendszerek leírását döntôen leegyszerûsíti a transzlációinvariancia, amelynek elvesztése és az
abból fakadó relaxációs folyamatok lelassulása megoldhatatlannak tûnô problémákhoz vezet.
Ezt a kérdéskört célozza Juhász Róbert az erôsen rendezetlen rendszerekben elôforduló fázis-
átmenetekkel foglalkozó írásával. A renormcsoport fogalmi keretét Polónyi János módszertani
összefoglalója járja körül.

Polónyi János
Strasbourg Egyetem, Strasbourg, Franciaország
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KIS PARAMÉTEREK ÉS A NAGY EGYESÍTÉS

1. táblázat

A kvantumtérelmélet és a renormcsoport
fõbb módszerei

kvantumtérelmélet renormcsoport idõszak

renormalizált elméletek multipikatív rcs. 1954–1970.

csupasz elméletek
blokkolás

funkcionális rcs.

1971–1984.

1984–2006.

nyitott elméletek kvantum rcs. 2006–

Polónyi János 1978-ban fizikus diplomát,
majd 1979-ben PhD fokozatot kapott az
ELTE-n. Ezután a KFKI-ban kezdett dolgoz-
ni, majd a darmstadti GSI-ben és a Univer-
sity of Illinois-n volt post. doc. Ezt köve-
tõen az MIT-n, késõbb az ELTE-n és végül
Strasbourgban egyetemi tanár. Érdeklõdési
területe a kvantummechanika, a kvantum-
térelmélet és a renormalizációs csoport.

Polónyi János
Strasbourg Egyetem, Strasbourg, Franciaország

Gondolatmenet

A renormcsoport kialakulását két szempont alapján
fogjuk követni a legáltalánosabb alkalmazási terüle-
tén, a kvantumtérelméletben. A módszer különbözõ
felbukkanása egy-egy kis paraméterre vezethetõ visz-
sza. A kis paraméterek a Természet rendkívül össze-
tettségét leíró, nehezen kezelhetõ és átlátható egyen-
letek egyszerûsítéséhez, illetve jelentésük megértésé-
hez segítenek. Az eredmény – mint látni fogjuk – egy,
a fizikán átívelõ egység ígérete, amely egy parado-
xonnak tûnõ állításon alapul, miszerint a fizikai meg-
figyelések eredménye függ a megfigyelést jellemzõ
skálaparaméterektõl, azaz nincsenek fizikai állandók
és fix törvények. Itt a skálaparaméter dimenzionális
mennyiséget jelöl, amelynek nincs abszolút numeri-
kus értéke és nagysága csupán más, azonos dimen-
ziójú mennyiségekhez képest értelmezhetõ. A re-
normcsoport alkalmazása hûen követte a kvantum-
térelmélet fejlõdését, és az uralkodó szemléletmód
alakulását az 1. táblázat foglalja össze.

Multiplikatív renormcsoport

A renormcsoport elõször a kvantumtérelméletekben
merült fel. A perturbációszámítás magasabb rendjeiben
a közbensõ állapotok teljes rendszerére összegzünk,
ahol a tetszõlegesen nagy impulzusú állapotok járuléka
ultraibolya, UV-divergenciákhoz vezet, amelyek kikü-
szöbölése azon a megfontoláson alapul, hogy a köl-
csönható elméletet definiáló Lagrange-függvény αcs csu-
pasz paraméterei, úgymint tömeg és csatolási állandók,
csupán numerikus paraméterek és nem fizikai mennyi-
ségek. Ez abból az triviális megfigyelésbõl következik,
hogy a fizikai mennyiségek perturbációszámítással felírt
alakjai valóban αcs rendkívül komplikált függvényei.

Regularizálás

Megváltoztatjuk a dinamikát oly módon, hogy a részecs-
kék járulékait csak egy általunk bevezetett, és Λ-val je-
lölt, UV energialevágási skála alatt vesszük figyelembe.
A levágást hosszúságegységekben kifejezve felfoghat-
juk, mint egy = ¥c/Λ minimális távolságot, amely el-
méletünk térbeli felbontóképességét jellemzi. Ennek
eredményeképpen az elméletbõl származtatott F (αcs,Λ)
fizikai mennyiségek nem csak az elmélet csupasz para-
méterei, hanem a levágás függvényeivé is válnak. A le-
vágás szerepének megértéséhez gondoljunk a matema-
tika és a fizika közötti alapvetõ különbségre, hogy a ma-

tematika bármely ellentmondásmentes axiómarendszer-
rel foglalkozik, míg a fizika számára ezek közül csak a
Természetben megtalálhatók a fontosak. Továbbá a fizi-
ka alapegyenleteit csak egy véges, jól behatárolható
skálaintervallumban ismerjük, jelenleg nagyjából a pro-
ton átmérõjének egy százalékától az Univerzum átmérõ-
jének 96%-ig bezárólag. Ha az így megismert egyenletek
extrapolációja zérus távolságig matematikailag jól defi-
niált, akkor esély van arra, hogy az egyenletek kisebb
távolságokon is érvényben maradnak. Az persze másik
kérdés, hogy – szerintem – a fizika utolsó évszázadának
láttán naivitás hinni, hogy a jelenleg ismert fizikai törvé-
nyek közül tetszõleges nagy energián bármelyik is al-
kalmazható marad. Amennyiben az extrapoláció mate-
matikailag elfogadhatatlan végtelenhez vezet, akkor biz-
tosak lehetünk, hogy elméletünket nem használhatjuk
tetszõlegesen rövid távolságon. A levágás a mi bizonyta-
lanságunkat jellemzi, ezen az energiaskálán túl elméle-
tünket nem akarjuk érvényben tartani. A semleges pion
bomlása két fotonra azt jelzi, hogy a kvantum-elektrodi-
namikában és persze a részecskefizika standard modell-
jében is nagy, de véges UV-levágás szerepel.

Renormalizálás

�

Mihez kezdjünk az ismereteink határát jellemzõ Λ-pa-
raméterrel? Mivel sem numerikus értéke, sem pedig a
levágás környékén bevezetett elnyomás részletei nem
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egyértelmûek, nem engedhetjük meg, hogy ezek a té-
nyezõk befolyásolják az elmélet fizikai tartalmát. Ezt
pedig úgy próbáljuk elérni, hogy az elméletet definiáló
csupasz paramétereknek olyan Λ-függést vezetünk be,
ami pont kiejti a perturbációszámításban megjelenõ
Λ-függést. Mivel csak meghatározott számú αcs,n (n = 1,
…, N ) csupasz paraméterünk van, amelyek Λ-függését
mi szabhatjuk meg végtelenül sok fizikai mennyiséggel
szemben, ez az eljárás általában nem lehet sikeres. Leg-
feljebb azt remélhetjük, hogy azok a fizikai mennyisé-
gek váljanak Λ-függetlenné, amelyek jellemzõ ener-E
giaskálája kellõen messze van a levágástól. Ezt pedig
úgy érjük el, hogy megköveteljük a

renormalizációs feltételt, amelyben a bal és a jobb

(1)Pn = Fn αcs, Λ , n = 1, …, N

oldalon különbözõ, alkalmasan megválasztott fizikai
mennyiségek mért értéke, illetve annak a perturbáció-
számítás adott közelítésében kiszámított kifejezése áll.
Ezen a ponton jelenik meg az elsõ kis /Λ paraméte-E
rünk, amely ezen egyszerûsödés feltétele.

Renormalizált elmélet

Tegyük fel, hogy az (1) egyenletrendszer megoldható
a csupasz paraméterekre. Azt az elméletet, amelyben
ez tetszõlegesen nagy Λ-ra is megtehetõ és az így
megalkotott αcs(Λ) csupasz paraméterekkel definiált
elmélet a Λ → ∞ határesetben már nem tartalmaz UV-
divergenciát, renormalizálhatónak hívjuk. A perturbá-
ciószámítás keretein belül belátható, hogy a renorma-
lizálható elméletek minden véges skálához tartozó
fizikai kifejezése konvergál a Λ→∞ határesetben és ez
a definíció független a renormalizációs feltételek
megválasztásától. A 3+1 dimenziós világunkban eddig
csupán a nemabeli mértékelméletek, azaz a kvantum-
színdinamika és a elektrogyenge elmélet SU(2) mér-
tékbozonjai valósítanak meg perturbatívan renormali-
zálható kölcsönhatást, a kvantumgravitáció esete még
nyitott, mert a renormalizálás nem perturbatív.

Az ismert kvantumrendszerek perturbatív sorának
konvergenciasugara zérus, ezek a sorok csak aszimp-
totikusan konvergálnak, maximális pontosságukat
1/gcs körüli rendben érik el, ahol a gcs csatolási állan-
dó a perturbatív kifejtés kis paramétere. A csupasz
paraméterek viszont a Λ → ∞ határesetben divergál-
nak, így a levágást nem választhatjuk tetszõlegesen
nagynak. Ezzel a problémával egy messze vezetõ út
indul további kis paraméterek keresésére.

Renormalizált perturbációs sor

Alkossunk meg egy-egy mérési eljárást az elmélet pa-
raméterei számára, amelynek eredményei a paraméte-
rek αn fizikailag jól értelmezett, renormalizált értékét
definiálja. Például egy részecske tömegét definiálhat-

juk energiája segítségével a nyugalmi rendszerében és
a csatolási állandókat pedig alkalmasan megválasztott
részecskeütközés szórásamplitúdója alapján. Az eljárás
nem egyértelmû, és csupán ésszerû, intuitív definíciót
várunk el ezen a ponton. Ezután használjuk az ily
módon definiált fizikai paraméterértékeket, mint re-
normalizációs feltételt a Pn = αn megválasztásával (1)-
ben. Belátható, hogy a csupasz paraméterekben felírt
perturbációs sor átrendezhetõ oly módon, hogy az
eredeti sorban megjelenõ Λ-függõ divergenciákat a
csupasz paraméterek Λ-függése kiejti és az így már a Λ
→∞ határesetben konvergáló kifejezés felfogható úgy,
mint egy, a renormalizált csatolási állandókban felírt
hatványsor. Az elmélet paraméterei újradefiniálásának
lehetõségét E. C. Stueckelberg és A. Petermann vették
észre [1], és e lehetõség módszeres felhasználása a
divergenciák eltávolítására N. N. Bogoljubov és D. V.
Shirkov úttörõ munkájának eredménye [2].

A perturbációs sor ilyen átrendezése és a renorma-
lizált csatolási állandó, mint kis paraméter használata
problematikus annak ismeretében, hogy a konvergen-
ciasugár zérus, és egy további zavaró tényezõ, hogy
nincsen olyan véges elmélet, amelynek perturbatív
sora ez lenne. Más szóval a renormalizált perturbáció-
számítással kezelt elméleteket lehetetlen nem pertur-
batív szintre kiterjeszteni. A perturbációszámításon
csak a csupasz elméletek szintjén lehet túllépni.

Multiplikatív renormcsoport

A renormalizáció segítségével megalkothatjuk a re-
normalizált trajektóriát a csupasz paraméterek teré-
ben. Ez egy adott renormalizációs feltétellel meghatá-
rozott, különbözõ levágáshoz tartozó csupasz para-
méterek görbéje, amelynek pontjai Λ segítségével
parametrizálhatók. A görbe dαcs/dΛ érintõvektora
kielégíti az Fn (dαcs/dΛ, Λ) = 0 (n = 1, …, N ) egyenlet-
rendszert. A részletes analízis alapján a levágásfügget-
lenség a kvantumtér-operátor

multiplikatív transzformációját is igényli, innen szár-

φ (x ) → Z (s ) φ (x )

mazik e renormcsoportmódszer neve.
Ez az eljárás megismételhetõ a renormalizált para-

méterek terében is. Tegyük fel, hogy a renormalizált
paraméterek definiálására alkalmazott mérési eljárás
egy közös energiaskálára alapul és írjuk a renorma-E
lizációs feltétel megoldását a αcs = a (α, , Λ) alakban.E
A renormalizált trajektória a rögzített αcs mellett azE
változtatásával kirajzolódó görbe, az

egyenlettel definiált dαk /d érintõvektorok integrál-

(2)0 =
∂an (α, E, Λ)

∂E
+

N

k = 1

dα k

dE

∂an (α, E, Λ)

∂α k

E
görbéje. Az elmélet paraméterterében megalkotott
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trajektóriák mentén a Λ→ sΛ, illetve az ská-E →sE
latranszformációk egy transzformációs csoportot, a
renormcsoportot valósítanak meg. A renormalizált
paraméterek trajektóriáját M. Gell-Mann és F. Low
vezette be a kvantum-elektrodinamikában [3].

Fizikai állandók

Hogyan interpretálandók a renormalizált trajektória
által bevezetett futó csatolási állandók? A csupasz pa-
raméterek terében olyan egydimenziós regularizált
elméletsereget határoz meg, amelynek renormalizációs
feltétele egy adott Pn integrációs állandókhoz tartozik,
és csupán a térbeli felbontóképesség különbözõ. A re-
normalizált paraméterek terében megvalósított trajek-
tória a fizikai paraméterek skálafüggését fejezi ki. A
csupasz és a renormalizált paraméterek trajektóriája
pedig megegyezik a perturbációszámítás vezetõ rend-
jében. Rögtön látszik egy eléggé meglepõ állítás: a re-
normalizált elméletet a paramétertérben a renormali-
zált trajektória rögzíti, ily módon az N paramétert tar-
talmazó renormalizálható elméletnek valójában csak
N−1 szabadon választható paramétere van.

A renormalizált paraméterek trajektóriája a fizikai
mennyiségek és törvények alapvetõ tulajdonságára
hívja fel a figyelmet, nevezetesen arra, hogy a méré-
sek eredményei függenek a megfigyelés skálaparamé-
tereitõl. Ezek után természetesnek adódik az is, hogy
a mérési eredményeknek megfelelõ fizikai törvények
is skálafüggõk.

Blokkolás

A szabadságfokok fokozatos kiküszöbölése vagy a
dinamikába iktatása a renormcsoport alapötlete. Ez a
statisztikus fizikában is felbukkant a kritikus rendsze-
rek vizsgálata folyamán. Ezt az elképzelést és a kvan-
tumtérelmélettel való egybeolvadását tekintjük át eb-
ben a fejezetben.

Kritikus jelenségek

A fázisátmenetek, a makroszkopikus átlagok szingulá-
ris függése a mikroszkopikus paraméterektõl több
szempontból is kivételesen érdekes és meglepõ jelen-
ségek. Már létezésük is meglepõ, hiszen a fizika alap-
vetõ egyenletei nem mutatnak szingularitást – mondjuk
a mozgási energiában, ami kritikus hõmérséklethez
vezethetne az ekvipartíciós tétel alapján. További kihí-
vást jelentenek a kritikus jelenségek, olyan, általában
másodrendû fázisátalakulások, ahol a korrelációs hossz
divergál, mint például a kritikus opalescencia, a ferro-
mágnesesség. A probléma itt többszintûvé válik: egy-
részt addig példa nélkülien egyszerû összefüggések
jelentek meg a kritikus pont körül, mint a termodinami-
kai változók divergenciáinak hatványfüggvényjellege, a

kitevõk univerzalitása, azaz a kémiai összetételtõl való
nagymértékû függetlensége, és a különbözõ univerzali-
tási osztályokban fennálló egyszerû kapcsolataik. Más-
részt ezek megértéséhez az addigi elméleti módszerek
nem elegendõk, mert a nagy korrelációs hossz miatt
egy szabadságfok túl sok másikkal hat kölcsön, és ezt a
perturbációszámítással nem lehet követni.

B. Widom észrevette, hogy a kritikus exponensek
megjelenése és egyes, közöttük fennálló összefüggé-
sek érthetõvé válnak, amennyiben feltételezzük, hogy
az állapotegyenlet szinguláris része a termodinamikai
változók homogén függvénye [4]. De miért jelenik
meg ez az egyszerû függvényalak éppen a lehetõ leg-
komplikáltabb fizikai körülmények között?

Blokkolás

A legmeggyõzõbb választ L. Kadanoff adta az Ising-
modell keretén belül [5], ahol L. Onsager egzakt meg-
oldása alapján [6] már ismeretes volt, hogy mi törté-
nik, csak éppen érteni nem lehetett. Írjuk az Ising-
modell állapotösszegét a

alakba, ahol j a spinrács indexét jelöli, az összegzés a

(3)Z
{ sj ±1}

e H [sj ]

spinkonfigurációkra terjed ki és az 1/kBT faktort beol-
vasztottuk H [sj ]-ba. Csoportosítsuk az eredeti változókat
blokkokba, amelyeket a j ′ indexszel azonosítunk, és
vezessük be valamely ésszerû módon a blokkot jellem-
zõ sj ′′ = Fj ′ [s ] spint, például a többségi szabály alapján

A triviális

sj ′′ = Fj ′ [s ] = sign ′
j ∈ j ′

sj .

azonosságot a (3) egyenletbe beillesztve és a két ösz-

(4)1 =
{ sj ′′ = ±1} j ′

δ sj ′′ , Fj ′ [s ]

szegzés sorrendjét megcserélve az állapotösszeg átír-
ható a blokkspinekre történõ összegzés formájában,
ahol a blokk Hamilton-függvényt az

egyenlettel definiáljuk. Ez az egyenlet írja le a Hamil-

(5)e−H ′ [sj ′′ ] =
{ sj = ±1} j ′

δ sj ′′ , Fj ′[s ] e
−H [sj ]

ton-függvény transzformációját a blokkolás során. A
Hamilton-függvényt egy teljes operátorrendszer tag-
jainak összegeként elképzelve ebbõl az egyenletbõl
kinyerhetõk a Hamilton-függvény gn dimenziótlan
paramétereinek transzformálódási szabálya, amit a
gn′ = Bn (s, g ) alakban írunk fel. A rácsállandó, a mo-
dell minimális távolságskálája, az UV-levágás szere-
pét játssza és a g csupasz paraméterek a rácsállandó
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skáláján fellépõ dinamikát jellemzik. Tehát a blokko-

1. ábra. Renormalizált trajektória egy kétdimenziós paramétertér-
síkban. A g ✶ fixpont körüli linearizálás a releváns G1 és az irrele-
váns G2 skálaoperátor-együtthatót eredményezi. A nyilak a rácsál-
landó növelésének irányát jelzik.

g1

g2

G1

G2

g�

lással az (a, sa ) skálatartományban fellépõ dinamikai
folyamatok járulékával változtatjuk meg a csupasz
paraméterek értékét.

A kritikus pont közelében

Az a → a ′ = sa blokkolás a rácskoordinátákat az x →
x ′ = x /s szabály alapján transzformálja, tehát korrelá-
ciós hossz λ = aξ és a szabadenergia F = ad f rácsál-
landóegységekben kifejezve a ξ ′ = ξ /s, illetve a f ′ =
sd f módon transzformálódik d dimenzióban. A kriti-
kus pontban ξ = ξ ′ = ∞, a rendszer skálainvariáns, és
a dimenziótlan paraméterek függetlenek a rácsállan-
dótól, ami a blokkolás g ✶ = B (s, g ✶) fixpontját jelenti,.
Egy blokkolási lépés csak a véges (a, sa ) intervallum-
ba tartozó fluktuációk hatását gyûjti össze, tehát a
B (s, g ) függvény analitikus marad a paraméterekben.
A blokktranszformációt a fixpont körül Δg = g−g ✶-
ban kifejtve és feltételezve, hogy a

lineáris blokkolási relációban fellépõ mátrix diagona-

Δ gn′ =
m

Mnm (s ) Δ gm

lizálható, a Hamilton-függvényben megalkothatók a
Gn sajátvektorhoz tartozó Hn tagok. Az utóbbit skála-
operátornak hívják, amely a blokkolás során a Hn →
λn (s )Hn módon transzformálódik, ahol λn (s ) a linea-
rizált blokkolás M mátrixa sajátértéke. A λ > 1, illetve
λ < 1 skálaoperátorokat releváns, illetve irreleváns
operátoroknak hívják, a λ = 1 eset pedig marginális
operátorhoz tartozik. Az 1. ábra alapján a releváns
operátorok a hosszú, az irrelevánsak pedig a rövid
távú kölcsönhatásokért felelõsek, míg a marginálisak
skálainvaránsak. Ezért az összes releváns és marginá-
lis operátort szerepeltetni kell a kritikus pont körül
alkalmazott Hamilton-függvényben.

A renormcsoportot a B (s2,B (s1,g )) = B (s1 s2,g )
egyenlet fogalmazza meg, amelynek linearizált alakja
λn (s2)λn (s1) = λn (s1 s2). E függvényegyenletnek egyet-
len folytonos megoldása, , a Hn skálaope-λ n (s ) = s ν n

rátor kritikus exponensét definiálja, Gn → .s ν n Gn
A renormcsoport-megközelítés fontos tanulsága,

hogy a termodinamikai potenciálokban a fázisátme-
netnél megjelenõ szingularitás nem mikroszkopikus
eredetû, hanem a modellt definiáló mikroszkopikus a
és a fizikai mennyiségek makroszkopikus L skáláinak
nagy távolságából, L /a →∞, ered, más szóval a regulá-
ris blokkolás

ismétlésébõl. Feltételezve, hogy az összes releváns

ln(L/a )
ln s

→∞

operátor szerepel a Hamilton-függvényben a szabad-
energia-blokkolás során megtartja funkcionális alakját
csupán a paraméterek numerikus értéke fut, f ′ =
sd f (G ′), azonnal következik, hogy a szabadenergia
és vele együtt a termodinamikai potenciálok és az
állapotegyenlet homogén függvénye a paraméterek-
nek:

A kritikus pont közelében fellépõ vezetõ hatványszin-

f (s ν n Gn ) = s d f (Gn ).

gularitások kitevõjét a releváns és marginális kritikus
exponensek adják, az univerzalitási osztályok megje-
lenése pedig a vezetõ hatványszingularitások irrele-
váns paraméterektõl való függetlenségébõl követke-
zik. A kritikus jelenségek itt vázolt leírása az a /L =
1/ξ kis paraméter használatára alapul.

Statisztikus fizika és kvantumtérelméletek szintézise

Kvantumtérelméletben a blokkolást elõször K. G.
Wilson vezette be [7]. A perturbációs sor konvergen-
ciájának megjavításához keresett egy kis paramétert
és észrevett egy egyszerûsödést a Feynman-gráfok
nagyenergiájú határesetében, amit véges energián
akart kihasználni. Sikerült konvergenciát elérnie egy
új kis paraméter használatával, azzal a feltételezéssel,
hogy a részecskemódusok energiahéjakba tömörül-
nek és az energiahéjak egymástól való távolsága
nagy, E /ΔE → 0. Észrevéve a Kadanoff-blokkolással
való hasonlóságot, megfogalmazta a térelméletet tér-
idõrácson, és felhívta a figyelmet a statisztikus fizika
és a kvantumtérelméletek hasonlóságára, ami a fizika
e két irányának fejlõdését évtizedekre meghatározta.

Kiindulási pontja az volt, hogy egy részecskét a λC

Compton-hullámhosszánál jobban lokalizálva részecs-
ke-antirészecske párokat keltünk, tehát λC felfogható
korrelációs hosszként is. A nagyenergiájú fizika renor-
malizálása a fizikai (Compton) és a minimális ( )
hossz egymástól való eltávolítása, a λC/ → ∞ határ-
eset, amelyben a minimális hossz zérushoz tart

�

�

rögzí-
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tett Compton-hullámhossz mellett. A kritikus jelensé-
gek is ugyanúgy valósulnak meg, csupán a rácsállan-
dó, az UV-levágás, a = , marad állandó és a korrelá-
ciós hossz divergál, λ /a → ∞.

A renormalizált elméletek és a kritikus pontok
megegyezése

A kvantumtérelmélet euklideszi téridõrácson regulari-
zált, pályaintegrál-formalizmusban megfogalmazott
formájában a vákuum-vákuum átmenet amplitúdóját a

kifejezés adja, ahol a rács-térkonfigurációkra integrá-

(6)
Z = ⌡

⌠ D [φ ] e
− 1

¥
SE [φ ]

lunk és az exponensben az elmélet euklideszi hatás-
funkcionálja áll. A (3) állapotösszeggel való hasonló-
ság nyilvánvaló a kritikus jelenségekre való bármely
utalás nélkül is. Azonban a kritikus statisztikus model-
lekkel való összehasonlítás további, eredetileg rendkí-
vül komplikált módon elért eredményekre is elvezet.
Például az elmélet operátorait kétféleképpen is osztá-
lyozhatjuk. Egyrészt renormalizálható és nem-renor-
malizálható osztályokba sorolhatjuk õket, másrészt
pedig egy kritikus pont körül megalkothatjuk a rele-
váns vagy marginális, valamint az irreleváns operátor-
osztályokat. A két osztályozás megegyezik! Az 1. ábra
világosan mutatja, hogy az irreleváns operátorok
együtthatója nõ az UV-irányban haladva, tehát egy
irreleváns operátor jelenléte eltéríti a renormalizált
trajektóriát a fixponttól. Mivel a fixpont jelenti a re-
normalizált elméletet, az irreleváns operátorok nem
renormalizálhatók. Ugyanakkor egy releváns operátor
együtthatója csökken az UV-irányban, és az elmélet,
amely nem tartalmaz irreleváns operátort megközelíti
a fixpontot amint Λ→ ∞. Ezzel nem csak a perturbatív
BPHZ-renormalizálás rendkívül komplikált, rekurzív
erdõ-formuláját lehet elkerülni a renormalizálás ilyen
egyszerû nemperturbatív megfogalmazásával, hanem
arra is fény derül, hogy a kvantumtérelméletek diver-
genciái, amelyeket csak a perturbációszámítás hasz-
nálata segítségével mutattak ki, ettõl a közelítéstõl
függetlenek.

Funkcionális formalizmus

Wilson impulzus térben végrehajtott blokkolásának
döntõ fontosságú általánosítása abban rejlik, hogy míg
a skálatranszformáció s paramétere téridõben a rács
geometriájától függõ diszkrét szám, az impulzustérben
tetszõleges értéket vehet fel. Ily módon a Λ → Λ−ΔΛ
infinitezimális blokkolást át lehet írni differenciál-
egyenlet formájában, és az így megjelenõ ΔΛ/Λ kis
paraméter lényegesen eltér elõdeitõl. Ugyanis az ed-
digi kis paramétereink, gcs g és /Λ ~ 1/ξ fizikaiE

mennyiségekbõl épültek fel, így kicsik ugyan lehettek,
de minden fizikai problémában véges értéket vettek
fel. Ezzel szemben ΔΛ/Λ egy általunk végrehajtott ha-
táresetet jellemez, tetszõlegesen kicsi lehet és haszna a
generátorfüggvények használata során derül ki.

Generátorfüggvény

A generátorfüggvényeket elõször a valószínûségszá-
mításban vezették be, például a {pn } valószínûségel-
oszlás információtartalmát a

generátorfüggvény tartalmazza, hiszen a formális pa-

z (j ) =
n

pn ejn

raméter j = 0-ban számolt k -ik deriváltja nk várható-
értékét eredményezi. A kvantumtérelméletben két
generátorfunkcionál fordul elõ, egyik a hatás, amely a
benne szereplõ paramétereket reprezentálja, és a má-
sik a terekhez lineárisan csatolt formális paraméter,
egy j forrás jelenlétében számolt vákuum-vákuum
átmeneti amplitúdó, mely a Green-függvényeket ge-
nerálja. E két egymásba ágyazott generátorfüggvény-
bõl származnak a kvantumtérelmélet egzakt egyenle-
tei, amelyeket a formális változók szerinti véges diffe-
renciaegyenletek differenciálegyenlet-határesetében
írunk fel. Ily módon egzakttá lehet tenni a renormcso-
port evolúciós egyenletét is. Az új kis paraméter fel-
váltja az /Λ ~ 1/ξ -t és függetleníti a renormcsoportotE
a kvantumtérelmélet UV-divergenciáitól, illetve a kriti-
kus ponttól távoli rendszerekre általánosítja.

Blokkolt csupasz hatás evolúciója

F. Wegner és A. Houghton általánosította Wilson
egyenleteit a csupasz hatásra vonatkozó funkcionális
differenciaegyenlet formájában [8],

A Planck-állandó megjelenése a kis paraméterben azt

(7)SΛ[φ ] − SΛ − ΔΛ[φ ]

ΔΛ
= FWH[SΛ] + O

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

¥ΔΛ
Λ

z.

jelzi, hogy az egyenlet levezetése a kvantumfluktuá-
ciókban kifejtve és a vezetõ rendre korlátozódva egy
hurokszinten történt. Azonban a ΔΛ/Λ szorzófaktor
arra is utal, hogy a differenciálegyenlet határesetben,
ahol infinitezimális blokkolást hajtunk végre ΔΛ → 0,
a hurokkifejtés teljes felösszegzését érjük el. A Weg-
ner–Houghton-egyenlet megoldása kettõs eredmény-
nyel jár. Egyrészt a renormalizált trajektóriáról leol-
vashatjuk a fizikai paraméterek skálafüggését, hiszen
a csupasz hatás paraméterei a levágás skálájánál fel-
lépõ fizikai folyamatokat jellemzik. Másrészt pedig
megoldja a térelméletet, mert kellõen hosszú evolú-
ció után, alacsony Λ esetén, a modell olyan kevés
módust tartalmaz, hogy annak perturbatív megoldása
megbízható.

�
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Azonban a funkcionális differenciálegyenletet nem
lehet a maga általánosságában megoldani, ezért ezen
a ponton közelítést kell alkalmaznunk, az egyenletet
levetítjük a hatásfunkcionálok egy jól megválasztott
alterére. Euklideszi téridõben természetesen adódik a
Landau–Ginzburg dupla kifejtés, amely két kis para-
méterre alapul, a tér amplitúdójára és a dinamikát
jellemzõ impulzus nagyságára. Minkowski-téridõben
ez az eljárás nem használható M. Ostrogradsky insta-
bilitása miatt [9], és a multi-lokális klaszterkifejtésre
kell hagyatkoznunk a gradienskifejtés helyett. A per-
turbációszámításban kevés számú csatolási állandóval
kellõen magas rendben nagy számú Feynman-gráf
figyelembe vételével érhetünk el pontosabb eredmé-
nyeket. A funkcionális renormcsoportban egyszerû,
egy-hurok evolúciósegyenletet, és a pontosabb ered-
mények érdekében sok paramétert tartalmazó, kel-
lõen gazdag analitikus struktúrájú és sok csatolási
állandót tartalmazó hatást használunk. Az utóbbi kö-
zelítés hajlékonyabb és javíthatóbb, továbbá a csato-
lási állandók kiválasztását oly módon tehetjük meg,
hogy egy közeli fixpontnál megjelenõ skálaoperáto-
rok közül azokat vesszük be a hatásba, amelyek kriti-
kus exponense egy adott alsó határ felett van, azaz

az új és egyben az egyetlen véges kis paraméterünk.

λ (s ) = eνmin

Nagyobb pontosságú leírásokban persze nem-renor-
malizálható kölcsönhatásokra is szükség van.

Effektív hatás evolúciója

Ugyan a (7) differenciálegyenlet megoldása felösszeg-
zi a hurok-kifejtést, a kifejtés szükségessége feltétel-
ként megmarad. Ezt a feltételt kiküszöbölhetjük oly
módon, hogy nem a pályaintegrál integrandusára,
hanem magára a pályaintegrálra vezetjük le az evolú-
ciós egyenletet. Ez az eljárás az effektív hatásra ala-
pul, az összefüggõ Green-függvények generátorfunk-
cionáljának Legendre-transzformáltjára, mert ez a
lehetõségekhez képest leginkább lokális generátor-
funkcionál. E módszer kifejlesztése C. Wetterich és M.
Reuter nevéhez fûzõdik [10]. Az eredmény egy, a (7)-
tõl kissé eltérõ, funkcionális differenciaegyenlet,
amelyben a magasabb rendû korrekció már nem tar-
talmazza a Planck-állandót.

A pályaintegrál használatának ára az, hogy nem
ismerjük az effektív hatásra vonatkozó evolúciós
egyenlet kezdeti feltételét. A probléma elkerülhetõ
lenne, ha a kezdeti levágás értékénél a kvantumfluk-
tuációk elhanyagolhatók lennének, ekkor ugyanis az
effektív és a csupasz hatás megegyezik, és az utóbbit
ismerjük. De a térelmélet UV-divergenciái éppen azt
jelzik, hogy a kvantumfluktuációk domináns része
jelen van a nagy Λ-hoz tartozó kezdeti feltételben. A
kvantumfluktuációk elnyomását ebben a módszerben

úgy érték el, hogy Λ-t IR-levágássá alakították át. Ek-
kor viszont szükségessé válik egy ettõl független UV-
levágás bevezetése, hiszen enélkül egy lépést sem
tehetünk, és az effektív hatást a ΛIR < |p|< ΛUV tarto-
mányba esõ részecskemódusok figyelembe vételével
definiálják, majd az IR-levágás csökkentésével vezetik
el a rendszert a ΛIR = 0 pontig.

Vegyük észre, hogy ez nem a renormcsoport elvének
megvalósítása, hiszen az effektív hatás, amelyben pont a
lényeges IR-módusok hiányoznak, nem fizikai rendszer-
hez tartozik. Azonban az evolúciós egyenlet ΛIR-ben
történõ integrálásával kirajzolt trajektória egy interpolá-
ló elméletsereget ad egy gyengén fluktuáló megoldható
elmélet és a ΛIR = 0 IR-végpontnál talált fizikai elmélet
között, és az elmélet megoldását szolgáltatja.

Kvantumrenormcsoport
Nyitott kvantumtérelméletek

A Wilson által bevezetett blokkolás követi a pályainte
grálban megjelenõ csupasz hatás változását az UV-le-
vágás csökkentése során. Ez matematikailag jól defi-
niált evolúciót ír le az eredeti elméletre, azonban a
blokkolt hatást tartalmazó funkcionálintegrál nem tar-
tozik egy csökkentett levágású kvantumtérelmélethez.
Ugyanis egy dinamikai szabadságfok eliminálásával
tiszta állapotból kevert állapothoz jutunk, amelynek
jellemzésére a sûrûségmátrixot kell használnunk,
azonban a blokkolt pályaintegrál csak tiszta állapotok
közti átmeneteket ír le. Feltételezve, hogy a kezdeti el-
mélet zárt, a levágás csökkentésének elsõ lépésénél
máris nyitott elmélethez jutunk, amelynek környezetét
az UV-részecskemódusok alkotják. A kvantumtérelmé-
letekben fellépõ UV-divergenciák következtében
szükség van levágásra, és az attól való függetlenség
megfogalmazása csak nyitott formalizmusban tehetõ
meg. Választhatunk, vagy csak rögzített levágású el-
méleteket használunk, amelyekben a levágás fizikai je-
lenségnek felel meg és pontosan értelmezhetõ, megfi-
gyelhetõ, vagy pedig nyitott elméletekkel folytatjuk!

Nyitott kvantumrendszerek

A kevert állapotok jellemzõje az, hogy bennük a „bra”,
〈ψ| és a „ket”, |ψ〉 kvantumfluktuációi korreláltak. Ezt
leghatékonyabban a szabadságfokok formális meg-
duplázásával tudjuk nyomon követni a Schwinger–
Keldysh-formalizmus alapján úgy, hogy a kvantumte-
reket két változatban vezetjük be, egyiket a „bra” és a
másikat pedig a „ket” komponens dinamikája számá-
ra. A két szektor közti csatolás a környezettel fellépõ
nyitott kölcsönhatási csatornákat írja le.

A zárt és nyitott kvantumrendszerek viselkedése
lényegesen eltér egymástól mind az UV-, mind pedig
az IR-tartományban. A szabadságfokok megduplázó-
dása által több renormalizálható paraméterünk van, a
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„bra” és a „ket” terek közti csatolási állandók segítsé-
gével a renormalizálható elméletek szélesebb cso-
portja alkotható meg, mint zárt elméletben. A nyitott
elmélet alacsony energiás viselkedése nyilvánvalóan
különbözik a zárttól, hiszen a makroszkopikus kör-
nyezet dekoherenciához és klasszikus fizikához ve-
zet. Ezen jelenségek feltérképezése csupán az utóbbi
években kezdõdött el, S. Nagy, J. Polónyi [11]. Ve-
gyük észre, hogy a klasszikus határeset szükségkép-
pen makroszkopikus rendszerekre vonatkozik, ame-
lyek kimerítõen részletes kezelése csak kvantum-tér-
elméleti módszerekkel lehetséges.

Globális renormcsoport

A kvantum-klasszikus átmenet leírásának lehetõségé-
vel a renormcsoport túllép a sokrészecskerendszerek
hatékony leírására szánt módszer határain, és a fizika
egészének feltérképezéséhez, illetve megértéséhez ve-
zetõ fontos módszerré nõ fel. A multiplikatív renorm-
csoport formális keretet szolgáltat annak, a valójában
már régen megismert és elfogadott elv megértéséhez,
hogy a megfigyelések eredménye mindig függ az al-
kalmazott skáláktól, nincsenek univerzális fizikai ál-
landók, törvények, csak numerikus paraméterek. A re-
normcsoport segítségével a szabadságfokok áttehetõk
a megfigyelt rendszerbõl annak környezetébe, és ezál-
tal megnyílt az út a Mindenség elméletének módszeres
feltérképezésére, egy „meta-elmélet” felvázolására.

Az általunk jól-rosszul ellenõrzött fizikai elméletek
véges skálatartományhoz tartoznak. A hosszúság ská-
laintervallumok láncolata fedi le a Planck-hossz és az
Univerzum átmérõje közti megközelítõen 62 nagyság-

rendet, amelyre fizikai világképünk alapul. Mindegyik
elmélet az UV levágásától, azaz felbontásától, megkö-
zelítõen független dinamikát ír le, a hatékonyabb el-
méleteknél ez a megközelítõ skálafüggetlenség széle-
sebb skálatartományra vonatkozik. Tehát az elméle-
tek egy-egy közelítõ renormcsoport fixpont-fizikáját
fedik le. Képzeljük el az összes „állandót”, amelyeket
a fizikában vagy a mérnöki tudományokban haszná-
lunk. Az általuk kifeszített paramétertérben definiá-
landó a Mindenség elméletének renormalizált trajek-
tóriája. Ugyan az UV kezdeti feltételt nem ismerhetjük
meg, azonban empirikus elméletek láncolata felépít-
hetõ ebben a skálaintervallumban. Véges lehetõsé-
geink tudatában célunk csupán az egyes, részleges
elméletek kidolgozásából, a szomszédosak összeil-
lesztésébõl, és az így kapott lánc hosszának növelésé-
bõl állhat. Erre pedig a renormcsoport optimális lehe-
tõséget nyújt, hiszen trajektóriájának követése mód-
szeresen kirajzolja a fizika számunkra fontos, „rele-
váns” paramétereit és azok dinamikáját.
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GRAVITÁCIÓ ÉS RENORMÁLÁS
Nagy Sándor

Debreceni Egyetem, Elméleti Fizikai Tanszék

A gravitációs kölcsönhatás kilóg az alapvetõ kölcsön-
hatások sorából. Az elektromágneses, a gyenge és az
erõs kölcsönhatás a standard modell keretei között
vizsgálható, azonban a gravitációval történõ egyesíté-
sük várat magára. Az egyesítés elsõ lépése a gravitá-
ció kvantálása volna, de már itt is nehézségekbe ütkö-
zünk. A gravitációt mai ismereteink szerint helyesen
leíró általános relativitáselmélet kvantálható, azonban
a perturbációszámítás minden rendjében divergenciá-
kat találunk. A gravitációs elmélet perturbatív kvantá-
lása azt az eredményt adja, hogy a Newton-állandó az
energia növelésével a végtelenhez tart. Mivel ez a
gravitációs elmélet legfontosabb paramétere, ezért
úgy tûnik, a perturbatív kvantálás a gravitációs elmé-
letre nem használható. Nagy energiákon azt várjuk,

hogy az általános relativitáselmélet érvényét veszti, és
egy új, feltehetõen kvantumgravitációs modell jelenik
meg. Amikor elérjük a Planck-skálát, amely

akkor feltételezésink szerint egyformán fontosak lesz-

(1)MPlanck = ¥c
G

≈ 1019 GeV,

nek a kvantumos (a ¥ miatt), a relativisztikus (a c
miatt) és a gravitációs (a G miatt) effektusok.

A kvantumgravitációt más skaláris, fermionikus vagy
mértékelméletekhez hasonlóan megadhatjuk pályain-
tegrál-formalizmusban, ahol a klasszikus pálya helyett
annak kezdõ és végpontja közötti összes lehetséges pá-
lya járulékát azonos súllyal, de más-más fázissal vesszük
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figyelembe. A kvantumgravitáció számtalan modellje

Nagy Sándor a Debreceni Egyetem Elmé-
leti Fizikai Tanszékének egyetemi docen-
se. Kutatási területe: a renormálásicsoport-
módszer alkalmazása a kvantumelméle-
tekben.

létezik. A modellalkotást megnehezíti, hogy kevés isme-
retünk van a keresett modellrõl, mert nincsenek mérési
eredményeink a Planck-skálán, amelyekre támaszkod-
hatnánk. A modellek egyike az aszimptotikusan bizton-
ságos gravitáció, amely a renormálási csoport (RCS)
módszeren alapszik [1].

A wilsoni RCS-módszer alapgondolata az a feltevés,
hogy ismerjük a modell nagy energiás, ultraibolya
(UV), azaz kis távolságokon vett, mikroszkopikus visel-
kedését, és ebbõl következtetünk a modell alacsony
energiás, infravörös (IR), azaz nagy távolságokra érvé-
nyes tulajdonságaira [2]. A módszer egy evolúciós
egyenletnek nevezett differenciálegyenletet ad a hatás-
ra. Ebben a változó az a k RCS-skála, amely a nagy UV-
értékekrõl indul, és a kis IR (gyakorlatilag nulla) érték-
hez tart. A hatásban szereplõ fizikai paraméterek ezáltal
skálafüggõvé válnak, ami a k skálánál nagyobb ener-
giájú kvantumfluktuációk hatását fejezi ki. Az RCS-
módszer olyan esetekben használható hatékonyan,
ahol az elméletben több, egymástól jelentõs mértékben
különbözõ, az elmélet szempontjából fontos energia-
skála van jelen. Tipikusan ilyenek a folytonos fázisát-
alakulások, ahol a fizikai rendszer minden skálán önha-
sonló. A fázisátalakulások helyét egy fixpont adhatja
meg a fizikai paraméterek terében. Az RCS-módszer le-
hetõséget ad arra, hogy ne csak a fixpontok környékén
ismerjük meg a vizsgált rendszer fizikai viselkedését,
hanem az evolúció során vándorolni tudjunk egy fix-
pont környezetébõl egy másikéba, és különbözõ ener-
giaskálákon tárhassuk fel a rendszer viselkedését.

Az alábbiakban tárgyalni kívánt aszimptotikusan
biztonságos (AB) gravitációban több fixpontot talá-
lunk, emiatt nagyon hatékony az RCS-módszer hasz-
nálata. Továbbá tudjuk, hogy a gravitációnak van egy
klasszikusan jól ismert fizikai leírása, az általános rela-
tivitáselmélet, amely alacsony energián jól mûködik.
Az RCS-módszer olyan eszközt ad a kezünkbe, amely
lehetõvé teszi, hogy a Planck-skálából kiindulva az
evolúciót követve IR-skálán megérkezzünk az általá-
nos relativitáselmélethez.

A jól ismert realisztikus skaláris vagy mértékelmé-
letek UV vonzó fixpontja a gaussi fixpont, amelyet az
evolúciós egyenlet segítségével úgy találunk meg,
hogy a k skálát növelve az UV irányban végezzük a
blokkosítást. A csatolások terének gaussi fixpontja az

origó, ahol minden csatolás nulla, azaz az UV-ben egy
tömegtelen, szabad elmélethez tart az evolúció, ezért
nevezik az UV gaussi fixponttal rendelkezõ elmélete-
ket aszimptotikusan szabadnak. Ezzel szemben a
kvantumgravitáció UV fixpontjában, Weinberg feltéte-
lezése szerint, a csatolások az UV-ben nem nullák, a
fixpont egy kölcsönható elmélethez tartozik [3]. Mivel
az új fixpont mintegy megmenti az elméletet a diver-
genciáktól, azt biztonságossá teszi, ezért az ilyen el-
méleteket aszimptotikusan biztonságosnak nevezik.
Emiatt hívjuk a modellt aszimptotikusan biztonságos,
rövidítve AB-gravitációnak.

A kvantumgravitáció alapvetõ nehézsége, hogy a
téridõ geometriája határozza meg a dinamikát, a hasz-
nálni kívánt kvantumtérelméletet azonban adott met-
rikán fogalmazzuk meg. Ezt a problémát az AB-gravi-
tációban úgy oldjuk meg, hogy egy klasszikus háttér-
tér jelenlétét feltételezzük, és a háttértérhez adjuk a
metrikafluktuációt, amelyre elvégezzük a pályainteg-
rált. Vannak elméletek, ahol nem vezetnek be háttér-
teret, azonban a kvantumtér helyett új matematikai
fogalmakat kell bevezetni, ilyenek például a három-
szögelt tér vagy a spinhab. A rögzített háttértér jelen-
létében számolt eredmények a háttértér megválasztá-
sától függnek, de ezt ki lehet küszöbölni úgy, hogy
nem rögzítjük a hátteret, hanem egy további feltételt
vezetünk be, amely szerint a metrikafluktuáció várha-
tó értéke nulla.

Az AB-gravitációban a standard modell pályainteg-
ráljában szereplõ terek szerepét a téridõt jellemzõ
metrika veszi át, a fizikai állandók pedig skálafüggõk-
ké válnak. Az általános relativitáselmélet két legfonto-
sabb paramétere a Newton-állandó és a kozmológiai
állandó, amelyek skálafüggõvé válnak, és ezután azo-
kat futó Newton- és kozmológiai állandóknak fogjuk
õket nevezni.

A gravitációs kölcsönhatás

A gravitációs kölcsönhatás, mint a négy alapvetõ köl-
csönhatás egyike, minden tömeggel rendelkezõ test
vagy részecske között hat. A Newton által felismert
általános tömegvonzás potenciális energiájának alakja

ahol m1 és m2 a két kölcsönhatásban résztvevõ test

(2)V = −G
m1 m2

r
,

tömege, r a távolságuk, a G pedig a Newton-állandót
jelöli, G = 6,67×10−11 m3/kgs2. A newtoni elmélet
rendkívül sikeres a Hold Föld körüli keringésének és
a Naprendszer mozgásának megértésében. Ugyanak-
kor érvényességi határát jelzi, hogy nem tudja ponto-
san magyarázni a Merkúr perihéliumvándorlását.

Az általános relativitáselmélet alkalmas arra, hogy a
gravitációs kölcsönhatást szélesebb tömeg- vagy ener-
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gia-, illetve távolságskálán adjon pontosabb leírást,

1. ábra. Az aszimptotikusan biztonságos gravitáció fázisterét szem-
léltetjük a g és λ síkon. Fekete pontok jelzik a gaussi és a Reuter-
fixpont helyét. Vörös vonallal jelöljük az η szinguláris helyeit. A kék
trajektória egy erõs, a zöld pedig egy gyenge csatolású fázisbeli
trajektóriát jelöl. Az ábra [7] alapján készült.
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mint a newtoni elmélet. A relativitáselmélethez tarto-
zó Einstein–Hilbert-hatás alakja:

amelyre az Euler–Lagrange-egyenletet alkalmazva

(3)SEH = 1
16 π G ⌡

⌠d4 x g (2 Λ − R ),

megkaphatjuk az Einstein-egyenletet:

A gμν a metrikus tenzor, az Rμν és az R pedig a belõle

(4)Rμν − 1
2

gμν R + Λ gμν = 8 π G Tμν.

felépített Ricci-tenzor és a görbület, g pedig a metrika
determinánsának abszolút értéke. A Tμν a részecskék-
bõl és a sugárzási térbõl álló anyag energia-impulzus
tenzora. Az Einstein-egyenlet pontosan számot tud
adni a Merkúr perihéliumvándorlásáról vagy a fényel-
hajlás jelenségérõl. A jelenkori ûrhajózás és a Globális
Helyzetmeghatározó Rendszer (GPS) sikere sem len-
ne elképzelhetõ az általános relativitáselmélet nélkül.
Az Einstein-egyenlet alapján következtethetünk arra,
hogy adott anyageloszlás milyen geometriájú téridõt
hoz létre. A tömeggel rendelkezõ részecskék között a
kölcsönhatást a téridõ görbülete okozza, amely ezáltal
dinamikai változóvá válik.

Az Einstein–Hilbert-hatás egy görbülettõl független
tagot tartalmaz, amely a Λ kozmológiai állandóval
szorzódik, Λ ≈ 10−52 m−2. A hatás másik tagja a görbü-
letben lineáris. A hatás a fizikai teret, vagyis jelen
esetben a metrikát és annak deriváltjait tartalmazza. A
metrikából megalkothatjuk a Ricci-tenzort, és ennek
kontrakciója a görbület. Ezért látjuk a görbületet és
annak hatványait a hatásban. A hatás két paramétere
a Newton- és a kozmológiai állandó, ezek szüksége-
sek a kozmológiai skálákon végbemenõ folyamatok
leírására, azonban további paraméterekre jelen isme-
reteink szerint nincs szükség. Az AB-gravitációra al-
kalmazott RCS-módszerben ezek a paraméterek lesz-
nek a futó csatolási állandók.

Az Einstein–Hilbert-hatás diffeomorfizmusinva-
riáns, vagyis invariáns azzal szemben, hogy milyen
koordináta-rendszert választunk a téridõben. Emiatt,
ugyanúgy, mint a mértékelméletek esetén, a hatáshoz
hozzá kell vennünk egy mértékrögzítõ tagot, és a
megfelelõ Faddeev–Popov-szellemtagokat és -forrás-
tagokat. Az ezzel kiegészített hatásra alkalmazzuk az
RCS-módszert. Az AB-gravitációra leggyakrabban az
effektív hatásra vonatkozó Wetterich-egyenletet alkal-
mazzák, mint evolúciós egyenletet [4, 5]. Az evolúció-
egyenletbõl azután csatolt differenciálegyenlet-rend-
szert kapunk a futó gravitációs csatolások skálafüggé-
sére. Az egyenletek alakja 4-dimenzióban:

(5)
k ∂kλ = (η − 2) λ + g

8 π
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

20 − 16 − 10
3

η ,

k ∂kg = (η + 2) g ,

ahol bevezettük a dimenziótlan csatolásokat,

és az η anomális dimenziót,

(6)λ = Λ k 2,

g = G k 2,

továbbá

(7)
η = g (5 − 9 − 7)

3 π ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

1 + g
12 π

5 − 6 2

,

(8)= 1
1 − 2 λ

.

A Reuter-fixpont

� �

� �

� �

�

Az evolúciós egyenleteket megoldva megkapjuk a λ
és a g futó csatolási állandók k skálafüggését. A csato-
lások terében – különbözõ kezdeti értékek esetén
paraméteresen ábrázolva a megoldásokat – kirajzoló-
dik a fázistér szerkezete, ezt látjuk az 1. ábrán. Az
elméletnek két fixpontja van, egy gaussi és egy nem-
gaussi fixpont. Ez utóbbit elõször UV nem-gaussi fix-
pontnak nevezték arra utalva, hogy a fixpont nem a
csatolások terének origójában van, és azt, hogy a fix-
pontot úgy találjuk meg, hogy az UV-irányban végez-
zük a blokkosítást. Ezt a fixpontot újabban a felfede-
zõjérõl Reuter-fixpontnak nevezzük [6]. Az ábrán a
nem-gaussi fixpontból kifelé folynak a trajektóriák a
blokkosítás hagyományos irányát követve. A fixpont-
nál a futó Newton- és kozmológiai állandók véges
értékhez tartanak, a fixpontban skálafüggetlenek. E
felfedezés óriási lendületet adott az ilyen irányú kuta-
tásoknak. A fixpontok elõnye, hogy gyakran analiti-
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kusan is megkaphatók, továbbá, hogy a fixpont körül
az evolúciós egyenletek megoldhatók, a csatolások
fixponti skálázásának exponensével pedig magát a
fixpontot jellemezhetjük. Vonzó fixpontoknál az ex-
ponensek valós része negatív, ez teljesül a Reuter-
fixpontra is, ahol a két exponens egymás komplex
konjugáltja, ettõl válik a fixpont spirális szerkezetûvé.
Az UV-irány felé haladva a spirál mentén a k → ∞ ha-
táresetben aszimptotikusan érkezik be a trajektória a
fixpontba, a csatolások a fixponti értéket veszik fel.

A fázistér másik fixpontja egy gaussi nyeregpont,
amely (mint általában a nyeregpontok) két fázisra
bontja a teret. A Reuter-fixpont közelébõl induló tra-
jektóriák, vagy pozitív vagy negatív elõjelû Λ-k felé
válnak szét a gaussi fixpont közelében. Vastag fekete
vonallal jelöltük a modell szeparátrixát, amely szétvá-
lasztja a fázisokat. A pozitív futó kozmológiai állan-
dókkal rendelkezõ trajektóriák evolúciója véges k
skálán leáll. Ezt a fázist gyenge csatolású fázisnak ne-
vezik, a metrika várható értéke nullához tart, azaz de-
generált. A vastag vörös vonalakra érkezõ trajektó-
riáknál véges k -nál az η szingulárissá válik. E fázisban
kell keresnünk a mai világunknak megfelelõ G és Λ
paramétereket, amelyek megfelelnek a klasszikus ál-
talános relativitáselméletben használt értékeknek. Vi-
lágunk – k 2 egységben mérve – 10−70 távolságra van a
gaussi fixponttól, ami érzékelteti, hogy mennyire tá-
vol van onnan a Reuter-fixpont. Fizikailag a gyenge
csatolású fázis releváns, mert itt találjuk azt a trajektó-
riát, amelyeken a mi világunk paraméterei találhatók.
Ezt a trajektóriát a Planck-skáláról, a Reuter-fixpont
közvetlen közelébõl kiindulva, G és Λ kezdeti értékei-
nek finomhangolásával találhatjuk meg.

Maga a fázisszerkezet is rokonítható a 3-dimenziós
O (N ) modellével. Az O (N ) modellben az UV gaussi
fixpont az itteni UV Reuter-fixpontnak felel meg, eb-
bõl kiindulva érhetjük el a modell nyeregpontját, ami
az AB-gravitációban a gaussi, O (N )-ben a Wilson–
Fisher-fixpont. A nyeregpont két fázisra osztja a fázis-
teret, ahol az egyikben szingularitásba fut az evolúció.
Az IR-tartományban talált szingularitásnak szintén van
az O (N ) modellben analógiája, a szimmetriasértett
fázisban a trajektóriák az úgynevezett spinodális in-
stabilitásba futnak, és véges skálán leállnak.

Azok a trajektóriák, amelyekre Λ < 0 az erõs csato-
lású fázishoz tartoznak, itt a metrika a Minkowski-
metrikához tart. Az AB-gravitáció az O (N ) modelltõl
eltér abból a szempontból, hogy a gyenge csatolású
fázisban a metrika várható érteke nulla, míg az O (N )
modellben az ennek megfelelõ spontán szimmetria-
sértett fázisban a tér várható értéke véges, az erõs csa-
tolású fázisban pedig a metrika várható értéke véges,
ellentétben az O (N ) modell szimmetrikus fázisával,
ahol a tér várható értéke nulla.

A fázistérnek további tartományai is vannak, pél-
dául meg lehet határozni a negatív Newton-állandóra
vonatkozó evolúciót, vagy az η szingularitását jelölõ

görbét elérhetjük a magas λ értékek felõl. Ezek a tar-
tományok – jelenlegi ismereteink szerint – fizikailag
nem relevánsak.

A 2-dimenziós modellben a Reuter- és a gaussi fix-
pont egybeesik, ezek 2+ ε dimenzióban szétválnak.
Az O (N ) modellben d = 4−ε -ban láthatunk hasonlót,
ott a gaussi és a Wilson–Fisher-fixpont válik szét. A
2+ ε -dimenziós AB gravitációs modell perturbatív
módon vizsgálható, ez az eredmény adta Weinberg-
nek az ötletet, hogy feltegye, van 4-dimenzióban is
egy vonzó fixpont.

Reuter munkája az RCS-módszer alkalmazásának
hatalmas lendületet adott. Az azóta eltelt több mint 25
év alatt az RCS-módszer legfõbb kutatási területe az
AB-gravitáció lett. Az AB-gravitáció sikerének egyik
oka, hogy sokkal egyszerûbb, mint például a hurok-
kvantumgravitáció, az okozati dinamikai háromszöge-
lés vagy a húrelmélet. Az RCS-módszer a Reuter-fix-
pont megtalálásakor már egy kiforrott, jól használható
eszköz volt, így volt elképzelésünk mértékelméletek
renormálásáról, fázisszerkezetek feltérképezésérõl. A
másik ok talán a Reuter-fixpont eredetisége lehet. Az
AB-gravitáció elõtt nem ismertünk olyan modellt (ki-
véve néhány alacsony dimenziós játékmodellt), amely-
nek vonzó kölcsönható fixpontja lett volna. Klasszikus
megfelelõjét sem könnyû elképzelni, mert a hamiltoni
klasszikus mechanikában olyan fázistérbeli pontnak
felel meg, ahol állandó a koordináta és a sebesség.

Az AB-gravitáció számos kiterjesztését vizsgálták az
RCS-módszerrel. Az Einstein–Hilbert-hatáshoz további,
fizikailag indokolható tagokat adnak és azt vizsgálják,
hogy mi történik a Reuter-fixponttal. A bõvítés egyik
iránya a metrikus tenzorból származó diffeomorfiz-
musinvariáns új tagok figyelembe vétele a számolások-
ban. Ezek tipikusan a görbület vagy a Ricci-tenzor
hatványait tartalmazó tagok, de lehetnek más egzoti-
kus tagok is. Ezek közül érdemes megemlíteni azokat,
amelyek az AB-gravitáció perturbatív nem-renormál-
hatóságával kapcsolatosak. Az egyes hurokkorrekciók-
nál megjelenõ divergenciákat megfelelõ diffeomorfiz-
musinvariáns ellentagokkal kell végesítenünk. Ezen
ellentagoknak szintén konstansba kell futniuk az UV-
ben. Az általános relativitáselmélet arra tanított meg
bennünket, hogy a gravitáció és az anyag egymástól
függetlenül nem létezik. Ezért egy következetes kvan-
tumgravitációs elméletnek az anyag szabadsági fokait
is tartalmaznia kell. Ebbõl adódik egy másik, el nem
kerülhetõ kiterjesztési lehetõség: a standard modell
részecskéinek figyelembe vétele. Az eddigi eredmé-
nyek azt mutatják, hogy a kiterjesztett modellek is tar-
talmazzák a Reuter-fixpontot.

Az AB-gravitáció, a Reuter-fixpont léte kétségkívül
az RCS-módszer egyik legfontosabb eredménye. Saj-
nálatos módon a kísérleti igazolás szinte lehetetlen,
emiatt megmaradhat bennünk a kétség, hogy valóban
jó nyomon járunk-e a gravitáció és a kvantumelmélet
ilyetén egyesítésével. A modellnek, továbbá az RCS-
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módszernek egy nagyon speciális formájával, illetve
alkalmazási módjával állunk szemben, amelyek szin-
tén kérdéseket vethetnek fel az eredményt illetõen.
Ezek közül sorolok fel néhányat:

1. A Reuter-fixpont UV-fixpont, azaz a k RCS-skála
a végtelenhez tart. Ez ellentétes a blokkosítással, a
szabadsági fokok fokozatos eliminálásának wilsoni
gondolatával, amelynek a k skála csökkentése felel
meg. A wilsoni renormálás keretében az ellentétes
eljárást úgy lehet megvalósítani, hogy a kΛ levágási
skálát a végtelen felé toljuk, ahonnan indítva az evo-
lúciót egyre nagyobb k -nál számolhatjuk a csatolások
futását, amelyek UV-aszimptotikus viselkedése rajzol-
ja ki a Reuter-fixpontot. Azonban az elgondolás azt
feltételezi, hogy a vizsgált elméletben nincsenek to-
vábbi csatolások, amelyek esetleg felnõnek az UV-
ben. A perturbatív renormálásnál is hasonlóképpen
járunk el, csak a releváns csatolásokat követjük az
evolúció során. Azonban ezzel kizárjuk annak lehetõ-
ségét, hogy bármilyen új kölcsönhatás jelenjen meg
az UV-ben, amelyek valamilyen új fizikai kölcsönha-
táshoz tartoznak. Ez ellentmond annak, hogy a ré-
szecskefizikában úgy gondoljuk, a Planck-skála kör-
nyékén új fizika jelenik meg.

2. A standard modellben az ábeli és skaláris terek-
hez tartozó csatolások UV Landau-pólussal rendelkez-
nek, azaz véges k értéknél végtelenbe futnak. Nem
tudjuk, hogy az AB-gravitáció standard modellel vett
kiterjesztése megoldja-e ezt a problémát.

3. A Reuter-fixpontot eredetileg euklideszi téridõ-
ben kapták meg, ezzel szemben a fizikai kölcsönhatá-
sokat Lorentz-szignatúrában kellene megadnunk. Ezt
pótolandó egyre több kutatás tárgyalja a modellt Lo-
rentz-szignatúrában, sõt, ez inspirálón hatott skalár-
vagy mértékelméletek újratárgyalására Lorentz-forma-
lizmusban. Ehhez kapcsolódó probléma az is, hogy az
RCS-módszer maga nem fogalmazható meg Lorentz-
invaráns módon. A k skálával kell paramétereznünk a
Lorentz-szimmetriának megfelelõ hiperfelületeket,
amelyek végtelen kiterjedésûek, ezért regularizálni
kell, azonban nem ismerünk nem-perturbatív Lorentz-
invariáns regulátort.

4. A kvantum-színdinamikában ismert, hogy a Lo-
rentz-szimmetria nagy energiákon sérül. Ennek nyo-
mát látnunk kellene az AB-gravitációban UV-skálán.
Euklideszi formalizmusban ezt nem találhatjuk meg,
Lorentz-szignatúrában kell dolgoznunk. Azonban a
Reuter-fixpont fenntartja a csatolások értékét UV-ben,
ezért a Lorentz-szimmetria fennmarad. Feltételezhet-
jük, hogy a Reuter-fixpont csak közelítõleg fixpont,
amely a Lorentz-szimmetria sérüléséig jó közelítésnek
tekinthetõ, azonban – növelve a skálát – a szimmetria-
sértés elmossa a Reuter-fixpont közelében lévõ skálá-
zást. Ezzel összhangba kerülhetünk a Horava-féle gra-
vitációs modell gravitációmentes UV-fixpontjával,
ahol a futó Newton-állandó nullához tart, míg a futó
kozmológiai állandó véges pozitív értékhez [9].

5. A bevezetésben említett, az RCS-módszer által
kapott, skálákon átívelõ gravitációs elmélet alacsony
energián a klasszikus elmélethez közelít. Azonban
fontos megjegyeznünk, hogy az RCS-módszerrel ka-
pott alacsony energiás modell nem klasszikus, hanem
végig megmarad kvantumos modellnek. Az RCS-mód-
szer egyelõre adós olyan tárgyalással, ahol a kvantu-
mos modellbõl indulva a blokkosítás a modellt klasz-
szikus változatába viszi. Ezt még a gravitációnál jóval
egyszerûbb, könnyebben tárgyalható modell esetén
sem sikerült megvalósítani. Példaként említhetjük a
kvantum-elektrodinamika modelljét, amelynek jól is-
merjük a nagyenergiás kvantumos viselkedését, és
hasonló precizitással ismerjük a klasszikus elméletet,
akár áramkörök feszültség-áram viszonyainak szintjén
is. Mégis, nincs a szakirodalomban olyan RCS-tárgya-
lás, amely megadja a trajektóriákat a kvantumos mo-
dellbõl indulva a klasszikus elméletbe érkezve. A
kvantumos viselkedésbõl a klasszikusba történõ át-
menet kérdése az RCS-módszer zárt idõtengelyes for-
malizmusában vizsgálható [8].

6. Komolyan kell vennünk, hogy a kvantumgravi-
táció perturbatív módon nem renormálható. A pertur-
batív tárgyalásnak nincs elméleti elõrejelzõ ereje, mert
végtelen sok fizikai paramétert kell fix értéken tarta-
nunk. A hurokkifejtés minden rendjében új, divergens
vertex jelenik meg, például 2-hurok közelítésben a
Goroff–Sagnotti-ellentag kell, ami szintén nem renor-
málható új csatolást vezet be. Ezeket egyesével kell
megvizsgálnunk a Reuter-fixpontban, és meg kell
gyõzõdnünk, hogy ott UV-irrelevánsak-e.

7. Az AB-gravitáció eredményei kísérlettel nem
ellenõrizhetõk. Általában elmondhatjuk, hogy az
RCS-módszer erõssége inkább a modellek kvalitatív
megismerésében rejlik. Megtalálhatjuk egy modell
fázisait, fixpontjait, azok kvalitatív tulajdonságait,
azonban például a fixponthoz tartozó exponensek
pontos számítására más elméleti módszert érdemes
választani.

A Reuter-fixpont felfedezése az RCS-módszer egy-
fajta reneszánszát hozta el, többek között megjelent a
háttértérmódszer, egyre komolyabban veszik a Lo-
rentz-szignatúrában számolt evolúciót, és a kozmoló-
gia tárgyalása is új lendületet kapott. Talán nem is az
a fontos, hogy létezik-e a Reuter-fixpont, hanem hogy
ezek az eredmények mennyi inspirációt adtak további
kutatásokra. A wilsoni renormálás által kapott képünk
a gravitációról lehet, hogy pontatlan, korrekcióra
(akár cserére) szorul, de segít egy olyan globális kép
megalkotásában, amely a különbözõ skálákon érvé-
nyes elméleteket egyesíti. Egy adott fixpont közelébõl
nagy energiáról indulva az evolúció megközelíthet
egy újabb fixpontot, ahol az elõzõhöz képest teljesen
más fizikai tulajdonságokat találhatunk, más kölcsön-
hatások dominálják az egyiket, mint a másikat. A leg-
több fizikai elmélet egy adott skálatartományban ér-
vényes, abban jól ismertnek tekinti a kölcsönhatáso-
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kat. Az RCS-módszer valódi ereje abban mutatkozik
meg, hogy a skálatartományból kilépve alkalmas az
elmélet kereteinek meghaladására, és hogy egy másik
elmélethez vezessen bennünket.
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és maganyag fázisszerkezete, szuprave-
zetés, topologikus fázisátalakulások.

Fejős Gergely
Eötvös Loránd Tudományegyetem, Fizikai Intézet, Atomfizikai tanszék

Kenneth Wilson a renormálási csoport róla elnevezett
változatát az 1970-es évek elején fedezte fel [1, 2].
Módszere a szûk 20 évvel korábban a Stückelberg és
Petermann [3], illetve a Gell-Mann és Low [4] által
lefektetett alapokra építkezõ matematikai apparátus.
Utóbbi munkák a kvantum-elektrodinamika keretein
belül, az elméletben megjelenõ divergens átmeneti
amplitúdóknak értelmet adó renormálás mûveletén
keresztül elsõként vizsgálták és vezették be a dilatá-
ciós transzformációt, amelyet ma a renormálási cso-
port egy elemének tekintünk. Utóbbihoz szorosan
kapcsolódnak a renormálás skálájától függõ úgyneve-
zett futó csatolási állandók, amelyek szemléletes je-
lentése az, hogy a szóban forgó skálán milyen erõssé-
gû kölcsönhatások jönnek létre egy adott fizikai rend-
szerben. Közvetett használatukkal a feljebb idézett
dolgozatok különbözõ korrelációs függvényei impul-
zusfüggésének – a szokvány perturbációszámításnál
hatékonyabb – elõállítását tették lehetõvé.

Wilson, aki Gell-Mann diákjaként jól ismerte a
kvantum-elektrodinamikán át megszületett renormá-
lási csoportot, Kadanoff munkája [5] nyomán jött rá
arra, hogy a kontinuum kvantum-mezõelméletek ke-
retein belül lényegében elkerülhetetlen renormálás

mûvelete során bevezetett renormálási skála folyto-
nos változtatása valójában a különbözõ hullámhosszú
fluktuációk ki- és bekapcsolásával ekvivalens. Ennek
nyomán mutatott rá arra, hogy a metódus alkalmazha-
tósága szempontjából szükségtelen kizárólag renor-
málható, kontinuummodellekre megszorítani vizsgá-
lódásainkat, és a feljebb idézett szerzõk által beveze-
tett skálatranszformációk így statisztikus fizikai (és
ezáltal ultraibolya-levágást fizikailag tartalmazó) rend-
szerekre is lényegében a kontinuum mezõelméletek-
kel analóg módon alkalmazhatók. A wilsoni renormá-
lási csoport így a korábbi változat természetes, és
jóval intuitívabb általánosításának tekinthetõ.1

1Az olvasó a wilsoni és térelméleti renormálásicsoport-módsze-
rek közötti kapcsolat pedagogikus leírását találhatja például a [6]
Fizikai Szemle -cikkben.

Folytonos fázisátalakulások

A wilsoni renormálási csoport legnagyobb sikerét a
másodrendû (folytonos) fázisátalakulások jellegzetes-
ségeinek magyarázatával érte el. A 70-es évek elõtt a
folytonos átalakulások leírására a Lev Landau által
kidolgozott elmélet [7] számított a legjobban mûködõ
modellnek. Az elmélet lényege az, hogy egy másod-
rendû vagy gyengén elsõrendû átalakuláshoz elegen-
dõen közel a mikroszkopikus szabadsági fokok meg-
felelõ kiátlagolásával létrejön egy lokális, a rendszert
jellemzõ rendparaméter, amely szerint sorba lehet
fejteni a szabadenergiát, az egyes tagok matematikai
alakját pedig a rendszert jellemzõ szimmetriák egyér-
telmûen rögzítik. Az eljárás feltételezi, hogy minden
hõmérsékleti fluktuáció lényegében elhanyagolható
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(így az úgynevezett átlagtérelmélettel ekvivalens), és
kvalitatíven meglepõen jó eredményeket ad. A kriti-
kus pont környékén a redukált hõmérséklettel (vagy
esetleg a távolsággal) skálázó fizikai mennyiségek
kritikus exponensei azonban számos rendszerben
nem egyeztek meg a tapasztalattal. További rejtélynek
számított az is, hogy egymástól merõben különbözõ
fizikai rendszerek a kritikus pont körül miként lehet-
nek képesek ugyanazt a viselkedést mutatni (univer-
zalitás).

Arra, hogy Landau modellje nem feltételek nélkül
alkalmazható, Ginzburg már a 1960-as évek elején
felhívta a figyelmet [8]. Könnyû látni, hogy ha a Lan-
dau-elmélet körül perturbációszámítás segítségével
megpróbálunk fluktuációs korrekciókat számolni a
szabadenergiához, amennyiben a térdimenzió d < 4,
már az elsõ nemtriviális rendben divergens járuléko-
kat kapunk. Ezek úgynevezett infravörös divergen-
ciák, amelyek a hosszú hullámhosszú fluktuációk
hatására jönnek létre. Vegyük észre, hogy megjelené-
sük teljesen aláássa a Landau-elmélet alkalmazhatósá-
gát, hiszen ha már az elsõ korrekció divergál, akkor
az elõbbi biztosan rossz közelítés. A tanulság az, hogy
másodrendû átalakulások során a minden határon túl
növõ korrelációs hossz miatt a termális fluktuációkat
tetszõlegesen nagy hullámhosszak esetén is releváns-
nak kell tekinteni. Ehhez természetesen egy idealizált,
térben végtelen kiterjedésû rendszert kell elképzel-
nünk. Szigorú értelemben egy véges térfogat mindig
gátat szab a tetszõlegesen nagy hullámhosszú módu-
sok fluktuációinak, ilyenkor valódi kritikus viselkedés
nem is valósul meg.

A Landau-elmélet azért ad pontatlan eredménye-
ket, mert a szabadenergia a kritikus pontban nem
analitikus függvénye a rendparaméternek. Bármilyen
csábító is feltételezni, hogy kicsiny rendparaméter
esetén a szabadenergia bizonyára hatványsorba fejt-
hetõ, utóbbi – a nagy hullámhosszú fluktuációk hatá-
sa miatt – matematikailag nem létezik. Semmi nem
akadályozza azonban az elmélet olyan értelemben
vett módosítását, hogy az infravörös fluktuációkat
kihagyva a szabadenergiából, akkor az valóban anali-
tikussá váljék, Taylor-sora létezik, és az (legalábbis
praktikusan) konvergens. Wilson ötlete az volt, hogy
a fluktuációk kiintegrálását úgy oldja meg, hogy ma-
gas hullámszámú módusok felõl szukcesszíven köze-
lít az infravörösek felé, így sosem ütközik nemanaliti-
kus viselkedésbe. A Taylor-együtthatók skálafüggésé-
re ezzel csatolt, közönséges differenciálegyenleteket
vezetett le, amelyek azt írják le, hogy a szabadenergia
miként változik a skálatranszformáció során. A mód-
szer annak felismeréséhez vezet el, hogy az elõbbi,
úgynevezett renormálásicsoport-egyenletek fixpontja-
ként nem csak a fluktuációktól mentes „szabad” elmé-
let létezik, hanem nemtriviális, kölcsönható változa-
t(ok) is, amely(ek) ráadásul a fluktuációk kiintegrálá-
sa során a csatolási állandók terében vonzani tudják a

skálatranszformációk által generált trajektóriákat. Ki-
derül, ha a térdimenzió d < 4, akkor a kölcsönhatás-
és így fluktuációmentes elmélet (Landau modellje)
taszító fixpont, és a másodrendû átalakulásokhoz tar-
tozó skálázó viselkedést valamilyen új, nemtriviális
fixpont írja le. Ezzel Wilson nem csak a Landau-elmé-
let korlátait tisztázta, de az univerzalitásra is magyará-
zatot adott, hiszen az infravörös irányba haladó tra-
jektóriák a kezdõpontjuktól függetlenül ugyanazon
fixpontba lehetnek képesek befutni. Szemléletesen
azt lehet mondani, hogy a kritikus viselkedés szem-
pontjából a Taylor-együtthatók kezdõértékei nem
fontosak, a fluktuációk „kimossák” a rendszer mik-
roszkopikus részleteit, és a kritikus viselkedés szem-
pontjából csak a fixpont számít. Utóbbi pedig lénye-
gében csak a rendparaméter jellegétõl, a dimenzió-
számtól és a fizikai rendszer szimmetriáitól függ, ame-
lyek így univerzalitási osztályokat hoznak létre.

A fixpontokhoz közeli trajektóriák releváns és irre-
leváns irányokra bonthatók. Minden olyan irány rele-
váns (irreleváns), amely a fluktuációk kiintegrálása
során kifelé (befelé) visz a fixpontból (fixpontba).
Eszerint véges hõmérsékletû átalakulásokat pontosan
egy releváns iránnyal rendelkezõ fixpontok írnak le,
ahol a releváns irány a redukált hõmérsékletnek kell
megfeleljen. A rendszer csatolási állandóinak terében
az ezen irányra vett vetület a kritikus hõmérsékleten
azonosan eltûnik, így a trajektóriák renormálásicso-
port-transzformációk során be tudnak folyni a fix-
pontba. Wilson megmutatta, hogy a szóban forgó
átalakulást jellemzõ kritikus exponenseket a fixpont-
hoz közeli futások egyértelmûen meghatározzák.

Fontos tudni, hogy a wilsoni renormálási csoport
perturbatív abban az értelemben, hogy a csatolási
állandók futását (skála szerinti deriváltját) önmaguk
szerint haladó sorként realizálja. Ez természetesen így
is fejlettebb a szokvány perturbációszámításnál,
amelyben például a mikroszkopikus elmélet egy ki-
csiny paramétere szerinti sorként állítanánk elõ korre-
lációs függvényeket, de Wilson módszere ennek elle-
nére is valamelyest limitált. Kiderül, hogy d dimenzió-
ban a futások zérushelyeiként elõálló fixpontok hely-
zetét megadó számítás csak akkor konzisztens, ha ε =
4−d elegendõen kicsi, vagyis ha a dimenziószám „kö-
zel van” 4-hez. Ekkor a fixpontokban a skála szerint
dimenziótlanított csatolások a módszer perturbatív
jellegének megfelelõen O(ε ) rendûek. Meglepõ mó-
don a mérhetõ mennyiségekre, például kritikus expo-
nensekre adódó, ε hatványaiként haladó sorokat a
fizikailag leginkább érdekes ε = 1-re elfolytatva már
vezetõ rendben igen jó eredményeket kaphatunk
például O(N ) szimmetriát mutató rendszerekre, lásd
akár az Ising- (N = 1), XY- (N = 2) vagy Heisenberg-
modell (N = 3) eseteit.

Az alábbiakban a Wilson által létrehozott keret
mûködését az erõs kölcsönhatás királis fázisátalakulá-
sára vonatkozóan tárgyaljuk.
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Királis szimmetria a kvantum-színdinamikában 1. táblázat

A kvarktömegek hierarchiája az erõs kölcsönhatásban.

íz tömeg

down 4,8 MeV

up 2,3 MeV

strange 95,0 MeV

charm 1275,0 MeV

bottom 4180,0 MeV

top 1,7 106 MeV

Az erõs kölcsönhatást leíró kvantum-mezõelmélet, a
kvantum-színdinamika egy SU(3) mértékelmélet. Di-
namikai változói a mértékmezõk (gluonok) mellett a
mértékcsoport fundamentális ábrázolása szerint
transzformálódó fermionikus mezõk is, a kvarkok. A
kvantum-színdinamikában 6 különbözõ ízû kvark
van, amelyek mindegyike a Lorentz-csoport szerinti
bispinor ábrázolást is követ, vagyis bal- és jobbkezes
projekciók direkt összegeként állnak elõ. A kvarkokat
ízeik szerint egy multiplettbe rendezve, annak bal- és
jobbkezes projekcióira külön egy-egy íztérbeli unitér
forgatást eszközölve észrevehetõ, hogy azokra zérus
kvarktömegek esetén a kvantum-színdinamika La-
grange-függvénye teljesen érzéketlen. Ez azt jelenti,
hogy általában Nf kvarkíz esetén a rendszerben (a
mérték- és Lorentz-szimmetriák mellett) jelen van egy
globális UL(Nf ) × UR(Nf ) királis szimmetria is, ahol az
L (R) index a bal (jobb) kezes projekcióra utal. Mivel
a kvarkok a valóságban tömeggel rendelkezõ objek-
tumok (lásd a hierarchiát az 1. táblázatban ), a királis
szimmetria csupán közelítõ érvényességgel bír. A
fenomenológiát is szem elõtt tartva észrevehetõ, hogy
például egy tipikusan ~1 GeV karakterisztikus ener-
giájú folyamat szempontjából az Nf = 3 eset nagyon jó
közelítõ szimmetria, míg ~100 MeV-nél csak az Nf = 2
eset tûnik megfelelõnek.

A bal- és jobbkezes transzformációk helyett érde-
mes úgynevezett vektor- és axiálvektor-transzformá-
ciókra áttérni. Ha a balkezes (jobbkezes) transzformá-
ciók paramétereit ( ) jelöli (a = 0, 1, … 8 az U(3)θ a

L θ a
R

csoport Lie-algebrájának dimenziója szerint), akkor a
vektor- és axiálvektor-transzformációkat rendre a

paraméterek definiálják. Ez az áttérés azért hasznos,

θ a
V/A =

θ a
L ± θ a

R

2

mert a kvantum-színdinamikában a vákuum topologi-
kus fluktuációi (úgynevezett instanton megoldások)
az UA (1) részcsoporthoz tartozó szimmetriát anomáli-
san sértik, és ennek megfelelõen királis szimmetria
alatt általában az SUR(Nf ) × SUL(Nf ) × UV(1), vagy
másképp az SUV(Nf ) × SUA(Nf ) × UV(1) csoport által
generált transzformációkra mutatott invarianciát ért-
jük (az UV(1) faktort gyakran teljesen elhagyjuk a tár-
gyalásból).

Az erõs kölcsönhatás alacsony energián a kvarkokat
kompozit részecskékbe, hadronokba (például mezo-
nokba, barionokba) zárja, amelyek a tapasztalat sze-
rint nem az SUV(3) × SUA(3), hanem az SUV(3) csoport
irreducibilis ábrázolásai szerint rendezhetõk multiplet-
tekbe. Könnyen belátható, ha az erõs kölcsönhatás
alapállapotában az SUV(3) × SUA(3) szimmetria fennáll-
na, akkor minden irreducibilis ábrázoláshoz tartozó,
például pozitív paritású állapot negatív paritású part-

nere is azonos tömeggel kellene megjelenjen a spekt-
rumban. Ezzel ellentétben azt látjuk, hogy a mezon-
spektrum könnyû, pszeudoskalár szektorához még
csak közelítõleg hasonló tömegû pozitív paritású társa-
kat sem találunk. Ez arra utal, hogy az erõs kölcsönha-
tás alapállapotában a királis szimmetria az SUV(3) ×
SUA(3) → SUV(3) mintázatot követve spontán sérül. Az
egzakt globális szimmetriák spontán sérülése esetén a
spektrumban pontosan nulla tömegû Goldstone-bozo-
nok jelennek meg, királis szimmetria esetén azonban –
annak közelítõ jellege miatt – a legkönnyebb pszeudo-
skalár mezonok is véges (nemnulla) tömegûek, a
pionra Mπ ≈ 140 MeV, míg a hierarchiában a rákövet-
kezõ kaonra MK ≈ 494 MeV mérhetõ.

Abból a felismerésbõl, hogy a királis szimmetria
SUA(3) részcsoportja az, ami az alapállapotnak nem
szimmetriája belátható, hogy elõbbit a úgyneve-〈q i qj〉
zett királis kondenzátum alapállapoti nemeltûnõ várha-
tó értéke generálja, ahol qi a kvarkmezõk ízmultiplett-
jére utal, i = 1, 2, 3 (spinor és színindexek kiírása nél-
kül), pedig a Dirac-adjungált. Ha a királis szimmetriaq i
egzakt dinamikai szimmetria lenne, akkor a kondenzá-
tum az egységmátrixszal arányos, de a véges kvarktö-
megek következményeként az egyes komponensek va-
lójában felhasadnak. Ha például a ritka (strange) kvark
tömegét közelítõleg sem tekintjük az u- és d-kvarkok
tömegével egyenlõnek (vagyis Nf = 2 királis szimmetriát
veszünk), akkor csak i = 1, 2-re kapunk (közelítõleg)
azonos várhatóértékeket, az i = 3-hoz tartozó ritka-
kvark-kondenzátum teljesen felhasad.

Ha alacsony hõmérsékleten a szimmetria spontán
sérül, akkor a rendszert felhevítve, annak elõbb-
utóbb helyre is kell állnia. Nagyon természetes kér-
désként adódik, hogy a királis szimmetria helyreállása
milyen rendû átalakulás során megy végbe. Emlékez-
zünk rá, hogy a szimmetria nem egzakt, hiszen azt a
kvarktömegek expliciten sértik, ezért számos külön-
bözõ variáció képzelhetõ el. Ha az átalakulás egzakt
szimmetria esetén például másodrendûnek adódna,
akkor biztosak lehetünk benne, hogy egy külsõ mág-
neses térbe helyezett ferromágnessel analóg módon a
rendparaméter eltûnése valójában egy sima crossover
mentén kell történjen. Ha azonban azt találnánk, hogy
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nulla kvarktömegek mellett az átalakulás elsõrendû,
az akár véges kvarktömegek esetén is fennmaradhat,
sõt másodrendûvé is válhat, vagy elegendõen erõs
explicit sértés (nagy kvarktömegek) esetén szintén
crossoverré alakul. A kérdés, amit a renormálásicso-
port-módszerrel meg szándékozunk válaszolni az az,
hogy nulla kvarktömegek mellett milyen az átalakulás
rendje. Ebbõl természetesen a fizikai esetre az explicit
sértés mértékébõl következtetni fogunk tudni.

Királis átalakulás ε -sorfejtésben

Ahogy írásunk elején már idéztük, a Landau-paradig-
ma szerint, ha egy fizikai rendszer közel van egy foly-
tonos fázisátalakuláshoz, benne a mikroszkopikus
szabadsági fokok megfelelõ kiátlagolása nyomán lét-
rejön egy, az átalakulási ponttól való távolságot jel-
lemzõ lokális rendparaméter, amely szerint az ultra-
ibolya szabadenergia (amelybõl az infravörös járulé-
kok kihagyandók) sorbafejthetõ. Mivel a fentiek sze-
rint a királis szimmetriasértés a királis konden-〈q i qj〉
zátum megjelenése nyomán megy végbe, várakozá-
saink szerint a rendparaméter egy, az elõbbi kombi-
náció transzformációs tulajdonságait öröklõ, Φij 3×3-as
komplex mátrixszal reprezentálható. Ezen a változón,
mint statisztikus fizikai mezõn a királis szimmetria Φ→
LΦR † módon ábrázolódik, ahol L (R ) a bal (jobb)
kezes projekciókhoz tartozó unitér operáció.

Munkahipotézisként tegyük fel, hogy a királis át-
alakulás másodrendû, és próbáljuk meg beazonosíta-
ni az átalakuláshoz tartozó renormálásicsoport-fix-
pontot. Landau szerint elsõ feladatunk az, hogy a sza-
badenergia legáltalánosabb olyan alakját megadjuk,
amely invariáns az elõbbi transzformációra nézve.
Megengedve a rendparaméter térbeli változásait is, a
szabadenergia sora az átalakuláshoz közel az

alakba írható, ahol a negyedrenden túli tagokat elha-

(1)

F = ⌡
⌠ d d x Tr [∂iΦ

† ∂iΦ] + m 2 Tr [Φ† Φ] +

+ g1 Tr [Φ† Φ]
2
+

+ g2 Tr [Φ† Φ Φ† Φ] + …

nyagoltuk. Ennek oka az, hogy megmutatható, hogy
utóbbiak a korábban tárgyalt ε -sorfejtés vezetõ rend-
jében (d = 4-hez elegendõen „közel”) nem tudnak
járulékot adni a futásokhoz. Az (1) szabadenergia
renormálási csoport folyamatait elsõként Pisarski és
Wilczek vizsgálta [9], és Nf ízszám mellett a dimenziót-
lanított negyedrendû csatolások futására (a skálát
k -val jelölve) a

(2a)k ∂kg1 = −ε g1 +
N 2

f + 4

4 π 2
g 2

1 +
Nf

π 2
g1 g2 +

3 g 2
2

4 π 2

és a

differenciálegyenleteket kapták, ahol kihasználták azt

(2b)k ∂kg2 = −ε g2 + 3

2 π 2
g1 g2 +

Nf

2 π 2
g 2

2

is, hogy egy lehetséges kritikus viselkedéshez tartozó
fixpontban m 2 értéke O(ε), és így elhanyagolható. Az
utóbbihoz tartozó irány d = 4-hez elegendõen közel
biztosan releváns, ezért a (2) egyenletek olyan megol-
dásait kell keresni, amelyek infravörösen stabilak,
azaz a g1–g2 síkban a fixpontba bármilyen irányból
befelé futnak a skálatranszformációk által generált
trajektóriák. A futások rövid vizsgálata után az derül
ki, hogy Nf > esetén (vagyis a minket érdeklõ ösz-3
szes esetben) a triviálison kívül csak olyan fixpont
létezik, amelyre g1 ≠ 0, de g2 = 0, ami lényegében egy

szimmetriájú elmélet már Wilson által is meg-O (2N 2
f )

talált fixpontja. Jelen esetben a fõ különbséget azon-
ban az jelenti, hogy a fixpont nem infravörösen stabil,
mert a g2 irányba csak kifutó trajektóriákat találunk.
Eszerint az (1) által leírt rendszerben az fix-O (2N 2

f )
ponthoz nem tartozhat termális folytonos fázisátala-
kulás, hiszen az nem pontosan egy releváns iránnyal
bír. Következésképpen, ha a szimmetria helyreállása
egyáltalán bekövetkezik, akkor az kizárásos alapon
elsõrendû átalakulás során mehet végbe.

Mindezidáig nem vettük figyelembe az UA(1) rész-
csoport anomális sérülését. A szabadenergiába ezt
legalacsonyabb rendben egy

a (detΦ† +detΦ) (3)

taggal lehet betenni. Nf = 3 esetén a rendparaméter
függvényében ez egy köbös járulékot ad a szabad-
energiába, ami nem tudja az elsõrendû átalakulást
másodrendûvé változtatni, hiszen ahhoz páros hatvá-
nyú térfüggésre volna szükség. Vegyük észre, hogy Nf

= 2 esetben azonban (3) kvadratikus a rendparamé-
terben, amelynek következtében elegendõen nagy a
anomáliacsatolás esetén megmutatható, hogy a fluk-
tuációs spektrumnak éppen a fele nagy tömegûvé
válik. Ezen gerjesztések azonban a kritikus viselke-
déshez várhatóan nem tudnak hozzájárulni, így mivel
a szimmetriacsoport ekkor O(4) lesz, azt várjuk, hogy
az átalakulás másodrendûvé változik, az elõbbi cso-
port kritikus exponenseivel. Ezt a képet késõbb az
összes, m 2, g1, g2, a csatolási állandókra felírt renor-
málásicsoport-egyenletek is visszaigazolták [10]. Az
eredmények szerint szigorú értelemben az anomália
csatolásának végtelen nagy értéket adva az O(4) fix-
pont infravörösen stabillá válik, így ekkor az átalaku-
lás másodrendû.

Összegzésként elmondható, hogy a renormálási
csoportból következõ ε -sorfejtés vezetõ rendû jóslata
szerint az erõs kölcsönhatás királis fázisátalakulása Nf

= 3 királis szimmetria esetén mindenképpen elsõren-
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dû, de Nf = 2 esetén, amennyiben az UA(1) anomália

1. ábra. A királis fázisátalakulás rendjére vonatkozó jóslatok a renormálási csoport ε -sorfejtése
alapján a könnyû (u, d) és ritka (s) kvarktömegek függvényében. Bal oldalon a kritikus pontban
már helyreállt UA(1) szimmetria melletti, míg a jobb oldalon a kellõen erõs anomáliaparamétert fel-
tételezõ eredmények láthatók. Az elsõrendû és crossover tartományok között folytonos átalaku-
lások vannak.
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2. ábra. Egy tipikus infravörös regulátorfüggvény a nemperturbatív
renormálási csoport futási egyenletében.
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elegendõen erõs marad a kritikus pontban, az másod-
rendû, lásd az 1. ábrát. Arról, hogy az UA(1) részcso-
port anomális sérülése az átalakulás hõmérséklete
felé haladva hogyan változik, a Landau-féle szabad-
energia nem tud számot adni, az a paraméter pontos
hõmérsékletfüggése nem ismert. Ennek kutatása a
mai napig aktív terület, és a kvantum-színdinamika
véges hõmérsékletû dinamikája szabja meg.

Az ε -sorfejtés érvénytelensége és
a nemperturbatív renormálási csoport

Az idáig idézett eredmények az elmúlt közel 40 évben
széles körben elfogadottá váltak, számtalan tankönyv
és tanulmány hivatkozza õket. A közelmúltban azon-
ban olyan állítások jelentek meg az irodalomban, ame-
lyek szerint az ε -sorfejtés a királis szimmetria leírása
szempontjából nem ad megbízható eredményeket. A
számítógépes kapacitás rohamos növekedésével a
kvantum-színdinamika téridõrácson történõ szimulá-
lása egyre alacsonyabb kvarktömegek mellett is egyre
pontosabb eredményeket szolgáltat. Szûk 2 évvel ez-
elõtt több olyan tanulmány jelent meg vezetõ folyóira-
tokban, amelyek szerint zérus kvarktömegek mellett a
véges hõmérsékletû királis fázisátalakulás a kvarkízek
számától függetlenül másodrendûséget mutat [11, 12].
Ez komoly összetûzésben van Nf = 3 esetén a renormá-
lásicsoport-módszerbõl kapottakkal, hiszen az ε -sorfej-
tés ez esetben mindenképpen elsõrendû átmenetet jó-
sol. Ha bízunk a rácsszámítások helyességében, akkor
a problémát a renormálási csoport perturbatív jellegé-
ben, és így az ε -sorfejtésben kell keresnünk.

Mivel a wilsoni renormálási csoport konstrukció
szerint perturbatív, ahhoz, hogy az ε -sorfejtést meg
tudjuk haladni, a nemperturbatív (vagy funkcionális)
renormálási csoport (FRG) módszerét kell alkalmaz-

nunk. Az FRG a wilsoni válto-
zat általánosítása abban az
értelemben, hogy segítségé-
vel nem csak az egyes Taylor-
együtthatók skálafüggését le-
het kinyerni, hanem a mód-
szer egy kompakt futási
egyenletet származtat magára
a teljes szabadenergia-funk-
cionálra, amelyet nem kötele-
zõ perturbációszámítás segít-
ségével megoldani. Ezt az
egyenletet elõször C. Wette-
rich vezette le, ezért rá Wette-
rich-egyenletként is szokás
hivatkozni [13].

A Wetterich-egyenlet egy
funkcionális integro-differen-
ciálegyenlet, amelynek kö-

zéppontjában a skálafüggõ Fk szabadenergia áll. Az
FRG-módszer szerint a szabadenergia futása az alábbi
módon áll elõ:

ahol az Fk funkcionál második deriváltjaiból kép-

(4)∂kF k = 1
2

Tr ∂kRk F (2)
k + Rk

−1
,

F (2)
k

zett mátrix, a trace operációt pedig funkcionális és
mátrixértelemben is kell tekinteni. Az egyenletben
felbukkanó Rk függvényt infravörös regulátornak hív-
juk, amelynek feladata a skálaszeparáció. Segítségével
választjuk szét azon módusokat, amelyek bekerülnek
Fk -ba azoktól, amelyeket a potenciális infravörös
szingularitások miatt ki szeretnénk hagyni. (A korábbi
jelölést folytatva ezen skálát ismét k -val jelöltük). Az
Rk függvény feladata lényegében az, hogy elnyomja
az alacsony hullámszámú módusokat, praktikusan
valamilyen nagy tömeget adva nekik. Egy tipikus Rk

regulátorfüggvényt Fourier-térben ábrázolva látha-
tunk a 2. ábrán.
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A Wetterich-egyenletet arra szeretnénk használni,

3. ábra. Új fixpont létezése az erõs kölcsönhatásban pontosan egy
releváns iránnyal a funkcionális renormálásicsoport-futások alapján.
Az ábrán csak a legalacsonyabb dimenziós operátorokhoz tartozó
irányok alterét tüntettük fel.
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hogy egy, az (1) ansatznál általánosabb alakú szabad-
energia-funkcionál futását meghatározzuk. Ehhez
most már nem kötelezõ d = 4-hez közel dolgozni,
egy, az Fk-ra felállítandó új ansatzot (4)-be behelyette-
sítve, annak futása tetszõleges dimenzióban megkap-
ható. Ami feltétlenül túlmutat (1)-en, az a magasabb
rendû tagok bevétele a szabadenergiába. Mivel d =
4-hez közel csak minden, a kvadratikus renden túli
operátor az, ami irreleváns, a dimenzióanalízis szerint
azt várjuk, hogy ha létezik eddig nem látott fixpont,
és az nincs nagyon messze a triviálistól, akkor közvet-
lenül d = 3-ban mindenképpen hatodrendig szüksé-
ges elmenni.

A részletek elemzése nélkül közöljük, hogy az
elõbbi stratégiát követve Nf = 3 esetén összesen 9
csatolási állandó jelenik meg a szabadenergiában. A
Wetterich-egyenletet rendrõl rendre az egyes tagokra
projektálva ezen 9 csatolási állandó futása az ε -sorfej-
tés alkalmazása nélkül, közvetlenül d = 3 dimenzió-
ban megkapható [14]. A közelítéshez optimalizált re-
gulátorral dolgozva az FRG-módszer eredménye nem
igazolja vissza az ε -sorfejtés jóslatait, mert a fenti csa-
tolási állandók 9-dimenziós terében léteznek új fix-
pontok. Az eredmények természetesn reprodukálják a
triviális és O(N ) fixpontokat, de ezeken kívül még két
másikat is mutatnak.

Ahogy cikkünk elején felidéztük, egy véges hõmér-
sékletû átalakuláshoz olyan fixpontra van szükség,
amelyhez pontosan egy releváns irány tartozik. Az
újonnan megtalált fixpontok közül egyik sem ilyen, 2
és 4 releváns iránnyal rendelkeznek. Az elõbbihez
tartozó struktúra viszont azt mutatja, hogy ha az ösz-
szes olyan operátort kivesszük a szabadenergiából,
amely az UA(1) anomáliát írja le, vagyis feltesszük,
hogy az UA(1) szimmetria helyreáll a kritikus pontban,
akkor a releváns irányok száma pontosan 1, lásd a 3.

ábrát. Ez azt jelenti, hogy az FRG jóslata merõben
eltér a perturbatív ε -sorfejtés eredményétõl, ugyanis
azt látjuk, hogy Nf = 3-ra az átalakulás csak akkor le-
het másodrendû, ha az axiális anomália eltûnik a kriti-
kus pontban. Eredményeinket fordítva is interpretál-
hatjuk, mert ha elfogadjuk (például rácsszimulációk
alapján), hogy a királis fázisátalakulás másodrendû Nf

= 3 kvarkíz esetén, akkor a renormálási csoport jós-
lata valójában az, hogy az anomália el kell tûnjön a
kritikus pontban.

A fizikai esetre vonatkozóan azt prognosztizálhat-
juk, hogy az átalakulás egy sima crossover, de ennek
oka nem a kvarkok nagy tömege, ugyanis a nemper-
turbatív renormálási csoport eredményeinek üzenete
éppen az, hogy ez a kép akár tetszõlegesen kicsi ex-
plicit szimmetriasértés esetén is megmarad. Tehát
valószínûsíthetõen nem létezik egy olyan határvonal a
könnyû és ritka kvarkok által kifeszített síkon, ame-
lyet átlépve a királis szimmetria elsõrendûbõl másod-
rendûvé, majd crossoverré változna.

Záró megjegyzések

A Kenneth Wilson által felfedezett renormálási cso-
port jelentõsége óriásivá vált az elmúlt 50 évben. A
módszer teljesen újraírta azt a képet, amelyet a renor-
málhatóságról, kvantummezõk elméletérõl és effektív
modellekrõl odáig gondoltak. Nem pusztán kapcsola-
tot teremtett a statisztikus mechanika és az elemi ré-
szek kvantumelmélete között, de a technika segítsé-
gével a skálatranszformációk szerepe is mélyebb
megértést nyert a fizikában. Bár felfedezésekor a má-
sodrendû fázisátalakulások elméletében aratott kor-
szakalkotó sikert, késõbb olyan problémák magyará-
zatára is megoldást adott, mint a Kondo-effektus,
vagy a két térdimenzióban bekövetkezõ topologikus
fázisátalakulások mechanizmusa.

A wilsoni módszer természeténél fogva perturbatív,
és a d = 4−ε dimenzióban kiszámított skálafutások
számos elmélet esetén az ε = 1 extrapoláció mellett is
jó eredményeket adnak. Az erõs kölcsönhatásban
fellépõ királis szimmetria helyreállása esetén azonban
az ε -sorfejtés minden bizonnyal csõdöt mond. Írá-
sunkban rámutattunk, hogy a wilsoni renormálási
csoport nemperturbatív általánosítása merõben más
eredményekre vezet, mint amit az elõbbi ε -sorfejtés-
ben produkál. Úgy véljük, hogy a renormálási csoport
nemperturbatív általánosítása azért mûködik jobban,
mert a királis szimmetria bonyolultsága miatt sokkal
többféle operátor jelenlétét engedi meg a szabadener-
gia-funkcionálban, mint az egyszerûbb szimmetriájú
rendszerek. Ezen operátorok tipikusan irrelevánsak d
= 4 dimenzióhoz közel, ezért a konzisztencia miatt az
ε -sorfejtésben elhanyagolhatónak adódnak, de expli-
citen d = 3 dimenzióban meg kell õket tartani. Mivel a
számosságuk is nagy, ezért a hozzájuk tartozó csato-
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lási állandók tere, amibe új fixpontok tudnak belefér-
ni, is sokkal bõvebb. Az, hogy a nemperturbatív re-
normálási csoport eredményei mennyire robosztusak
a szabadenergia-funkcionál további tagokkal történõ
kiegészítésére nézve, továbbra is nyitott kérdés, és
jelenleg is folyó kutatások tárgya.
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KVANTUMTÉRELMÉLET RÁCSON
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mája az elméleti részecskefizika, a rácstér-
elmélet.

Kovács Tamás György
ELTE TTK Elméleti Fizikai Tanszék

és Atomki, Debrecen

A renormálásicsoport-módszer legfõbb jelentõsége,
hogy általános gondolkodási keretet biztosít annak
megértésére, hogy különbözõ fizikai rendszerekben
az effektív kölcsönhatások miként függnek attól, hogy
a rendszert milyen távolságskálán vizsgáljuk. E cikk-
ben ennek egy konkrét példáját, a kvantumtérelméle-
tek rácson való megfogalmazását fogjuk áttekinteni. A
rácstérelmélet ebbõl a szempontból azért is különö-
sen érdekes, mert közvetlen kapcsolatot teremt a re-
normálási csoportnak a kvantumtérelméletekben és a
kritikus jelenségek (fázisátalakulások) elméleti leírá-
sában való alkalmazása között. Kenneth Wilson
ugyan a kritikus jelenségek elméletében elért eredmé-
nyeiért kapta a Nobel-díjat, de kiemelkedõ szerepe
volt e két terület közötti kapcsolat megteremtésében
is, és – ahogyan az alábbiakban látni fogjuk – jelentõ-
sen hozzájárult a rács-kvantumtérelméletek máig
használt formalizmusának kifejlesztéséhez.

Az alapvetõ kölcsönhatásokat leíró standard mo-
dell mikroszkopikus, szubatomi részecskéket ír le
széles energiatartományban, ahol ezek a részecskék
akár fénysebességhez közeli sebességgel is mozog-
hatnak. Emiatt a részecskéket leíró elmélet minden-
képp relativisztikus kell legyen, és mivel mikroszko-
pikus részecskékrõl van szó, leírásukhoz kvantumme-

chanikát kell használnunk. A múlt század közepén
sikerült olyan elméleteket megfogalmazni, amelyek
mind a speciális relativitáselmélet, mind a kvantum-
mechanika alapelveit tartalmazzák, ezeket összefogla-
ló néven kvantumtérelméleteknek nevezzük. A kvan-
tumtérelmélet elsõ nagy sikere volt, amikor Dirac
pusztán elméleti úton megjósolta az elektron antiré-
szecskéje, a pozitron létezését, amit nem sokkal ké-
sõbb kísérleti úton is kimutattak.

Kvantálás és matematikai definíció

A kvantumtérelméletek mindegyike egy, az elektro-
dinamikához hasonló klasszikus térelméletbõl indul
ki, amelyet kvantálnunk kell. Ez általában többféle-
képpen is megvalósítható, de kiderült, hogy a legál-
talánosabban használható kvantálási módszer a
Feynman-féle pályaintegrál segítségével fogalmazha-
tó meg. A pályaintegrál lényege, hogy egy kvantum-
mechanikai rendszer kezdeti és végállapota közötti
átmeneti amplitúdót úgy is kiszámolhatjuk, hogy a
két állapotot összekötõ összes klasszikus pályára
kiértékeljük az S hatást,1 majd az összes pályára ösz-

1A hatás a kinetikus és potenciális energia különbségeként
elõálló Lagrange-függvény idõ szerinti inegrálja, amelybõl leszár-
maztathatók a rendszer dinamikáját leíró differenciálegyenletek.
Tárgyalásunk szempontjából csak az a lényeges, hogy ez a szám a
rendszer minden klasszikus idõtörténetéhez (pályájához) egysze-
rûen hozzárendelhetõ.

szegezzük az eiS mennyiséget. Az így kiszámolt átme-
neti amplitúdó abszolútérték-négyzete adja az átme-
net valószínûségét.

Már a kvantummechanikában sem triviális, hogy
matematikailag miként definiálható az összes klasszi-
kus pályára való összegzés, ugyanis kontinuum sok
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pályáról van szó, így nem egyértelmû, hogyan „szá-
moljuk meg” ezeket, hogyan összegezzünk minden
pályára. A kvantumtérelméletben e probléma még
súlyosabb, ugyanis itt a klasszikus pálya valójában
egy klasszikus mezõ adott kezdeti és végállapotát
összekötõ teljes idõfejlõdését jelenti, vagyis a mezõ
összes olyan konfigurációjára összegeznünk kell,
amely a kezdeti és végállapotbeli határfeltételeket
teljesíti. Nem világos, ezt az összegzést hogyan lehet-
ne matematikailag precízen definiálni. A rácstérelmé-
let alapötlete, hogy a folytonos téridõn egy képzelet-
beli diszkrét téridõrácsot vezetünk be, és az elmélet-
ben szereplõ mezõk értékeit csak e rács rácspontjain
tekintjük. Ez azt jelenti, hogy míg az eredeti térelmé-
let esetén véges fizikai térfogatban végtelen sok sza-
badsági fokkal kell dolgoznunk (a mezõk értéke a tér
minden pontjában), ezt a rendszert egy véges szabad-
sági fokú rendszerrel közelítjük. Ebben már pontosan
definiálható a Feynman-féle pályaintegrál, ugyanis
csak a mezõk rácspontokban felvett értékeire kell
integrálnunk. Ez azt jelenti, hogy bár nagyon sok, de
véges számú valós változóra vett integrált kell kiszá-
molnunk, ami már matematikailag jól definiált.

A rácsmodell azonban csak a valóságban folytonos
téridõn létezõ mezõk közelítését adja. Ez a közelítés
viszont egyre pontosabbá válik a rács finomításával, a
rácsállandó csökkentésével. A valódi fizikai eredmé-
nyeket kontinuumlimeszben kapjuk, amikor a rácsál-
landó nullához tart. Ez a limesz adja a kvantumtérel-
méletek matematikai definícióját, amely teljesen ana-
lóg az egyváltozós függvények Riemann-integráljának
definíciójával, ott szintén egy minden határon túl fino-
mított diszkrét felosztást alkalmazunk.

Monte-Carlo-szimuláció rácson

Amint azt a következõkben látni fogjuk, a kvantum-
térelméletek rácson történõ megfogalmazása nemcsak
precíz matematikai definíciót eredményez, hanem
hatékony numerikus számolási módszert is ad, amely
sok esetben az egyetlen lehetõség fizikai mennyisé-
gek elsõ elvekbõl való kiszámolására kontrollált, elvi-
leg tetszõlegesen pontossá tehetõ közelítéssel. Erre a
legfõbb példa az erõs kölcsönhatás elmélete, a kvan-
tum-színdinamika, amelynek alacsonyenergiás visel-
kedését erõs, az energia csökkenésével egyre növek-
võ csatolás jellemzi, így e tartományban a renormált
perturbációszámítás nem alkalmazható.

Ahhoz, hogy a rácson megfogalmazott eleméletbõl
fizikai mennyiségeket tudjunk meghatározni, ki kell
számolnunk a rácspontokban lévõ dinamikai válto-
zókra az integrálokat, vagyis ki kell értékelnünk a
pályaintegrált. Itt az elsõ problémát az jelenti, hogy az
integrandus, eiS – amit összegeznünk kell az összes
konfigurációra – a változóinak gyorsan oszcilláló
függvénye, így a numerikus számolás esélytelen. Ezt a

problémát úgy tudjuk elkerülni, hogy a t → it transz-
formációval formálisan elfolytatjuk az elméletet kép-
zetes idõbe, és felhasználva a különbözõ fizikai
mennyiségek ismert analitikus tulajdonságait, a kép-
zetes idõbe elfolytatott euklideszi elméletbõl állítjuk
vissza az eredeti elméletbeli értékeket. Az analitikus
elfolytatás legfontosabb következménye, hogy a kép-
zetes fázisfaktorokból eiS → e−S valós exponenciális
tényezõk lesznek, amelyek hasonlók a statisztikus
fizikában a mikroállapotok valószínûségét adó e−E/kT

Boltzmann-faktorhoz, ahol T a hõmérséklet, k a Boltz-
mann-állandó. Valóban, egy 3+1 téridõ dimenziós
kvantumtérelmélet ebben a megfogalmazásban mate-
matikailag ekvivalens egy négydimenziós statisztikus
fizikai rendszerrel, amelynek a szabadsági fokai loká-
lisan hatnak kölcsön egymással. A pályaintegrál a
statisztikus fizikai rendszer állapotösszege lesz, a kü-
lönbözõ fizikai mennyiségek pedig statisztikus várha-
tóértékek formájában számolhatók ki.

Az ilyen statisztikus fizikai rendszerek numerikus
kezelésére hatékony módszerek léteznek. Ezek mind-
egyike azon alapul, hogy bár az átlagolásokat a rend-
szer összes mikroállapotára kell kiterjeszteni, egy
adott hõmérsékleten valójában a mikroállapotoknak
csak egy töredéke ad lényeges járulékot, ezek a mik-
roállapotok pedig a fontossági mintavételezés segítsé-
gével hatékonyan megtalálhatók. Ilyen módon a rács-
térelméletben számítógépes Monte-Carlo-szimuláció
segítségével számolhatók ki a fizikai mennyiségek.

A rácsállandó

Az eddigi tárgyalásunkból nem világos azonban, hogy
miként tudunk kapcsolatot teremteni a számítógépes
szimulációk és a kísérletileg megfigyelt valóság kö-
zött. A fizikai elméletekben ez mindig úgy történik,
hogy az elmélet szabad paramétereit úgy állítjuk be,
hogy néhány, az elméletbõl számolt fizikai mennyiség
értéke egyezzen a mért értékekkel. Miután ily módon
rögzítettük a szabad paraméterek értékét, újabb fizi-
kai mennyiségeket kiszámolva, ezek az elmélet jósla-
tai lesznek.

A kvantumtérelméletek szabad paraméterei az ele-
mi részecskék tömegei és a kölcsönhatásaikat jellem-
zõ csatolási állandók. A rácsszimulációkban ezeket a
paramétereket tudjuk változtatni. Fontos megjegyez-
ni, hogy míg a valóságban e paraméterek sokszor
fizikai dimenzióval rendelkeznek, a számítógépes
szimulációkban mind a paraméterek, mind a kiszá-
molt fizikai mennyiségek dimenziótlanok, vagy úgy is
mondhatjuk, hogy rácsállandóegységekben vannak
meghatározva.2 De, ha a számítógépen minden meny-

2A részecskefizikában két alapvetõ konstans, a Planck-állandó
és a fénysebesség segítségével minden fizikai mennyiség kifejezhe-
tõ egyetlen dimenzió segítségével, ami lehet például a távolság.
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nyiség dimenziótlan, akkor mekkora egy adott szimu-
lációban a rácsállandó fizikai egységekben (például
femtométerben) kifejezve? Ezt egyrészt azért fontos
tudnunk, mert – ahogy korábban írtuk – a rácsot sze-
retnénk minden határon túl finomítani, vagyis a fizikai
rácsállandóval nullához szeretnénk tartani. Másrészt a
fizikai rácsállandó ismerete azért is alapvetõ fontossá-
gú, mert ennek segítségével tudjuk átváltani a rácson
kiszámolt dimenziótlan (rácsegységekben adott)
mennyiségeket valódi, fizikai dimenzióval rendelkezõ
mennyiségekre, amelyek közvetlenül összehasonlít-
hatók a mérések eredményeivel.

Meg kell mérnünk tehát a rácsállandót. Ezt ponto-
san úgy tehetjük meg, ahogyan egy négyzetrácsos
füzetlap rácsállandóját meghatározzuk egy ismert
hosszúságú pálca segítségével: megmérjük a pálcát
rácsegységekben, vagyis megszámoljuk, hogy a rács-
állandó hányszor fér a pálcára, majd a pálca ismert
fizikai hosszából számoljuk ki a rácsállandót. A rács-
térelméletben az ismert hosszúságú pálcának például
egy részecske kísérletileg meghatározott tömege felel-
het meg. A rácson definiált elmélet (dimenziótlan)
paramétereit valamely értékekre beállítva kiszámoljuk
a részecske tömegét. Az eredményt természetesen
dimenziótlan rácsegységekben kapjuk, és az adott
részecske kísérletileg ismert fizikai tömegét használ-
juk a fizikai rácsállandó meghatározására. Az eljárást
a rácselmélet paramétereinek tetszõleges értékeire
elvégezhetjük, és meghatározhatjuk az adott paramé-
terekhez tartozó fizikai rácsállandót, majd a paraméte-
reket úgy kell hangolnunk, hogy ez a rácsállandó
nullához tartson.

A kontinuumlimesz

Ahhoz, hogy a fent vázolt folyamatot kicsit jobban
megérthessük, beszélnünk kell arról, hogyan lehet
egy részecske tömegét kiszámolni a rácson. Ehhez
azon folyamat amplitúdóját kell meghatároznunk,
amelyben a nulla idõpillanatban egy ilyen részecskét
keltünk, majd t idõvel késõbb eltüntetünk, vagyis a
részecske t ideig létezik. A rácsszámolásban ez egy
〈O†(0)O(t )〉 várhatóérték meghatározását jelenti,
ahol O a rácson értelmezett mezõkbõl összerakott
lokális mennyiség, amely az adott részecske kvantum-
számait hordozza. Az O† általában nemcsak alapálla-
potban hozza létre a részecskét, hanem olyan ener-
gia-sajátállapotok keverékét kelti, amelyek az adott
kvantumszámokkal rendelkeznek. A kvantummecha-
nikai idõfejlõdés szerint ezen energia-sajátállapotok
mindegyike t idõ után az fázisfaktorral szorzó-eiEk t

dik, ahol Ek az adott állapot energiája. Emlékezzünk
vissza azonban, hogy a rácsmodellben euklideszi idõ-
re tértünk át, így a fázisfaktor helyett a szorzó e−Ek t

egy exponenciálisan lecsengõ tényezõ lesz. Ily mó-
don a 〈O†(0)O(t )〉 korrelátor hosszútávú viselkedé-

sében a legalacsonyabb energiájú állapot dominál,
ami nem más, mint az adott részecske alapállapotban,
nulla impulzussal. Ennek energiája pedig éppen az
adott részecske tömegével egyezik meg, vagyis

A statisztikus fizikai rácsmodellekben központi

(1)〈O†(0) O(t )〉 ≈ e−m t.

szerepet játszanak a fenti alakú korrelációs függvé-
nyek, amelyek a t →∞ esetén aszimptotikusan a távol-
sággal általában e−r/ξ formában exponenciálisan le-
csengnek, ahol ξ a korrelációs hossz. A korrelációs
hossz szemléletesen azt jellemzi, hogy a rendszerben
különbözõ pontokban fellépõ fluktuációk milyen
távolságig korreláltak egymással. A kritikus pontok-
hoz (másodrendû fázisátalakulások) közeledve a kor-
relációs hossz növekszik, majd a kritikus pontban
végtelenhez tart. A Wilson-féle renormálásicsoport-
módszer egyik fõ eredménye a korrelációs hossz és
más fizikai mennyiségek kritikus viselkedésének
szisztematikus megértése.

Visszatérve a rácstérelméleti modellre, és emlékez-
ve arra, hogy ez matematikailag ekvivalens egy rá-
cson értelmezett statisztikus fizikai rendszerrel, meg-
állapíthatjuk, hogy a részecske tömege tulajdonkép-
pen a korrelációs hossz reciprokával azonos, mind-
kettõ a korrelációs függvény aszimptotikus exponen-
ciális lecsengését jellemzi. Ahogy azt korábban jelez-
tük, itt a korrelációs hossz és a tömeg is rácsegysé-
gekben értendõ. Ha a rácstérelméleti modellt a való-
ságnak szeretnénk megfeleltetni, akkor a fizikai rács-
állandót úgy kell megválasztanunk, hogy a dimenziós
fizikai és a dimenziótlan rácstömeg között az

összefüggés teljesüljön, ahol a a rácsállandó fizikai

(2)mfiz =
mrács

a

egységekben.3

3Egyszerûen belátható, hogy a Planck-állandó és a fénysebesség
segítségével a tömeg dimenziója is kifejezhetõ távolságdimenzióval,
és dimenziója 1/távolság lesz.

Ezzel az eljárással tehát elvileg meg tudjuk határoz-
ni a rácsállandót a számítógépes szimuláció dimen-
ziótlan paramétereinek tetszõleges értékeire. A rács
finomítása úgy érhetõ el, hogy e paramétereket oly
módon változtatjuk, hogy a értéke csökkenjen, majd
nullához tartson. Ez a fenti egyenlet alapján azt is
jelenti, hogy a rácsállandó rögzítéséhez használt ré-
szecske tömege rácsegységekben mérve nullához tart,
vagyis a statisztikus fizika nyelvén a modell korrelá-
ciós hossza divergál. A rács minden határon túli fino-
mításához tehát a modell dimenziótlan paramétereit
egy másodrendû fázisátalakulási ponthoz kell hangol-
nunk, ahol a rácsegységekben mért korrelációs hossz
végtelenhez tart.
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Ha a rácsmodellnek több független paramétere is
van, akkor úgy kell a kontinuumlimeszt elérnünk,
hogy közben a többi paramétert oly módon változtat-
juk, hogy a modell más fizikai mennyiségek mért érté-
két reprodukálja. A dimenziótlan rácsmennyiségek és
a dimenziós fizikai mennyiségek közötti áttérést min-
dig a fenti módon meghatározott rácsállandó segítsé-
gével hajtjuk végre.

Egyértelmû-e az eljárás?

Azt a néhány fizikai mennyiséget, amelyeket a rács-
modell paramétereinek rögzítésére használtunk, a
konstrukció szerint az elmélet a kontinuumlimeszben
pontosan reprodukálja. Azonban számos más fizikai
mennyiséget is meghatározhatunk, ezek kontinuumli-
meszbeli értékei az elmélet jóslatai lesznek, amelyek
– ha az elmélet helyesen írja le a valóságot – egyez-
nek a kísérletileg kapott értékekkel.

Felmerülhet azonban a kérdés, hogy mennyire
egyértelmû ez az eljárás. Elõször is, nem mondtuk
meg, hogy miként választjuk ki azokat a fizikai meny-
nyiségeket, amelyeket a rácsállandó, illetve a dimen-
ziótlan rácsparaméterek beállításához használunk. Mi
történik, ha más fizikai mennyiségeket, például más
részecskék tömegeit használjuk e célra?

Egy másik kérdés, ami fölött nagyvonalúan elsiklot-
tunk, amikor azt mondtuk, hogy „rácson diszkretizál-
juk” a folytonos elméletet, hogy ezt pontosan miként
tesszük meg. A folytonos térelméletet leíró hatásban
ugyanis a mezõk deriváltjai szerepelnek, amelyeket a
rácson – az egyszerû szomszédos pontok közötti kü-
lönbségi hányadostól a bonyolult, sok rácspontbeli ér-
téket tartalmazó közelítésekig – végtelen sokfélekép-
pen lehet közelíteni. Garantálja-e valami, hogy a vég-
eredmény, a fizikai mennyiségek kontinuumlimeszbeli
értékei függetlenek lesznek e választástól?

Ezen a ponton játszik rendkívül fontos szerepet a
Wilson-féle renormálásicsoport-módszer. Ugyanis
ennek egyik legfontosabb eredménye a kritikus visel-
kedés univerzalitása. Ez azt jelenti, hogy a másodren-
dû fázisátalakulási pont közelében a rendszer bizo-
nyos tulajdonságai függetlenek a mikroszkopikus
kölcsönhatások részleteitõl, csak a tér dimenziószá-
mától és a rendszert jellemzõ szimmetriáktól függ-
nek. Ilyen univerzális tulajdonságok például a termo-
dinamikai mennyiségek divergenciáit jellemzõ kriti-
kus exponensek, valamint a különbözõ korrelációs
függvényekben megjelenõ korrelációs hosszak há-
nyadosai.

Az utóbbiból következik: nem lényeges, hogy mely
részecskék tömegeit választjuk a rácsparaméterek
beállításához, a kontinuumlimeszben helyesen kapjuk
a többi tömeget is. A mikroszkopikus kölcsönhatá-
soktól való függetlenség pedig biztosítja, hogy a hatás
bármilyen diszkretizációját választva, kontinuumli-

meszben ugyanaz az eredmény adódik. Az egyetlen
lényeges szempont, hogy a hatás rendelkezzen a kon-
tinuumelmélettõl megkövetelt szimmetriákkal, vagy
legalábbis e szimmetriák a kontinuumlimeszben állja-
nak helyre.

Felmerülhet az a kérdés, hogy mily módon érthetõ
meg a rácsmodell kapcsolata a neki megfelelõ per-
turbatívan definiált kontinuumbeli kvantumtérelmé-
lettel. Az utóbbi mindig azon alapul, hogy a fizikai
mennyiségeket egy képzeletbeli, szabad részecské-
ket tartalmazó, kölcsönhatásmentes elmélet körül
fejtjük sorba a kölcsönhatást jellemzõ csatolási állan-
dó szerint. Kiderül, hogy ebben az esetben a rácson
megfogalmazott elmélet kontinuumlimeszét a renor-
málási csoport egy Gauss-fixpontja határozza meg,
ahol a hatás kvadratikus, így ez éppen a kölcsönha-
tásmentes elméletnek felel meg. A rácson hangolan-
dó független paraméterek ezen fixpont közelében
éppen a releváns (és marginálisan releváns) csatolá-
sok, ezeket a paramétereket kell hangolnunk, hogy a
rendszer kritikussá váljon, a korrelációs hossz diver-
gáljon. A Gauss-fixpontbeli releváns paraméterek pe-
dig a kontinuumelmélet hatásában a renormálható
tagokat szorzó csatolásoknak felelnek meg. Így a
renormálási csoport segítségével részletesen megért-
hetõ a kontinuumbeli perturbatív és a rácsmegfogal-
mazás kapcsolata.

Kvantum-színdinamika rácson

A rácstérelmélet legnagyobb sikereit kétségkívül az
erõs kölcsönhatás elmélete, a kvantum-színdinamika
(QCD) a vizsgálatában érte el. Ennek legfõbb oka –
amint azt már korábban említettük –, hogy az erõsen
kölcsönható rendszerek alacsonyenergiás viselkedé-
sének leírására a csatolás erõssége miatt a rácsmegfo-
galmazás az egyetlen olyan módszer, amelynek segít-
ségével elsõ elvekbõl, kontrollált módon tudunk fizi-
kai eredményeket származtatni. A rács-QCD abból a
szempontból is érdekes, hogy a QCD diszkretizációja
több nemtriviális problémát is felvet, amelyekre Wil-
son adta az elsõ használható megoldást, és máig al-
kalmazzuk az általa bevezetett eljárásokat.

Az elsõ és talán legfõbb probléma abból fakad,
hogy a QCD lokális mértékszimmetriával rendelkezik,
és alapvetõ fontosságú, hogy a rácson is megõrizzük
ezt a szimmetriát. A mértékszimmetria azt jelenti,
hogy a téridõ minden pontjában különbözõ bázis-
transzformációt hajthatunk végre a kvarkok három
színkomponensét leíró háromdimenziós lokális
komplex színtérben, vagyis lokális SU(3) transzformá-
ciókat végezhetünk. Ugyanekkor a kvarkok közötti
kölcsönhatást közvetítõ gluonmezõt is megfelelõen
transzformálnunk kell. Szemléletesen szólva, a gluon-
mezõ azt méri, hogy a szomszédos téridõpontokbeli
színterekben mennyire különbözõ bázisokat haszná-
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lunk, így különbözõ bázisok használata esetén is meg
tudjuk határozni, mennyire változnak a kvarkmezõk a
téridõben, a változást kovariáns deriváltak segítségé-
vel mérjük. Ily módon a hatás a lokális mértéktransz-
formációkkal szemben invariáns.

Wilson felismerése az volt, hogy ezt a szemléletes
geometriai képet úgy lehet átültetni a rácsra, hogy
míg a kvarkmezõket a rácspontokban definiáljuk, a
gluonmezõt a szomszédos rácspontokat összekötõ
élekhez rendelt SU(3) mátrixok reprezentálják. Ezek
az élváltozók tartják számon a szomszédos rácspon-
tokbeli bázisok közötti áttérést, így a rácson definiált
modell egzakt lokális mértékszimmetriával rendelke-
zik. A mértékelméletek ezen rácsdiszkretizációja any-
nyira sikeresnek bizonyult, hogy 50 év után a mai
napig is csak ezt használjuk. Jelentõségét az is mutat-
ja, hogy Wilsonnak messze ez a leghivatkozottabb
munkája [1], jóval megelõzve azon publikációit, ame-
lyek a Nobel-díj odaítélésének alapját képezték.

Tévedünk azonban, ha azt hisszük, hogy a mérték-
tér diszkretizálásával véget érnek a problémák,
ugyanis a kvarkmezõk diszkretizálása is tartogat meg-
lepetéseket. Kiderült, hogy ha a hatásban szereplõ
deriváltakat egyszerûen különbségi hányadosokkal
helyettesítjük, akkor – a rácson fellépõ impulzustér-
beli periodicitás miatt – egy nulla tömegû kvark ener-
giája nemcsak akkor tart nullához, ha impulzusa nul-
la, hanem akkor is, ha bármely impulzuskomponense
megközelíti a rácson elérhetõ maximális impulzust.
Ennek az a súlyos következménye, hogy a naiv rács-
modell nem egy, hanem tizenhat kvarkízt ír le. E
probléma egyik máig használt megoldása is Wilson
nevéhez fûzõdik. A megoldás lényege, hogy a hatás-
hoz egy impulzusra érzékeny magasabbrendû tagot
hozzáadva elérhetõ, hogy a nagy impulzusú kvark-
ízek tömege kontinuumlimeszben végtelenhez tart-
son, ezáltal teljesen lecsatolódjanak az elméletrõl. Így
kontinuumlimeszben egyetlen kvarkíz marad, amely-
nek energiája csak nulla impulzus esetén tûnik el.

Sajnos azonban a Wilson által javasolt megoldás
sem tökéletes, ugyanis a hatáshoz hozzáadott új tag
sérti az elmélet egyik fontos közelítõ szimmetriáját, a
királis szimmetriát, amely csak kontinuumlimeszben
áll helyre, így sérülése véges rácsállandó esetén ko-
moly technikai nehézségekhez vezet. Azonban Wil-
sonnak ezek kiküszöbölésére is volt ötlete. Paul
Ginsparggal együtt megfogalmazták, hogy milyen
feltételeknek kell eleget tennie a kvarkmezõk olyan
diszkretizációjának, amely nem tartalmaz extra nem-
kívánt kvarkízeket, mégis rendelkezik királis szim-
metriával [2]. Ez a gondolat jócskán megelõzte korát,
és a cikket több mint tíz évre teljesen elfelejtették,
míg a ’90-es évek közepén több olyan kvarkdiszkreti-
zációt sikerült konstruálni, amelyek teljesítik a Gins-
parg és Wilson által megfogalmazott feltételt. Ezeket
is máig kiterjedten használják rácsszimulációkban,
amikor a királis szimmetria teljesülése lényeges.

Hol tartunk ma?

A rácstérelmélet ma már 50 éves múltra tekinthet visz-
sza. Ez alatt az idõ alatt mind a számítógépek, mind
az algoritmusok hatalmas fejlõdésen mentek keresz-
tül, és az utóbbi nem kis mértékben köszönhetõ an-
nak, hogy – részben a rácstérelmélet segítségével –
sokkal jobban sikerült megértenünk az erõs kölcsön-
hatás mûködését. A rácstérelmélet egyik legfontosabb
eredménye, hogy segített a kvantumtérelméletek szá-
mos olyan aspektusának szemléletes megértésében,
amelyek a perturbatív megfogalmazáson keresztül
sokkal nehezebben érthetõk.

Mindemellett hatékony, praktikus számolási mód-
szereket is szolgáltat, amelyek segítségével nemcsak a
standard modell jóslatainak helyességét sikerült szá-
zaléknál jobb pontossággal ellenõrizni, hanem új fizi-
kai eredmények is adódtak. Ezek közül az egyik leg-
fontosabb annak kimutatása volt, hogy az erõsen köl-
csönható hadronikus anyag magas hõmérsékleten való
átalakulása kvark-gluon plazmává – az elõzetes vára-
kozásokkal ellentétben – nem fázisátalakulás, csak
crossover [3]. Ez azt jelenti, hogy a termodinamikai
jellemzõk az átmeneti tartományban ugyan gyorsan
változnak a hõmérséklet függvényében, azonban szin-
guláris viselkedést nem mutatnak. Hasonló módsze-
rekkel sikerült meghatározni az erõsen kölcsönható
anyag állapotegyenletét is [4]. Ezek az eredmények
rendkívül fontosak a világ legnagyobb részecskegyor-
sítóiban jelenleg is zajló nehézion-ütközési kísérletek
értelmezése szempontjából. A kvantum-színdinamika
helyességének ellenõrzésében mérföldkövet jelentett a
könnyû hadronok tömegeinek pontos meghatározása,
és ezek egyezése a kísérletileg mért tömegekkel [5].

Ezzel azonban nem ért véget a rács-QCD története.
A jelenleg is zajló kutatások talán két legérdekesebb
területe a véges barionsûrûségû anyag tulajdonságai-
nak, fázisdiagramjának meghatározása és a müon
anomális mágneses momentumához adott erõs köl-
csönhatási járulék kiszámolása. Az utóbbi azért rend-
kívül fontos, mert elképzelhetõ, hogy szignifikáns
eltérés van a kísérleti és az elméletileg meghatározott
érték között, ami akár a standard modellen túlmutató,
új fizika létezésére is utalhat. Az elméleti számolásban
azonban komoly bizonytalanságot okoz az erõs köl-
csönhatás járulékának becslése, amely a rács-QCD
segítségével jelentõsen pontosítható. Az eddigi ered-
mények alapján úgy tûnik, hogy a kísérleti és elméleti
értékek nagy valószínûséggel összhangban vannak
egymással [6].

A rács-QCD legkeményebb, máig megoldatlan
problémája olyan rendszerek szimulációja, amelyek-
ben a barionsûrûség nem nulla. Ez azért lenne külö-
nösen érdekes, mert azt gyanítjuk, hogy elegendõen
nagy barionsûrûség esetén a kvark-gluon plazmába
való véges hõmérsékletû átmenet crossoverbõl elsõ-
rendû fázisátalakulássá válik. Több évtizedes megol-
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datlan probléma e sejtés ellenõrzése és a kritikus ba-
rionsûrûség meghatározása. Erre azért is volna külö-
nösen nagy szükség, mert a közeljövõben tervezett
nehézion-kísérletek éppen ebben a tartományban
fognak adatokat gyûjteni.

Véges barionsûrûség rácson való szimulációja azért
rendkívül nehéz, mert ekkor a hatás komplexszé vá-
lik, így a statisztikus fizikai interpretációban fellépõ
ugyancsak komplex „Boltzmann-faktoroknak” nem
tudunk valószínûségi jelentést tulajdonítani, emiatt a
fontossági mintavételezésen alapuló módszerek nem
használhatók. A probléma megoldására számos kísér-
let történt, de a kifejlesztett módszerek mindegyiké-
nek az a hátránya, hogy a számolások bizonytalansá-
ga a térfogattal exponenciálisan nõ. Emiatt lehetetlen
megbízható eredményeket kapni termodinamikai
(végtelen térfogat) és kontinuumlimeszben. A munka
azonban tovább folyik, a világ több pontján számos
csoport dolgozik e probléma megoldásán.
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RENDEZETLEN RENDSZEREK RENORMÁLÁSA

Juhász Róbert a Wigner Fizikai Kutatóköz-
pont Szilárdtesfizikai és Optikai Intézeté-
nek tudományos fõmunkatársa. 2003-ban
szerzett doktori fokozatot a Szegedi Tudo-
mányegyetemen. Fõ kutatási területe a
rendezetlen rendszerek fázisátalakulásai-
nak elmélete.

Juhász Róbert
Wigner Fizikai Kutatóközpont, Szilárdtestfizikai és Optikai Intézet

Kritikus jelenségek és a renormálási csoport

A renormálási csoport Kadanoff, Wilson és mások
által kidolgozott úttörõ módszerének egyik sikeres
alkalmazási területe a statisztikus fizika, azon belül is
a kritikus jelenségek elméleti leírása. A nagy szabad-
sági fokú, statisztikus rendszerek renormálási mód-
szerei a valós térbeli renormálási módszerek körébe
tartoznak, amelyek a méretskála fokozatos növekedé-
sével járnak, és a rendszer egyre nagyobb skálán való
szemléléseként foghatók fel. Eme eljárások alapvetõ
és történetileg is elsõ példája a klasszikus Ising-mo-
dell Kadanoff-féle blokkspin-renormálása volt [1].
Ezen modell egy d -dimenziós rács pontjaiban ülõ és
egymással kölcsönható klasszikus spinekbõl áll, az
eljárás pedig a rácsot bd számú spint tartalmazó, azo-
nos blokkra osztja fel. A blokkokat azután egyetlen

effektív spinváltozóval helyettesíti, amelyek kölcsön-
hatását közelítõleg egy – a kiinduló modelléhez ha-
sonló – Hamilton-függvény fogja leírni, módosult csa-
tolási állandókkal. Ez a lépés tetszõlegesen sokszor
ismételhetõ, és a spinek számának folyamatos csök-
kenését, a méretskála növekedését (lépésenként
b -szeresére) és a csatolások változását eredményezi.
A kritikus állapot meghatározó tulajdonsága a skálain-
variancia, így leírásában a kulcsszerepet a renormálási
transzformáció fixpontjai játsszák. A renormálási
módszer nagy eredménye, hogy lehetõvé teszi a foly-
tonos fázisátalakulások kritikus exponenseinek meg-
határozását, amelyek a fixpontban linearizált transz-
formáció mátrixának sajátértékeivel állnak kapcsolat-
ban. Ezzel összefüggõ, további fontos eredménye,
hogy természetes magyarázatot ad az univerzalitás
jelenségére. Ez utóbbi azt jelenti, hogy a folytonos
fázisátalakulásokat jellemzõ kritikus exponensek nem
a rendszer mikroszkopikus részleteitõl függenek,
hanem csak kevés számú adattól, úgymint a térbeli
dimenzió, a rendparaméter dimenziója és a rendszer
szimmetriái. Így tehát, akár merõben eltérõ megjele-
nésû rendszerek, amelyekben azonban az említett
néhány paraméter megegyezik, ugyanazon kritikus
exponenseken fognak osztozni. A renormálási kép-
ben a mikroszkopikus részleteket irreleváns skálavál-
tozók jelenítik meg, amelyek a transzformáció során –
kezdeti értéküktõl függetlenül – nullához tartanak, és
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a kritikus viselkedést kizárólag a fixponti transzformá-
ció fogja meghatározni.

A renormálási módszer kezdeti alkalmazásai ideali-
zált rácsmodellekre irányultak, amelyekben a szabad-
sági fokok közötti kölcsönhatás rövid hatótávolságú,
legtöbbször csak a legközelebbi szomszédokra szorít-
kozik, továbbá a lokális paraméterek mindenütt egy-
formák, azaz a modell térben homogén. A valóságban
azonban ezek a feltételezések gyakorta nem helytál-
lók: a kölcsönhatás hosszú hatótávolságú lehet, mint
például a különféle elektromágneses multipólus-köl-
csönhatások; másrészt a kiterjedt rendszerek – majd-
nem elkerülhetetlenül – valamilyen fokú térbeli inho-
mogenitást tartalmaznak, gondoljunk itt kristályok
rácshibáira, szennyezõdéseire, az amorf anyagokra,
vagy akár komplex hálózatok strukturális rendezet-
lenségére. Amennyiben ez az inhomogenitás a rend-
szer dinamikájának idõskáláján alig változik, akkor
befagyott rendezetlenségrõl beszélünk. Elméleti mo-
dellekben az ilyen típusú rendezetlenség helyrõl-
helyre (véletlenszerûen) változó, de idõben állandó
lokális paraméterekkel vehetõ figyelembe. Mindkét
említett körülmény, azaz a hosszú hatótávolságú köl-
csönhatás és a befagyott rendezetlenség is megvál-
toztathatja a fázisátalakulások jellemzõit.

Rendezetlen rendszerek

A fentiek alapján felmerül a kérdés – ami ezen írás fõ
témája is –, hogy a renormálásicsoport-módszer mi-
képpen tud megbirkózni a rendezetlenség által jelen-
tett kihívással. Egy rendezetlen rendszer hipotetikus
renormálása során – amennyiben utóbbit leegyszerû-
sítve, egyetlen paraméterrel, a rendezetlenség erõssé-
gével jellemezzük – a következõ forgatókönyvek kép-
zelhetõk el. Lehetséges, hogy a renormálás során a
rendezetlenség erõssége mindvégig csökkenve nullá-
hoz tart; ilyen esetben a rendszer nagy skálán homo-
gén viselkedést mutat. Elõfordulhat azonban az is,
hogy a rendezetlenség erõssége állandósul a renor-
málás során. Ez esetben azt mondjuk, hogy a kritikus
viselkedést egy végesen rendezetlen fixpont írja le.
Végül pedig megtörténhet az is, hogy a rendezetlen-
ség erõssége minden határon túl növekszik a renor-
málás során, amely esetben egy végtelenül rendezet-
len fixpontról beszélünk. Fõleg az utóbbi osztályba
tartoznak a rendezetlen rendszerek különleges képvi-
selõi, az erõsen rendezetlen rendszerek, amelyekrõl e
lap hasábjain már olvashattunk [2]. Ilyen rendszerek-
ben a rendezetlenség fluktuációi – azaz a lokális kont-
rollparaméter helyrõl-helyre történõ ingadozásai –
szinte teljesen háttérbe szorítják a – homogén rend-
szerek átalakulásait egyébként uraló – kritikus kvan-
tum- vagy sztochasztikus fluktuációkat. Ennek meg-
nyilvánulása, hogy az átlagos mennyiségek viselkedé-
sét a véletlen mintákban ritkán elõforduló, de kiug-

róan nagy járulékot adó régiók fogják meghatározni.
Az ilyen típusú, erõsen rendezetlen rendszerekre – a
homogén rendszerek mintájára – ugyan megfogal-
mazható blokkrenormálási séma, azonban ezek a
módszerek itt erõsen közelítõ jellegûvé válnak, ha-
sonlóan oly sok más módszerhez, amelyek számára
az inhomogenitás nehezen leküzdhetõ akadályt je-
lent. Ezért is meglepõ, hogy létezik a renormálás egy
olyan megközelítése, ami éppen az inhomogenitás
jelenlétébõl kovácsol elõnyt. Ennek alapgondolata
Ma, Dasgupta és Hu 1979-ben megjelent cikkében
fogalmazódott meg elõször [3]. Lényege, hogy – ilyen
rendszerekben – fel kell adni azt az egyformásító tö-
rekvést, ami az azonos blokkokra való felosztásban
nyilvánul meg, és magának a rendezetlenségnek kell
átengedni a renormálási folyamat irányítását. Ezen
eljárás során a blokkok redukcióját szekvenciálisan,
egymás után hajtjuk végre; a sorrendet pedig a rende-
zetlenség szabja meg azáltal, hogy mindig a legna-
gyobb gerjesztési energiájú blokk redukcióját végez-
zük el, így lépésrõl-lépésre távolítva el a nagyenergiá-
jú állapotokat. A renormálás tehát elveszíti egységes
térbeli jellegét, és így elõrehaladását – a méretskála
helyett – célszerûbb a fokozatosan csökkenõ energia-
skálán keresztül nyomon követni. Ezt a szemléletbeli
újítást – amely elõször véletlen, antiferromágneses
spinláncok összefüggésében fogalmazódott meg –
1992-ben Daniel Fisher alapvetõ munkái követték [4].
Õ hasonló eljárást fogalmazott meg a merõleges terû
Ising-láncra, és kidolgozta a módszer átfogó matema-
tikai leírását, megmutatva, hogy a renormálási transz-
formáció – habár kezdetben közelítõ jellegû – a kriti-
kus fixpontban aszimptotikusan egzakttá válik. Az ezt
követõ évtizedekben a módszer alkalmazási köre fo-
lyamatosan egészült ki további kvantumspin- és fer-
mionmodellekkel, valamint sztochasztikus rácsmo-
dellekkel, és az alacsonyenergiás tulajdonságokon túl,
a dinamika és a véges hõmérsékletû állapotok vizsgá-
latával [5]. A módszer hazai kutatása, amelyet Iglói
Ferenc kezdett el, a Wigner Fizikai Kutatóközpontban
jelenleg is aktívan folyik, és fõként a Griffiths-fázis, a
sztochasztikus folyamatok, valamint a magasabb di-
menziós és a hosszú hatótávolságú rendszerek terüle-
tén hozott jelentõs eredményeket.

A kontaktfolyamat renormálása

Noha az erõs rendezetlenségi renormálás elsõ alkal-
mazásai kvantumspinmodellekhez kapcsolódnak, a
módszert mégis egy sokkal szemléletesebb példán, a
kontaktfolyamat renormálásán keresztül fogjuk bemu-
tatni, és csak ezt követõen térünk át a kvantumláncok
világába.

A kontaktfolyamat egy rácsba rendezett, bináris
változókon zajló, folytonos idejû Markov-folyamat [5].
A változók aktív vagy inaktív állapotban lehetnek, és
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kétféle átmenet során változhatnak meg: az aktív rács-

1. ábra. A kontaktfolyamat renormálási sémáját felépítõ elemi lépé-
sek: a rácshely-elimináció (a) és a klaszterképzõdés (b).
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2. ábra. A renormálási folyamat dendrogramja egy konkrét véletlen mintában.

helyek aktívvá tehetik inaktív szomszédaikat λ rátá-
val, vagy pedig spontán módon inaktívvá válhatnak μ
rátával. Ez a folyamat egy egyszerû járványterjedési
modellként értelmezhetõ, amelyben az aktív, illetve
inaktív rácshelyek beteg, illetve egészséges egyedeket
reprezentálnak, vagy akár populációdinamikai mo-
dellként, amelyben a binér változó egy helyhez kötött
faj által kolonizált vagy lakatlan élõhelyfolt állapotait
kódolja. A statisztikus fizika részérõl e modell iránti
érdeklõdést az táplálja, hogy a λ /μ viszony kritikus
értékénél folytonos fázisátalakulást mutat. Ez – a vé-
ges aktivitássûrûségû fázist az inaktív fázistól elválasz-
tó – kritikus pont a nemegyensúlyi átalakulások egyik
legnépesebb osztályába, az irányított perkoláció uni-
verzalitási osztályába tartozik [7]. A modell egydimen-
ziós, rendezetlen változatára, amelyben a λn és μn

ráták helyrõl-helyre változó, egymástól független,
véletlen paraméterek, Hooyberghs, Iglói és Vander-
zande dolgozta ki azt a renormálási sémát [8], amely-
nek lépéseit az 1. ábra foglalja össze. Elõször is meg
kell keresnünk a mintában található legnagyobb rátát.
Ha ez egy (μ2) deaktiválási ráta, továbbá a mellette
lévõ aktiválási ráták jóval kisebbek, μ2 >> λ1, λ2, akkor
a 2-es rácshely majdnem mindig inaktív állapotban
lesz. Ezt a rácshelyet ezért eltávolíthatjuk; hatása csu-
pán annyi lesz, hogy – rajta keresztül – szomszédai
ezután egy effektív rátával közvetlenül aktiválhat-λ̃
ják egymást, amelyre az ábrán vázolt részlépéseket
végigkövetve, valószínûségszámítással a

kifejezést kapjuk. Amennyiben a legnagyobb ráta egy

λ̃ ≈ λ1

λ2

λ2 + μ2

≈
λ1 λ2

μ2

aktiválási ráta (λ1), továbbá λ1 >> μ1, μ2, akkor világos,
hogy az 1-es és 2-es rácshely majdnem mindig egy-
szerre lesz aktív vagy inaktív. Ekkor a két rácshely
egy klaszterré kapcsolható össze, amelynek állapotát
egyetlen binér változóval adhatjuk meg; effektív
deaktiválási rátájára pedig az ábrán látható részlépé-
sek alapján a

kifejezést kapjuk. Láthatjuk, hogy mindkét fajta lépés

μ̃ ≈ μ1

μ2

λ1 + μ2

+ μ2

μ1

λ1 + μ1

≈ 2
μ1 μ2

λ1

során a szabadsági fokok száma eggyel csökken. A
renormálás ezen elemi lépések iterálásá-
ból áll, mindig az éppen legnagyobb
rátát megkeresve és a megfelelõ típusú
redukciós lépést végrehajtva, ami az Ω =
max{λi, μi } rátaskála fokozatos csökke-
nését eredményezi. Ezzel az eljárással
tehát olyan, egyre kevesebb szabadsági
fokú, effektív rendszerek sorozatát kap-
juk, amelyekbõl a τ = 1/Ω idõskálánál

gyorsabb folyamatokat kiszûrtük, viszont amelyek a
nagy idõskálájú folyamatokat tekintve hasonlók az
eredeti rendszerhez. Jogos ellenvetés, hogy a fenti
redukciós lépések feltételei kezdetben csak közelí-
tõen teljesülnek, de – amint azt látni fogjuk – a kriti-
kus fixpont felé haladva a közelítés egyre pontosab-
bá válik, és végsõ soron az eljárás aszimptotikusan
egzakt lesz. A vázolt renormálási eljárás egy aggregá-
ciós-annihilációs folyamatként is felfogható, ami a
renormált rendszert egymással nem kölcsönható
klaszterek összességeként állítja elõ. A klaszterek,
amelyeket egy-egy effektív deaktiválási ráta jellemez,
különbözõ számú és nem feltétlenül szomszédosan
elhelyezkedõ eredeti rácshelybõl állnak, amint azt a
2. ábra illusztrálja.

A fenti renormálási séma matematikai leírása is
kidolgozható, köszönhetõen annak, hogy az effektív
ráták egymástól függetlenek maradnak, így elegendõ
az eloszlásuk fejlõdését nyomon követni. Itt nem
részletezett módon felírható egy-egy – a λ és μ ráták
evolúcióját leíró – vezéregyenlet, amelyek egyszerû,
egyparaméteres megoldásairól megmutatható, hogy
attraktívak, azaz tetszõleges kiinduló rátaeloszlás hoz-
zájuk fog tartani, amint Ω → 0. Ezek pedig
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alakúak, ahol β = ln(Ω/μ ) és ζ = ln(Ω/λ ) logarit-

gΩ(β ) = g0 e−g0 β és fΩ(ζ ) = f0 e−f0 ζ

mikus ráták, a g0(Γ) és f0(Γ) paraméterek változását
pedig a

folyamegyenletek adják meg, ahol Γ = ln(Ω/Ω0). Tehát

dg0

dΓ
=

d f0

dΓ
= −g0 f0

és így a renormálási trajektóriák – a g0 – f0 diagramon

d f0

dg0

= 1,

– egységnyi meredekségû egyenesek lesznek. Ezek
egy része az f0 tengely valamelyik pontjába fut be;
ilyenek mentén haladva a kétféle redukciós lépés
közül a klaszterezõdés kerül túlsúlyba, és végül egy
makroszkopikus méretû klaszter alakul ki. Ez tehát a
rendszer aktív fázisának felel meg. A g0 tengely felé
tartó trajektóriáknál fordított a helyzet. Itt majdnem
mindig eliminációs lépések mennek végbe, és végül
makroszkopikus számú, véges méretû klaszter kelet-
kezik. Ez tehát az inaktív fázis. Az origóba futó trajek-
tória írja le a kritikus rendszert. E mentén haladva a
ráták logaritmusának eloszlásai minden határon túl
szélesednek, és így az eljárás – a végtelenül rende-
zetlen kritikus fixpontban – aszimptotikusan egzakttá
válik. Itt a kétféle redukciós lépés egyforma valószí-
nûséggel megy végbe, és a kialakuló klaszterek

dimenziójú fraktálok lesznek.

df = 1 + 5
4

= 0,809…

Hogyan lehet a renormálási képbõl kiolvasni a mo-
dell – szimulációk során gyakran vizsgált – dinamikai
viselkedését, például a ρ (t ) aktivitássûrûség idõbeli
változását, ha a rendszert a teljesen aktív állapotból
indítottuk? Egyszerû a válasz: t idõ elteltével az olyan
klasztereket alkotó rácshelyek, amelyek élettartama
(azaz deaktiválási rátájának reciproka) nagyobb t -nél,
már gyakorlatilag inaktívak lesznek. A többi klasztert
alkotó rácshelyek viszont ekkor még jellemzõen aktí-
vak. Az átlagos sûrûséget tehát a t -nél nagyobb élet-
tartamú klasztereket alkotó rácshelyek aránya fogja
megadni. Nézzük elõször a kritikus pontot! A folyam-
egyenletekbõl a ξ (τ ) átlagos méretskála és a τ = 1/Ω
idõskála közötti lnτ ∼ összefüggés vezethetõ le.ξ
Mivel ξ (τ ) lényegében a τ skálán még aktív klaszte-
rek kiterjedése, a klaszterek fraktáldimenziója pedig
ismert, a sûrûség idõfüggése

ρ (t ) ∼ [ξ (t ) ]df − d ∼ [ ln(t ) ]
− 3 − 5

2

alakú lesz. Azt a szokatlan eredményt kaptuk tehát,
hogy – a kritikus viselkedést általában jellemzõ hat-
ványtörvények helyett – itt az idõ logaritmusa lép fel,
vagyis a dinamika rendkívül lassú lesz, ami a végtele-
nül rendezetlen kritikus pontok fõ ismérve. Érdemes
szemügyre venni az inaktív fázist is. A klaszterek tipi-
kus mérete itt véges, viszont élettartamaik eloszlása
széles, hatványfüggvény alakú, P>(τ ) ∼ τ −1/z, ahol 1/z
a g0(Γ) paraméter fixponti értéke. Maga z pedig dina-
mikai exponensként értelmezhetõ, ami egy véges, L
méretû rendszer élettartamának méretfüggését adja
meg a τ (L ) ∼ Lz összefüggés szerint. Az elõbbi gon-
dolatmenettel azt kapjuk, hogy az átlagos sûrûség
hatványfüggvény szerint csökken, ρ (t ) ∼ t −1/z, ahol a
kitevõ nemuniverzális, azaz a kritikus ponttól való
távolsággal változik. Ez a fajta lassú csökkenés ismét
csak eltér a nemkritikus, homogén rendszerekben
megszokott exponenciális dinamikától. Egyúttal azt is
jelenti, hogy itt nincs véges idõskála, azaz a dinamika
szempontjából olyan a viselkedés, mint egy konven-
cionális kritikus pontban. A térbeli korrelációs hossz,
amit a klaszterek tipikus kiterjedése szab meg, viszont
véges, tehát ilyen szempontból a rendszer nem mutat-
kozik kritikusnak. Ezt a különös viselkedést, amely-
nek okai a rendezetlen kvantummágnesekben fellépõ
Griffiths–McCoy-szingularitásokéval azonosak [9], sze-
mikritikus viselkedésnek szokás hívni.

Véletlen kvantumláncok renormálása

Az erõs rendezetlenségi renormálás egyik korai alkal-
mazása a lokalizált, feles spinek mágnességének para-
digmatikus modelljéhez, a merõleges terû Ising-lánc-
hoz kötõdik. Hamilton-operátora egy dimenzióban

alakú, ahol és Pauli-operátorok, a Ji > 0 csato-

(1)H = −
i

Ji σ
x
i σ

x
i + 1 −

i

Łi σ
z
i

σx
i σ z

i

lások és Łi > 0 külsõ terek pedig véletlen változók.
Jól ismert, hogy homogén változata – zérus hõmér-
sékleten – kvantum-fázisátalakulást mutat a J = Ł
pontban, amely a paramágneses (J < Ł) és ferromág-
neses (J > Ł) fázisokat választja el egymástól; utóbbi-
ban a spontán mágnesezettség folytonosan tûnik el a
kritikus ponthoz közelítve. A modell rendezetlen vál-
tozatának kritikus viselkedését a Fisher által megfo-
galmazott renormálási séma derítette fel [4], ami a
következõképpen mûködik (ld. a 3. ábrát ). Itt is
meg kell keresnünk a láncbeli legnagyobb paramé-
tert. Ha ez egy külsõ tér (Łi ), továbbá Łi >> Ji−1, Ji,
akkor ez az i spint z irányban rögzíti, és így az gya-
korlatilag nem járul hozzá az x irányú mágnesezett-
séghez. Ezért a spint kidecimálhatjuk, azaz az i− 1, i
és i+1 spinbõl álló blokkot egy kétspinblokkra ké-
pezzük, és az ebben megjelenõ effektív csatolást per-
turbációszámítással
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alakban kapjuk meg. Ha a

3. ábra. A merõleges terû Ising-lánc renormálásának elemi lépései: a spindecimálás (balra) és
a klaszterképzõdés (jobbra).

hi –1

hi –1

hi
hihi+1

hi+1

hi+1

Ji JiJi–1

J̃

h̃

J̃ =
Ji−1 Ji

Łi

legnagyobb paraméter egy Ji

csatolás, továbbá Ji >> Łi, Łi+1,
akkor az i és i+1 spinekbõl
álló blokk két alsó energia-
szintje, amely az

állapotokhoz tartozik, elkülö-

1

2
|→→〉 ± |←←〉

nül a másik két magasan fek-
võ nívótól. Tehát a spinek
egy ferromágneses klasztert
képeznek, ami jól leírható
egyetlen,

külsõ térbe helyezett spinnel. Ezeket a lépéseket ite-

Ł̃ =
Łi Łi+1

Ji

rálva fokozatosan megszabadulunk a magas energiájú
gerjesztésektõl, és olyan kisebb, effektív láncokat
kapunk, amelyek az eredeti modell alacsonyenergiás
tulajdonságait hûen adják vissza. Az eljárással kapott
(közelítõ) alapállapot egy szorzatállapot,

ahol

|ψ 〉 = |φ 1 〉 ⊗ |φ 2 〉 ⊗ |φ 3 〉 ⊗ …,

az egy klaszterbe tartozó spinek állapota. Egy ilyen

|φ n 〉 = 1

2
|→→… →〉 + |←←… ←〉

állapotban a

korrelációs függvényrõl könnyen belátható, hogy

C (l ) = 〈σx
i σ

x
i+ l 〉

nem lesz önátlagoló. Tipikus értéke, amelyet a külön-
bözõ klaszterhez tartozó spinpárok adnak, rendkívül
csekély:

Azon ritka esetekben viszont, amikor két spin egy-

C (l ) ∼ e−c l .

azon klaszter része, a korreláció O (1), így az átla-
gos korrelációs függvény, amit a ritka járulékok állí-
tanak be, jóval lassabban, hatványfüggvény szerint
csökken:

C (l ) ∼ l −2 (d − df ).

A figyelmes olvasó bizonyára észrevette a hasonló-
ságot a kontaktfolyamat renormálási sémájával. A
csatolások, illetve terek a λ, illetve μ rátáknak feleltet-
hetõk meg, az energiaskála az idõskála reciprokának,
a ferromágneses klaszterek az aktív klasztereknek, a
fázisátalakulás rendparamétere, a mágnesezettség
pedig az aktivitássûrûségnek, és végsõ soron a két
modellt ugyanaz az elmélet írja le. Így tehát, habár a
két modell homogén változatai eltérõ univerzalitási
osztályba tartoznak, a rendezetlenség ezt a különbsé-
get eltörli.

Áttekintésünk utolsó példájaként nézzük meg azo-
kat a

Hamilton-operátorral definiált XXZ-spinláncokat,

(2)H =
L

n = 1

Jn σx
n σ

x
n+1 + σ y

n σ
y
n+1 + Δσ z

n σ
z
n+1

amelyekkel az erõs rendezetlenségi renormálás törté-
nete elindult. Ez a modell szintén feles spinekbõl áll,
a kölcsönhatás azonban antiferromágneses (Jn > 0); a
Δ anizotrópiaparamétert illetõen pedig a 0 ≤ Δ ≤ 1
tartományra szorítkozunk. Speciális esetei az XX-lánc
(Δ =0) és a Heisenberg-lánc (Δ = 1). Ez a renormálási
séma is a legerõsebb csatolás (J2) kiválasztásával in-
dul, azután iteratívan végrehajtjuk a renormálás elemi
lépését, amelyet a 4. ábra szemléltet. A J2 csatolással
összekötött spinpár jó közelítéssel szingulett alapálla-
potba kerül. Ezt eliminálva, az újonnan szomszédossá
váló spinek között – perturbációszámítással – egy ef-
fektív XXZ-kölcsönhatást kapunk

paraméterekkel. Megfigyelhetõ, hogy a Δ anizotrópia-

J̃ =
J1 J3

1 + Δ 2 J2

és Δ̃ =
1 Δ 2

2
Δ 1 Δ 3

paraméter, noha kezdetben homogén volt, az eljárás
során rendezetlenné válik. A fenti iteráció eredménye-
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ként kialakuló (közelítõ) alapállapot spinpárok szin-

4. ábra. Az XXZ-lánc renormálási sémájának elemi lépése (fent) és
az eredményeként kialakuló, véletlen szingulett állapot (lent).

J̃ J J

J
1 3

2
= –––

J1 J3J2<< >>

(| – | )��� ���
1
2��

–––
gulett állapotának szorzata lesz. A párok tagjai azon-
ban tetszõlegesen távol lehetnek egymástól, amint azt
a 4. ábra szemlélteti. Ebben a véletlen szingulett álla-
potban a korrelációs függvény – hasonlóan az Ising-
láncéhoz – nem lesz önátlagoló: tipikus értéke rend-
kívül kicsiny,

összetartozó spinpárokra viszont O (1). Miután a szin-

O e−c l ,

gulett kötések hosszeloszlása p (l ) ∼ l −2 alakú, az átla-
gos korrelációs függvény ugyanezt a lassú lecsengést
fogja követni.

Összefoglalás

Az erõsen rendezetlen rendszerek kritikus viselkedé-
sét – mint azt a kontaktfolyamat és spinláncok példá-
ján láttuk – a rendezetlenség fluktuációi uralják: az
átlagos mennyiségek, amelyeket a ritka régiók kiugró
járulékai határoznak meg, eltérnek a tipikustól. A di-
namikai kritikus viselkedést hatványtörvények helyett
logaritmikus skálázás jellemzi, ami formálisan végte-
len nagy dinamikai exponensnek felel meg. Az ilyen
rendszerek sikeres kvantitatív vizsgálatát az erõs ren-
dezetlenségi renormálási módszerek teszik lehetõvé,
amelyek a kritikus viselkedést egy végtelenül rende-
zetlen fixponttal írják le. A módszer, bár az elmúlt
évtizedekben számos fontos kérdést tisztázott a ren-
dezetlen rendszerek területén, további kihívások elõtt

áll; ilyen – többek között – a magasabb dimenziós
vagy a hosszú hatótávolságú rendszerek fázisátalaku-
lásainak mind teljesebb megértése [10].
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A 2022. ÉVI GYULAI ZOLTÁN-DÍJ:
KÉTDIMENZIÓS ANYAGOK MODELLEZÉSE

Vancsó Péter
Energiatudományi Kutatóközpont

Műszaki Fizikai és Anyagtudományi Intézet

Egyetemi és doktori évek

Egyetemi tanulmányaimat 2004-ben kezdtem meg az
ELTE fizikus szakán, pont abban az évben, amikor
az elsõ kétdimenziós (2D) anyagot, a grafént felfe-
dezték [1], ami késõbbi kutatásaim középpontjába
került. Az egyetemi évek alatt érdeklõdésem a kvan-
tummechanika mellett a fizika tanítása felé fordult,

ezért 2006-ban a fizikatanári szakot is felvettem. Ez a
kettõs érdeklõdés végigkísérte egyetemi éveimet és
megjelent a választott diplomamunkámban is, ame-
lyet 2008-ban a Mûszaki Fizikai és Anyagtudományi
Intézetben (MFA) Márk Géza témavezetése mellett
kezdtem el a különbözõ szén nanoszerkezetek pász-
tázó alagútmikroszkópos (STM) leképezésének el-
méleti vizsgálata területén. Diplomamunkámban az



174 FIZIKAI SZEMLE 2023/5

idõfüggõ Schrödinger-egyenlet numerikus megoldá-

Vancsó Péter 2010-ben diplomázott fizi-
kusként, majd 2015-ben szerzett doktori
fokozatot az Eötvös Loránd Tudomány-
egyetemen. Junior Príma-díjas fizikus
(2018). Jelenleg az Energiatudományi Ku-
tatóközpont Mûszaki Fizikai és Anyagtudo-
mányi Intézetének tudományos fõmunka-
társa. Fõ kutatási területe a kétdimenziós
anyagok tulajdonságainak modellezése.

sának segítségével vizsgáltuk az elektron alagutazá-
sának részleteit, azaz, hogy mely effektusok játsza-
nak fontos szerepet az STM-tûbõl a nanoszerkezet
felületére alagutazó elektronok esetében. Az alkal-
mazott hullámcsomag-dinamikai szimulációk nem-
csak a tudományos kérdések megválaszolásában bi-
zonyultak hasznosnak, hanem a kvantummechanika
megértésében, szemléltetésében is. Elsõ publiká-
cióm, amelyet 2009-ben a Fizika Szemlében közöl-
tünk [2], ehhez a témához kapcsolódva mutatta be
az interneten elérhetõ interaktív hullámcsomag-di-
namikai programunk lehetõségeit a kvantummecha-
nika oktatása számára.

Doktori tanulmányaimhoz kapcsolódó kutatásai-
mat Biró László Péter által vezetett Nanoszerkezetek
Osztályon kezdtem meg, továbbra is Márk Géza ve-
zetése alatt, amelynek fókuszában már az elsõ kétdi-
menziós (2D) kristály, a grafén állt. Ez a választás
döntõnek bizonyult további tudományos munkássá-
gom szempontjából, ugyanis a Nanoszerkezetek Osz-
tály már ekkor is élen járt a 2D anyagok kísérleti vizs-
gálata területén, így elméleti fizikusként egy kiemel-
kedõen sikeres kísérleti csoporttal dolgozhattam
együtt. A téma aktualitását pedig jól szemlélteti, hogy
ebben az évben, 2010-ben, a fizikai Nobel-díjat And-
re Geim és Konstantin Novoselov számára ítélték oda
a grafén felfedezéséért. Csoportunk kísérleti kutatói-
val való szoros együttmûködésem elsõ állomása volt
a grafénben jelenlévõ egydimenziós (1D) vonalhi-
bák, azaz a szemcsehatárok vizsgálata. Ismert volt,
hogy a hibamentes grafénben a töltéshordozók moz-
gékonysága még szobahõmérsékleten is elérheti a
200 000 cm2/Vs értéket, ami ígéretessé teszi sokkal
gyorsabb mûködésû és kisebb fogyasztású elektroni-
kai eszközök elõállításához. Jelentõs problémát oko-
zott ugyanakkor, hogy a nagyméretû minták elõállí-
tására alkalmazott kémiai gõzfázisú leválasztás
(CVD) módszer során az egyrétegû grafénmembrán
sok, kisebb krisztallit összenövésébõl épül fel, ame-
lyek szemcsehatárokon keresztül kapcsolódnak egy-
máshoz. Az elsõ kísérleti eredmények azt mutatták,
hogy a szemcsehatárok jelentõs hatással vannak a
grafén elektronszerkezeti és transzporttulajdonságai-
ra, azonban a tulajdonságoknak a szemcsehatár pon-
tos atomi szerkezetével való összefüggései nem vol-

tak ismertek. Kollégáimnak STM-mérésekkel atomi
skálán sikerült információt nyerniük a szemcsehatá-
rok elektronszerkezeti tulajdonságairól, ugyanakkor
a szemcsehatár atomi szerkezete továbbra is ismeret-
len maradt, mivel az STM-mérésekben a pontos ato-
mi szerkezet és az elektronszerkezeti hatások együt-
tesen jelennek meg. Így a mérések értelmezéséhez
elengedhetetlenül szükség volt számítógépes szimu-
lációkra, a grafén szemcsehatárok atomi geometriái-
nak modellezésére. Munkám során hullámcsomag-di-
namikai szimulációk és elektronszerkezeti számo-
lások segítségével részletesen vizsgáltam, hogyan
befolyásolja a szemcsehatárok atomi szerkezete azok
elektronszerkezetét és transzporttulajdonságait (1.
a–c ábra ). Megmutattam, hogy nem minden szem-
csehatár-geometria okoz jelentõs változást a grafén
elektromos tulajdonságaiban. Számolásaim rávilágí-
tottak arra, hogy a leromló elektromos tulajdonságo-
kért elsõsorban a kettõs koordinációjú szénatomok a
felelõsek [3, 4]. Eredményeinkbõl késõbb Fizikai
Szemle -cikket is írtunk [5].

A grafén szemcsehatáraival kapcsolatos publiká-
cióink után egyre több kísérleti munka értelmezésé-
be csatlakoztam be. Így érdeklõdésem a 2D anyagok
elektronszerkezeti tulajdonságai és az azokban meg-
jelenõ új jelenségek modellezése felé fordult. Ennek
szép példája volt a cikcakkos élû grafénnanoszala-
gok élatomjain megjelenõ itineráns mágnesség, ame-
lyet Hagymási Imre kollégámmal közösen vizsgál-
tunk. A szénatomok köztudottan nem rendelkeznek
mágneses momentummal, így a pusztán belõlük fel-
épülõ grafénen sem várunk mágneses tulajdonságo-
kat. Ugyanakkor a grafén speciális cikcakkos éle
mentén szimmetriaokokból jelentõs állapotsûrûség
jelenik meg, amelyet az elektronok közötti kölcsön-
hatás képes felhasítani. Ez a folyamat rendezett mág-
neses momentumokhoz vezet a grafén élein, amely
aktívan vizsgált területe a grafén kutatásának. Ta-
pasztó Levente vezetésével kollégáim elsõként figyel-
tek meg félvezetõ-fém átmenetet STM litográfiás
módszerrel kivágott cikcakkos élû grafénnanoszala-
gokon (1.d ábra ). Elméleti számolásokkal sikerült
megmutatnunk, hogy a kísérletileg észlelt félvezetõ-
fém átmenetet mágneses rendezõdés okozza, ahol a
spinpolarizált szalagok két éle közötti mágneses csa-
tolás anti-ferromágnesesrõl ferromágnesesre vált a
szalagok szélességének függvényében – nullától kü-
lönbözõ töltéstranszfer esetén. Az eredmények jelen-
tõségét mutatta, hogy a témában írt cikkünket a Na-
ture folyóirat közölte [6], és mára több mint hétszáz
tudományos munka hivatkozza. A megfigyelt jelensé-
get felhasználva javaslatot tettem egy cikcakkos na-
noszalagokra épülõ spintronikai eszközre, amelyben
egyszerre lehet a töltés- és spináramot vezérelni egy
egyszerû kapuelektróda segítségével (1.e ábra ),
amely kiemelkedõen gyors mûködésû és hangolható
eszközt tenne lehetõvé [7].
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Doktori értekezésemet Töltésterjedés grafén nano-

1. ábra. Grafén szemcsehatárai és nanoszalagok transzport- és mágneses tulajdonságai. a) A poli-
kristályos grafénben szemcsehatárok választják el a különbözõ orientációjú doméneket. A szem-
csehatárok transzportra gyakorolt hatását hullámcsomag-dinamikai számolásokkal tanulmányoz-
tuk, amelynek során a szemcsehatár egyik oldalára injektált elektron terjedését követtük végig a
szemcsehatár túloldalára. Az a) ábrán az elektron-hullámcsomag ρ (r, t ) megtalálási valószínûség-
sûrûsége látható zöld színnel egy adott idõpillanatban, amikor elérte a szemcsehatárt a grafén
felületén. A sárgával jelölt öt- és hétszögek a szemcsehatárt emelik ki, az elektronok ezeken szó-
ródnak. b) Három modellezett szemcsehatár-geometria esetében vizsgáltuk a transzporttulajdonsá-
gokat. c) A szemcsehatárok transzmissziós függvényeinek összehasonlítása megmutatta, hogy a je-
lentõsen lecsökkent transzportért a kettõs koordinációjú szénatomok a felelõsek. Spektroszkópiai
méréseket sikerült végezni STM-litográfia módszerrel elõállított különbözõ szélességû cikcakk élû
grafénnanoszalagokon. A d) ábrán a tiltott sáv kísérletekben mért és a Hubbard-modellbõl számolt
értékei, illetve az éleken kialakuló mágneses rend szerkezeti modelljei láthatók. Félvezetõ szalagok
esetében anti-ferromágneses, míg fémes szalagoknál ferromágneses csatolás alakul ki a spinpolari-
zált szalagok két éle között. e) Az általunk javasolt mágneses élállapotokon alapuló spintronikai
eszköz kapufeszültséggel hangolható állapotai: 1) kikapcsolt félvezetõ állapot, 2) bekapcsolt veze-
tõ állapot spinpolarizálatlan árammal, 3) bekapcsolt vezetõ állapot spinpolarizált árammal.
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rendszerekben címmel 2015-ben summa cum laude
minõsítéssel védtem meg. A grafénnel kapcsolatos ku-

tatásaim eredményeként 2016-
ban Akadémiai Ifjúsági Díjban,
2017-ben pedig az Európai
Akadémia Burgen Scholarship
díjában részesültem. A doktori
évek alatt is megmaradt érdek-
lõdésem a középiskolai okta-
tás irányába, számos alkalom-
mal tartottam tudománynép-
szerûsítõ elõadásokat közép-
iskolákban a Fáy András Ala-
pítvány szervezésével, továb-
bá témavezetõként aktívan
részt vettem az MFA középis-
kolásoknak szervezett Nyári
Iskolájában.

Posztdoktori évek

Kutatómunkámat Belgiumban,
a Namuri Egyetemen folytat-
tam posztdoktorként Philippe
Lambin irányításával 2016 és
2018 között. A helyszín nem
volt ismeretlen számomra,
ugyanis Osztályunk a Namuri
Egyetemmel több mint 25 éve
sikeres kutatási együttmûkö-
dést tart fenn. Ennek köszön-
hetõen már korábban is elláto-
gattam Namurbe, amelynek
során a belga kollégákkal is
dolgozhattam együtt a grafén
szemcsehatárainak témájában.
Idõközben a 2D anyagok ku-
tatásának területe rohamos
léptekkel haladt elõre, ennek
köszönhetõen a 2D anyagok
családja számos új taggal bõ-
vült. Ilyenek voltak az igen el-
térõ tulajdonságokkal rendel-
kezõ egyrétegû átmenetifém-
dikalkogenidek (TMD), ame-
lyek között találhatók félveze-
tõ (MoS2, WS2) vagy fémes
(TaS2) típusúak, sõt egzotiku-
sabb szupravezetõ anyagok
(NbSe2) is. Emiatt tudományos
érdeklõdésem ezen új 2D
anyagok felé fordult a poszt-
doktori évek alatt, amelyek
modellezéséhez új numerikus
módszereket sajátítottam el.

Szem elõtt tartva a TMD-anyagok potenciális alkalma-
zási lehetõségeit, nagyméretû rendszereket vizsgáltam
félempirikus módszerek segítségével, amelyek számítá-
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si szempontból továbbra is jelentõs kihívást jelentenek.

2. ábra. 2D MoS2−xOx kristály szerkezete és katalitikus tulajdonságai. a–b) A 2D MoS2 kristály
szerkezete egy speciális oxidációs folyamaton megy keresztül környezeti körülmények között,
amelynek során a felületén lévõ kénatomok egyesével lecserélõdnek oxigénatomokra. Az a) és b)
ábrákon a kénvakanciába beépülõ oxigénes szubsztitúciós hiba sematikus és atomi felbontású
STM-képei láthatók. c) Ezt az oxidációs mechanizmust modelleztük DFT-számolások alapján. Meg-
mutattuk, hogy elsõ lépésként egy O2-molekula kölcsönhatásba lép egy felületi kénatommal, majd
SO2-molekulaként távoznak a felületrõl. Az alsó c) ábrán az O2-molekula jelenlétében létrejövõ
kénvakancia képzõdésének egyes lépései láthatók a számolt kinetikus energiagátakkal együtt. A
kialakult vakancia a felületen késõbb O-atommal töltõdik be. A b) ábra felsõ sarkában az oxigénes
szubsztitúciós hibának DFT-módszerrel szimulált STM-képe látható. A sötét háromszögben megje-
lenõ világító pötty a szimulált ábrán jó egyezést mutat a kísérletileg mért hibahelyekkel. d) Az
oxigénes szubsztitúciós hibákat tartalmazó kristályok katalitikus aktivitását összehasonlítva a hiba-
mentes MoS2 kristályokkal, azt tapasztaltuk, hogy az oxigénhibák jelentõsen növelték a kristály
katalitikus aktivitását, amely így megközelítette a legjobb katalizátor, a platina értékét.
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Ezen nagyméretû rendszerek és bennük lévõ hibák
vizsgálata világszerte aktívan kutatott terület, ugyanis
kiemelkedõen fontos információval tud szolgálni a gya-
korlati alkalmazások számára. Munkám során a MoS2-
ban jelenlévõ vonalhibák elektronszerkezeti vizsgála-
tával tanulmányoztam komplexebb MoS2 rendszerek
optikai [8] és gázérzékelési [9] tulajdonságait.

A Belgiumban töltött idõszak alatt 2017-ben részt
vehettem egy Solvay-konferencián, amelyet abban az
évben Philippe Lambin szervezett From physics of
graphene to graphene for physics címmel. Ezt a kon-

ferenciasorozatot Ernest Sol-
vay még 1911-ben indította el
Brüsszelben, ahol a résztve-
võk között a korszak legneve-
sebb fizikusai szerepeltek. A
2017-es konferencia színvo-
nalát jól mutatta, hogy három
Nobel-díjas fizikus is jelen
volt: Konstantin Novoselov, a
grafén, Klaus von Klitzing, a
kvantumos Hall-effektus, il-
letve Albert Fert, az óriás
mágneses ellenállás felfede-
zõje [10]. A konferencián
poszteren mutattam be a gra-
fénnel kapcsolatos korábbi
eredményeimet.

Két év posztdoktori kuta-
tómunka után tértem vissza
az EK–MFA-ba, ahol ERC és
Lendület kutatócsoportok
munkájába kapcsolódtam be,
de az aktív együttmûködést a
belgiumi kollégákkal tovább-
ra is fenntartottam. Legutóbbi
közös munkánk során nano-
skálájú grafén gyûrõdéseinek
optikai tulajdonságait model-
leztük, és sikerült elméletileg
alátámasztani a Nanoszerke-
zetek Laboratóriumban a vilá-
gon elsõként létrehozott lát-
ható frekvenciájú grafénplaz-
monok létezését, az eredmé-
nyek a rangos Nature Nano-
technology folyóiratban jelen-
tek meg 2022-ben [11].

Visszatérés
Magyarországra

2018-ban újra a Nanoszerke-
zetek Osztály munkatársa-
ként OTKA projektet nyertem

el, amelynek témája a különbözõ 2D anyagok szer-
kezeti hibáinak elméleti és kísérleti vizsgálata volt. A
projekt erõsen támaszkodott a korábban megszer-
zett tapasztalataimra és kiváló lehetõséget nyújtott a
kísérleti kollégákkal való további együttmûködésre.
Számos értékes eredmény született, ilyen volt a
MoS2 pont- és vonalhibáinak vizsgálata, a MoS2 na-
noszalagok mágneses tulajdonságainak tanulmányo-
zása, illetve a MoS2 mechanikai feszültség által mó-
dosított elektromos és optikai tulajdonságok meg-
határozása. Ezt a kutatást a 2019-ben elnyert Bolyai
János Kutatási Ösztöndíjam is segítette. Az elmúlt
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évekbõl még egy fontos témát emelnék ki, amely a
posztdoktori évek alatt indult és mindmáig csopor-
tunk igen aktívan kutatott területe, a 2D anyagok ka-
talitikus tulajdonságainak vizsgálata. Sikerült meg-
mutatnunk, hogy a MoS2 szerkezetébe beépülõ
egyedi oxigénatomok képesek jelentõsen növelni a
kristály katalitikus aktivitását, elõsegítve az elektro-
kémiai hidrogénfejlesztést. Az egyatomos katalízis
jelenleg igen aktívan kutatott terület, ugyanis a kata-
lizátorszemcsék méretét tekintve ez jelenti a végsõ
határt. A lógó felületi kötésektõl mentes 2D anyagok
esetében azonban egyáltalán nem triviális, hogyan
lehetséges egyedi, katalitikusan aktív atomokkal
stabilan dekorálni a 2D kristály felületét. Ezt a prob-
lémát sikerült megoldanunk, kihasználva a MoS2 egy
speciális oxidációs reakcióját. Sûrûségfunkcionál
(DFT) számolásokkal igazoltam, hogy szulfidok ese-
tében egy lassú oxidáció folyamat zajlik le, amely-
nek során O2-molekula jelenlétében a felületén lévõ
kénatomok egyesével lecserélõdnek oxigénatomok-
ra, ezáltal egy újfajta kétdimenziós MoS2−xOx kris-
tályt hozva létre (2. ábra ). Számolásaim alapján
ezek az oxigénszubsztitúciós hibák lesznek a katali-
tikusan aktív hibahelyek. A megnövekedett kataliti-
kus aktivitást kísérletileg is megfigyelték kollégáink
az EK Felületkémiai és Katalízis Laboratóriumban,
így eredményeinket a neves Nature Chemistry folyó-
iratban publikáltuk [12]. A MoS2 esetében megfigyelt
kiemelkedõ katalitikus aktivitás rávilágít az egyato-
mos katalízis fontos szerepére a 2D anyagok eseté-
ben. Ez az irányvonal egy jelenleg is futó Európai
Uniós COST pályázatunk témáját képezi, amelynek
én vagyok a hazai vezetõje. A TMD-anyagok hibái-
nak elméleti vizsgálatában elért eredményeimnek
köszönhetõen 2022-ben az Eötvös Loránd Fizikai
Társulat Gyulai Zoltán-díjában részesültem.

Kitekintés

Közel 20 év telt el a grafén felfedezése óta, és a 2D
anyagok továbbra is az anyag- és nanotudományi
kutatások fókuszában állnak. Az elmúlt években a
kutatók különbözõ 2D anyagok egymásra helyezésé-
vel mesterséges van der Waals (vdW) heteroszerkeze-
teket hoztak létre, amelyekben nem csupán az atomi
rétegek megválasztásával, hanem akár a rétegek kö-
zötti elforgatási szög segítségével is kontrollálhatók a
heteroszerkezet tulajdonságai. A rétegek közötti köl-
csönhatások következtében olyan új és érdekes fizikai
jelenségeket figyeltek meg, mint például a nem-kon-
vencionális szupravezetés [13], a Wigner-kristályba
rendezõdõ elektronok vagy a nemtriviális spintextú-
rák [14]. Az eredmények nem csupán az alapkutatás,
de a gyakorlati alkalmazások szempontjából is jelen-
tõsnek nevezhetõk, mivel ezek képezhetik majd a
kvantumtechnológián alapuló eszközeink alapját. A

Nanoszerkezetek Laboratórium – egy Élvonal projekt
keretében – a következõ évekre célul tûzte ki ezen új
anyagcsalád kísérleti vizsgálatát, építve az elmúlt
években elért kiemelkedõen sikeres eredményekre a
2D anyagok kutatása területén. Ezzel összhangban
2022-ben elnyertem egy OTKA fiatal kutatói kiválósá-
gi programot, amelynek célja, hogy különbözõ méret-
skálán végzett szimulációs módszerek segítségével
feltárjuk a vdW heteroszerkezetekben megjelenõ szu-
perrácseffektusok és a hibák elektronszerkezetre gya-
korolt együttes hatását. A kísérleti kollégákkal való
szoros együttmûködés lehetõséget nyújt majd a vdW
heteroszerkezetek atomi és elektronszerkezetének
mélyebb megértésére, új távlatokat nyitva a 2D anya-
gokra épülõ, újszerû tulajdonságokkal rendelkezõ
anyagok kutatása területén.
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A FIZIKA TANÍTÁSA

EGY ENERGETIKÁHOZ KAPCSOLÓDÓ TANÓRA
A KÖZÉPISKOLAI FIZIKATANÍTÁS LEZÁRÁSÁHOZ

A cikk a Magyar Nukleáris Társaság által tanároknak kiírt pályáza-
ton II. díjat nyert azonos címû pályamû gondolatai alapján íródott.
(https://nuklearis.hu/dijaztuk-tanarainkat)

Gärtner István 38 éve van a tanári pályán,
2000 óta az Óbudai Árpád Gimnázium fizi-
katanára. Jelenleg az ELTE Fizika Doktori
Iskola Fizika Tanítási Program doktori
védés elõtt álló PhD hallgatója, kutatási
területe az energetika témaköréhez, illetve
ennek középiskolások számára történõ
megismertetéséhez kapcsolódik.

A nukleáris energia pozitív bemutatása
Gärtner István

Óbudai Árpád Gimnázium

Gyakorló fizikatanárként sokszor kell szembenéznem
azzal a ténnyel, hogy az energetika témaköre mennyi-
re kevéssé tárgyalt része a középiskolai fizikatanítás-
nak. A tankönyvekben szereplõ adatok gyakran hiá-
nyosak, többször pontatlanok és általában nem nap-
rakészek, pedig a diákok számára egyáltalán nem
lenne érdektelen ez a téma. Ez elsõsorban abból mér-
hetõ le, hogy a tanulók elég sokat kérdeznek, és sze-
rencsére ez a fajta kíváncsiság nem csak a fizika iránt
fogékonyabbakra jellemzõ. Általános tapasztalatom,
hogy az energetika és ezen belül különösen a nukleá-
ris energiával kapcsolatos ismeretek a tanulók nagy
többségét komolyan érdeklik. Ennek okán az utóbbi
években már tudatosan úgy irányítom tanóráimat,
hogy a tankönyvi ismeretek mellett több olyan kiegé-
szítõ információt is átadok tanítványaimnak, amelyek
véleményem szerint hozzájárulhatnak az energiater-
meléssel kapcsolatos kérdések helyes értelmezésé-
hez. Ez a 7–8. évfolyamokon a fizikai háttér egyszerû-
sített bemutatásában, a magasabb évfolyamokon
ennek részletes ismertetésében, illetve jelentõségé-
nek, valamint elõnyeinek és hátrányainak megfogal-
mazásában és elemzésében nyilvánul meg. Megpró-
bálom ezzel azt biztosítani, hogy az évek során a diá-
kokban kialakuljon egy olyan fizikatudásra épülõ
szemlélet, amely elõsegítheti az energetika témaköré-
ben felmerülõ problémák reális megítélését.

A gimnáziumi fizikatanítás lezárásaként, a 11. tanév
(a hatosztályos képzésben részt vevõk esetében 2024-

ig), illetve a 10. tanév (2020-as NAT szerint tanulók
esetében) utolsó fizikaóráján az általam tanított osztá-
lyok egy 15 kérdésbõl álló, 15 perc idõtartamú, ener-
getikához kötõdõ Energiatesztet írnak meg. A teszt
elsõ 10 kérdése egy 2011-es ELTE-s felmérésbõl [1], a
11–15. kérdések saját ötleteimbõl származnak. Az
eredeti felmérés kérdései elsõsorban az energetiká-
hoz kapcsolódó általános fizikai ismeretekre utalnak,
az általam kitalált kérdések pedig konkrétan Magyar-
ország jelenlegi energiatermelésére vonatkoznak [2].
Egy kivételével egyik válasz sem igényel számolást,
törvények ismeretére és a jelenségek fizikai magyará-
zatára kérdez rá, illetve számszerû becslést kér a ma-
gyarországi energiatermelésben résztvevõ alkalma-
zások részarányáról.

Az utóbbi három évben a tesztet három alkalommal
sikerült megíratnom, ebben három különbözõ tagozatú
osztály vett részt, egy humán (angol), egy reál (speciá-
lis matematika) és egy vegyes (természettudomány–
német) érdeklõdésû tanulócsoport. A válaszok ismerte-
tése még az órán megtörtént, így a tanulók rögtön fel-
mérhették a témakörhöz kapcsolódó tudásukat. Sajnos
az eredmények mindhárom esetben elgondolkodtatóan
alacsonyak voltak, az összesített helyes válaszok aránya
mindegyik osztálynál csak 40% körül ingadozott. Öt
évnyi fizikatanulás után ez az érték rendkívül gyengé-
nek mondható, a jövõben ezt mindenképpen emelni
kell. Ehhez az évek során természetesen szükséges lesz
a diákok részére további ismeretek átadása, de emellett
célszerûnek látszik a záró órán néhány eddigihez ké-
pest új információt is közölni. Ezek a már befejezett
fizikatanulás alapján a diákok számára teljesen érthetõk
és felnõttkorukban segíthetnek az aktuális energetikai
problémákkal kapcsolatos tisztánlátásban.

Az ismeretanyag átadása, konkrét adatok bemuta-
tása a témához kapcsolódó kérdések és válaszok,
illetve egy-egy egyszerûbb számolás alapján a diákok-
kal történõ beszélgetés formájában nyilvánulhat meg.
Ebben az adatok forrásai (linkek), illetve az informá-
ciókhoz kapcsolódó videók és ábrák is kivetítésre
kerülhetnek, amellyel lehetõvé válhat számukra a
további böngészés lehetõsége is. A bemutatandó ada-
tok a következõk lehetnek:
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– A Föld lakosságának éves teljes energiafogyasz-

1. ábra. Az emberiség évenkénti energiafogyasztása (1981–2021).
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tása [3], az elmúlt négy évtized növekedési üteme (1.
ábra – saját forrás).

– A Föld lakosságának számértéke [4].
– Egy ember által mechanikai úton átlagosan meg-

termelhetõ energia mennyisége [5].
– A különbözõ energiaforrások részarányának

változása a világ teljes energiatermelésében az elmúlt
évtizedekben [6].

– A Föld lakosságának éves elektromosenergia-
fogyasztása [7].

– A különbözõ típusú energiaforrások jelenlegi
részaránya a világ elektromosenergia-termelésében [8].

– Magyarország lakosságának éves teljes energiafo-
gyasztása [9], kiegészítve a megújuló energiaforrások
elmúlt két évtizedben megjelenõ részarányával [10].

– Magyarország lakosságának éves elektromos-
energia-fogyasztása, kiegészítve a különbözõ energia-
források elmúlt két évtizedben megjelenõ részarányá-
val [11].

Az adatok megjelenítésének célja az is, hogy észreve-
tesse a diákokkal a fosszilis energiahordozók energia-
termelésben betöltött magas és évtizedek óta gyakor-
latilag stagnáló részarányát. Ennek alapján joggal fel-
tételezhetik, hogy ez az arány az õ aktív felnõttkoruk-
ban, tehát az elkövetkezõ 20-30 évben sem fog jelentõ-
sen változni. Célszerû elfogadniuk azt a tényt, hogy a jö-
võben is szükség lesz mind a fosszilis, mind a nukleáris
energiahordozók alkalmazására is, mert csak megújuló
energiaforrásokkal lehetetlen megoldani az emberiség
energiaproblémáit. Lényeges, hogy a felnövekvõ kor-
osztályok is megértsék, hogy a nukleáris energia szere-
pe meghatározó lehet az õ életükben is, ezért ismerniük
kell az ehhez kapcsolódó információkat is.

A nukleáris energiahordozók pillanatnyi (2021)
részaránya a teljes energiatermelésben valamivel
több, mint 4%, ami a 2000-es évek elején mért közel
7% értékhez képest visszaesést mutat [5]. Okkal felté-
telezhetõ viszont, hogy a jelenlegi háborús konfliktus-

ból származó energiaválság-
nak köszönhetõen, ez a csök-
kenõ folyamat meg fog állni,
sõt esetleg vissza is fordul. Az
energiafogyasztás trendje (1.
ábra ) alapján az is belátható,
hogy az energiafelhasználás
nem fog csökkenni, ugyanak-
kor a kiesõ fosszilis energia-
hordozókból származó ener-
giamennyiséget megújulókkal
nem lehet maradéktalanul
pótolni, így nukleáris energiá-
ra továbbra is szükség lesz.
Érdemes errõl a diákokkal
olyan kérdésekkel irányított
beszélgetést kezdeményezni,
amelyben õk is elmondhatják

véleményüket, illetve a megoldásra vonatkozó ötletei-
ket. Néhány lehetséges kérdés, amelyek felmerülhet-
nek ebben a beszélgetésben:

1. Szerintetek mi lehet az oka annak, hogy a nuk-
leáris energia társadalmi megítélése az utóbbi évtize-
dekben negatív irányba változott?

2. A nukleáris energia milyen felhasználási lehetõ-
ségeit ismeritek?

3. Melyek a nukleáris energiaforrások felhasználá-
sának elõnyei a többi energiahordozóhoz képest?

4. Melyek a nukleáris energiaforrások felhasználá-
sának hátrányai a többi energiahordozóhoz képest?

5. Hogyan lehet ezen hátrányokat kompenzálni?
6. Jelenleg milyen energiahordozókkal történõ

energiatermelési lehetõségei vannak Magyarország-
nak, ezek milyen részarányt képviselnek a teljes ener-
giatermelésben?

7. Változhat-e jelentõsen ez a közeli jövõben, és ha
igen, akkor véleményetek szerint milyen mértékben?

8. Milyen érvek szólnak Magyarország esetében a
nukleáris energiahordozókkal történõ elektromos
energiatermelés mellett?

Több évtizedes tanítási tapasztalatom alapján felté-
telezem, hogy a bejövõ válaszokban több pontatlan-
ságra lehet számítani, hiányos ismeretre, illetve ese-
tenként téves elképzelésekre is, amelyek általában
valamilyen külsõ hírforrásból (internet, újságok) ered-
nek. Melyek lehetnek a várható válaszok?

1. A környezetvédõ szervezetek befolyását bizto-
san megemlítik, és utalnak azokra a társadalmi félel-
mekre is, amelyek a nukleáris katasztrófák vélelmezé-
sébõl adódnak. Általában nem veszik észre, hogy a
félelmek keltésében és erõsítésében a médiának van a
legnagyobb szerepe.

2. A lehetõségek közül fõleg az elektromos ener-
giatermelés kerül elõ, esetleg a tengeralattjárókban,
illetve a jégtörõkben történõ alkalmazás, de a gyógyá-
szati lehetõségekre (például izotópgyártás) általában
nem gondolnak.
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3. Az elõnyök között egészen biztosan elhangzik a
„környezetbarát” energiatermelési mód, tehát, hogy
nincs káros kibocsátás, és valószínûleg megjelenik a
stabilitás kérdése is, vagyis a közel állandó mennyi-
séggel megtermelt energia ténye. Viszont valószínû-
leg tanári kiegészítéssel kell tudatosítani azt, hogy a
nukleáris energia elõállítása igényli a legkevesebb
mennyiségû fûtõanyagot, az ily módon elõállított
energia a legkisebb költségû, és hogy az üzemeltetés
sok és biztos munkahelyet teremt.

4. A hátrányok között elsõ helyen a sugárzástól,
illetve a katasztrófáktól való félelem szerepel, és egy-
egy diákban tudatosul a fegyverként történõ felhasz-
nálás lehetõsége is. Itt tanári kiegészítésként meg kell
említeni a magas építési, illetve a leállítás utáni lesze-
relési költségeket is.

5. A kompenzálásra a fizikai sugárvédelem ötlete
kerülhet elõ, de a diákok közül kevesen ismerik pon-
tosan, hogy milyen konkrét megoldások biztosítják a
védekezést a radioaktív hulladékokkal szemben. En-
nél a kérdésnél a tanárnak kell bemutatnia a Bátaapá-
tiban található hulladéktároló szerepét, és beszélni
azokról a megoldásokról, amelyekkel ott hosszú távra
biztosítják a hulladékok elhelyezését. Célszerû rövid
ismertetést adni a Paksi Atomerõmû biztonságáról is,
valamint arról, hogy bár az építési költségek jelentõ-
sek, de a nukleáris erõmûvek élettartama többszöröse
a fosszilis, illetve – a vízenergiát nem számítva – a
többi megújuló energiaforrással mûködõ erõmûnek.

6. A tanulók talán itt szembesülnek elõször – a
számok alapján is – azzal a ténnyel, hogy az energia
szempontjából mennyire kiszolgáltatott Magyaror-
szág, illetve azzal is, hogy az általunk megtermelt
energia milyen összetevõkbõl áll elõ.

7. A táblázatok [9–11] elemzése rávezeti a diákokat
arra, hogy az elkövetkezõ évtizedben jelentõs válto-
zás nagyon kis valószínûséggel következik be, legfel-
jebb néhány százalékos növekedés valósulhat meg.

8. Az érvek felsorolása csak akkor lehet pontos, ha a
tanulók megfelelõ földrajzi ismeretekkel is rendelkez-
nek. Ebben szerepelnie kell a napsütéses órák száma
korlátozottságának, a kevés mennyiségû és egyenetlen
széljárásnak, valamint a folyók kis esésébõl és alacsony
vízhozamából származó, az energiatermelés szempont-
jából kedvezõtlen lehetõségnek. Itt lehet pontosan
megértetni a középiskolás diákokkal az energiaterme-
lésben nagyon fontos energiasûrûség fogalmát.

Az óra lezárásaként célszerû kikérni a tanulók véle-
ményét az energetika témakörének általános fontossá-
gáról, és ezzel egyben rávezetni õket arra, hogy a téma-
körhöz kapcsolódó kérdések, az adott válaszok, vala-
mint a kiegészítõ ismeretek, a jövõjük szempontjából
meghatározók lehetnek. Meg fogják érteni, hogy mind-
annyian kerülhetnek olyan helyzetbe, amikor a már em-
lített megfelelõ tudáson alapuló, és így reálisnak mond-
ható szemlélet sokat segíthet egy adott kérdés eldönté-
sében, vagy egy ismeretlen információ valóságtartalmá-
nak pontos megítélésében. Ez lehet a végsõ cél!
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KÖNYVESPOLC

PETR BECKMANN: A PI TÖRTÉNETE
Izgalmas könyvsorozat elsõ darabja került pár hete a
könyvesboltokba, Petr Beckmann A pi története címû
mûve, amely a remek természettudományos és tudo-
mánytörténeti könyveirõl ismert Typotex Kiadó gon-
dozásában jelent meg 2022. év végén.

A sorozat alapgondolatát Edwin Taylor, a zseniális
Téridõfizika (Gondolat, 1974, illetve Typotex, 2006)
társszerzõje adta. E sorok írója körülbelül 10 éve az õ
bostoni könyvespolcán látott meg
egymás mellett három könyvet:
Petr Beckmann A History of Pi,
Eli Maor e – The Story of a Num-
ber és Robert Kaplan The Nothing
That Is – A Natural History of
Zero címû kötetét. A három köny-
vet más-más kiadók adták ki,
több évtized különbséggel, csu-
pán Taylor rendszerezõ elméje
helyezte õket egymás mellé a
polcon, hiszen mindhárom könyv
témája egy-egy szám.

Rövid kutatómunka után kide-
rült, hogy – ismét csak más-más
szerzõk tollából, más-más kiadók
gondozásában – további neve-
zetes számokról is kiadtak már
tudománytörténeti munkákat: lé-
tezik külön könyv például az i
imaginárius egységrõl, a végtelen
számfogalmáról, és az aranymet-
szés számáról. A Typotex Kiadó
lelkesen fogadta az ötletet, hogy a nevezetes számok-
ról írt könyvek egyetlen, egységes arculattal ellátott
sorozatként jelenjenek meg magyarul. E tervezett so-
rozat indítódarabja A pi története.

A könyv írója, Petr Beckmann (1924–1993) Cseh-
szlovákiában született. 1939-ben a nácik elõl családjá-
val együtt Angliába menekült, ahol a Királyi Légierõ
cseh alakulatának tagjaként harcolt a világháborúban.
A háború után hazájába visszatérve villamosmérnöki
diplomát, késõbb PhD fokozatot szerzett. 1963-ban
ismét elmenekült Csehszlovákiából, ezúttal a kommu-
nista rezsim elõl, és az Egyesült Államokban telepe-
dett le. A Coloradói Egyetem villamosmérnök profesz-
szora lett, és hátralevõ éveit ott is élte le.

Mintegy tucatnyi szakmai és történeti könyve közül
hírnévben kiemelkedik a pi történetét elmesélõ „szub-
jektív tudománytörténeti mû”. A könyv egyik vezérmo-
tívuma, hogy a pi számértékét a különbözõ korokban a
természettudósok milyen módszerekkel próbálták

meghatározni, és egyáltalán mennyire tartották a pon-
tos számérték meghatározását fontos elvi vagy gyakor-
lati kérdésnek. A könyv az ókori Egyiptommal és Indiá-
val indít, azután több fejezeten keresztül, igazi rajongó
szenvedéllyel ír a görög matematika aranykoráról. Köz-
ben a római birodalmat is megemlíti a szerzõ, ahol is-
mét feltûnõ a szenvedélye, csak ellenkezõ elõjellel (jel-
lemzõ fejezetcím: A római pestis ). Következik a sötét

középkor, majd a felvilágosodás
és az újkori matematika aranyko-
ra. Külön fejezet szól Newtonról
és Eulerrõl, mint a pi történetének
(is) kiemelkedõ szereplõirõl. Szó
esik a kör négyszögesítésének
problémájáról, a pi irracionális és
transzcendens voltáról, érdekes
geometriai szerkesztésekrõl, ele-
gáns algebrai összeg- és szorzat-
formulákról, végül – a pi leg-
újabbkori történetének fontos
fejezeteként – a számítógépes
„számjegyvadászatról” is.

A pi történetének hõsei között
zseniális, korszakalkotó matema-
tikusokat és „tisztes mesterembe-
reket” egyaránt találunk, és
Beckmann egyforma érzelmi
hõfokon, egyforma empátiával
mutatja be õket. Vannak szemé-
lyes hõsei, akikkel elfogult (leg-
fõképpen Newton, akirõl olvasás

közben az a kép alakul ki, hogy egyszerûen soha
semmiben nem tévedett), de ez az idõnkénti elfogult-
ság sem zavaró. Az ember szívesebben olvas lelkes és
szenvedélyes tudománytörténetet – még ha idõnként
magában vitatkozik is vele –, mint tényszerû, távol-
ságtartó adatközléseket.

A könyv nagyon széles olvasóközönséget vesz cél-
ba. Az érzékletes és izgalmas tudománytörténeti leírá-
sokat azok is élvezettel olvashatják, akiknek matekkal
utoljára középiskolában volt dolguk, és azóta nem is
szívesen keresik vele a kapcsolatot. De a könyvben
igazi matematikai ínyencségek is találhatók, amelyek
nagy intellektuális élvezetet nyújthatnak mérnököknek,
természettudomány-tanároknak, egyetemistáknak, de
érzésem szerint akár matematikusoknak is.

Köszönjük a Typotexnek a pi-könyvet, Gerner Jó-
zsefnek pedig a remek magyar fordítást. Várjuk a
számkönyvsorozat többi darabját!

Bokor Nándor
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