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Az érem midsik oldala

A fent vazolt komplex, adaptiv szabdlyozo
rendszer—amelyben viszonylag kis valtozésok
is tobb szdz vagy inkdbb ezer gén kifejez8dé-
sét érintk (illetve érinthetik) — biztositja a
szoveti Gssejiek rendkiviili plaszticitdsir. Bz
teszi lehetévé, hogy az 6ssejtek mindkét alap-
vetd feladatuknak megfeleljenek. Fiziol6gids
kortilmények kozott fenntartsik az adott
szovet homeosztdzisdt, vagyis pétoljak az dre-
gedd, pusztuld sejteket, illetve sériilés esetén
biztositsdk az érintett szovet regenerdcidjar.

Ugyanakkor a rendszerben fellépé minimalis
hiba is komoly patolégids kovetkezmények-
kel jarhat. Az MSC-k kénnyen a daganatok
novekedését és drtétek képzését eldsegitd
aktivélt fibroblastokkd vagy a kiilonbozd 1é-
fontossdgti szervek (mdj, 1ép, vese) kotSszove-
tes elfajuldsdért feleldés myofibroblastokkd
alakulhatnak.

Kulcsszavak: epigenetikus tdjkép, genetikai pro-
miszgkuitds, génexpresszids ujjlenyomat, immun-
szuppresszid, mesenchymalis dssejt, myofibroblast,
plaszticitds
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Ha egy természettudéstdl megkérdezziik,
vajon mit ért azon, hogy egy szabalyos kocka-
val valé dobds sordn a hatos valdszintsége
egyhatod, akkor tobbnyire ilyen valaszt fo-
gunk kapni: az egyhatod valészintség azt
jelenti, hogy egy elegendden hosszti dobds-
sorozatban a hatos dobds relativ gyakorisdga
kozel egyhatod lesz. A vélasz mogote meghu-
26d6 dlldspontot a valdszinlség relativgyako-
risdg-interpretdcidjanak nevezziik.

A relativ gyakorisdg- vagy mas néven frek-
venciainterpretdcié a valdszin(iségnek nem
az egyetlen interpretécidja,’ a természettudd-
sok kozott azonban bizonyosan a legnépsze-
rlibb. Az interpreticié torténetileg a 19. szézad
kézepére nytlik vissza: Cambridge-ben jelent
meg Robert Leslie Ellis és John Venn mun-
kdssiga nyomdn, mintegy empirista valasz-
ként Laplace klasszikus valdszintség-inter-
pretéci6jara, amely szerint a hatos dobds azért
egyhatod val6szintiségi, mert a kedvezd és
az ,egyenlden lehetséges” esetek ardnya a
kocka esetében egyhatod. A vélasz nyilvdnva-
l6an az ,egyenlen lehetséges” értelmezési
nehézségébe torkollott, amely nehézség a
frekventista megkdzelitésben nem jelentke-
zett. A frekvenciainterpretacié igazi népszert-
' Ehhez ldsd majd a szerz8 A valdsziniiség interpretdcidi
cim{, hamarosan megjelend konyvét.

ségre azonban csak a logikai pozitivizmus
kialakuldsa sordn a Berlini kor két képvisel6jé-
nél, Hans Reichenbach és Richard von Mises
révén tett szert. Kettdjiik koziil mi az utdbbi
elképzeléseit ismertetjitk. Von Mises frekven-
tizmusdtaz 1928-ban megjelent Wahscheinlich-
keit, Statistik und Wahrheit}? és az 1931-es,
nagyszabdst Wahrscheinlichkeitsrechnung und
ihre Amwendung in der Statistik und theore-
tischen Physik cim(i miveiben fejtette ki, va-
lamint az egyetemi jegyzeteib8l 1964-ben
posztumusz kiadott Mathematical Theory of
Probability and Statisticsben.

. A relativgyakorisdg-interpretdcié

A relativgyakorisdg-interpretdci6 a valészin(i-
séget nem egy szinguldris eseményhez, hanem
egy eseménytipushoz rendeli. A hatos dobés
val6szin(isége a hatos relativ gyakorisiga a
kockadobasok sorozatdban. Az olyan szinguls-
ris valszintiségi kijelentésekre vonatkozéan,
mint az Ennek a kockadobdsnak a valdsziniisé-
ge egyhatod ezek utdn kéc dlldspont lehetséges.
A tolerdnsabb élldspont Reichenbaché (1949):

Egy szinguldris eset valészintiségére vonatko-
26 kijelentést nem tekintem jelentéssel bir6
> A kdnyv a Bécsi kor gondozdsdban a Philipp Frank

és Moritz Schlick altal szerkesztett Schriften zur wissen-
schaftlichen Weltauffassung 3. koteteként jelent meg,
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kijelentésnek, hanem pusztan elliptikus be-
szédmédnak. Ahhoz, hogy egy ilyen kijelen-
tés jelentéssel birjon, le kell forditani ismételt
wrténések sorozatdban relativ gyakorisgok-
ra vonatkoz kijelentésre. A szinguldris eset
valészintiségére vonatkozd kijelentésnek tehat
4vitt jelentése van, amelyet az dltalanosrél a
partikuldris esetre val6 jelentésatvitellel konst-
rudlunk.” (Reichenbach, 1949, 376-77.)

A szinguldris val6szintségi kijelentések
tehdt csak annyiban értelmesek, amennyiben
eseménytipusra vonatkozé kijelentésekbdl
szarmaznak. Ez a szdrmaztatds azonban rog-
ton felveti az alibbi problémadt:

»Ha megkérdezik tSliink egy szinguldris
jovbeli eset valdszintségét, akkor elészor is
az esetet egy megfeleld referenciaosztdlyba kell
sorolnunk. Az egyedi dolgok vagy események
azonban sok referenciaosztalyba sorolhatok,
amelyekbdl kiilonb6z6 valdészintiségek szdr-
maznak. Ezt az ambiguitdst nevezziik a refe-
renciaosztdly problémdjdnak.” (Reichenbach,
1949, 374.)

A referenciaosztdly problémdja tehdt bér-
mely olyan frekventista értelmezés problémé-
ja, amely a szinguldris kijelentéseknek jelen-
tést tulajdonit. Elkertilni csak dgy lehet, ha
aszingularis valdszintiségi kijelentésektd] min-
den értelmet megvonunk. Fz a radikalis 4l-
laspont von Mises-¢ (1928): ,,...annak a »va-

3 A referenciaosztdly problémdjédnak egy korai megfo-
galmazdsa John Venntdl (1866) szdrmazik: ,, Tegyiik fel

példdul, hogy tiz angolbdl kilenc megsériil Madeirdban

tartézkoddsa sordn, de tiz tiidébetegbdl kilencre joté-
kony hatdssal van ugyanez a hely. Ezek a statisztikak

bér képzeletbeliek, de tokéletesen elképzelhetSek és

dsszeegyeztethetdek. John Smith tiidébeteg angol;

vajon ajinljuk neki Madeirdt vagy sem? Més szavakkal,
milyen kovetkeztetést vonhatunk le a haldl4t illetden?

Mindkét statisztikai tablézat illik r4, azonban ellentétes

kovetkezményekhez vezetnek. .. Tovabbi adat nélkiil

nem jutunk déntésre.” (222—223.)

16szintiségnek, hogy megnyerjiik a csatdt«

példdul nincs helye valészintiségelméletiink-
ben, mert nem tudunk elgondolni egy olyan

kollektivét, amelyhez ez az esemény tartozna.
A valészintiség elmélete ugyanolyan kevéssé

alkalmazhatd erre a problémédra, mintameny-
nyire a munka fizikai fogalma alkalmazhat6

a szinész munkdjéra midén eljdtssza szerepét

a szinpadon.”

Egy eseménytipus vagy mds széhaszni-
latban egy tulajdonsdg valészintisége tehit a
tulajdonsdgot instancidlé egyedi események
bekovetkezési gyakorisdgdval azonos egy alkal-
masan valasztott referenciaosztdlyon. A frek-
ventista interpretdci6 rendszerint a kovetke-
z8képpen halad. Mivel a val6szintiséget rela-
tiv gyakorisdggal azonositjuk, ezért els6 1épés-
ben a valészintiség mértékelméleti fogalmait
egy masik matematikai diszciplina, a sorelmé-
let fogalmaival reprezentaljuk. Az alapstruk-
ttra tehdt a mérhetd tér helyett a sorozat lesz.
A misodik [épésben e sorozatokat interpretdl-
juk fizikailag tgy, mint bizonyos eseményti-
pusba tartozé szinguldris események rende-
zett Osszességét. Mindkét 1épésnek megvan-
nak a maga nehézségei. A valdszin(iségelmé-
let mas matematikai struktdrakkal val6 rep-
rezentdcidja azt a problémdt veti fel, amelyet
Wesley C. Salmon (1966, 63.) megengedhetd-
ségi kritériumnak nevez: az igy nyert struktd-
rék vajon a relevdns szempontbdl izomorfak
lesznek-e a valészintiség mértékelméleti meg-
fogalmazdsaval. A méasodik 1épés, a sorozatok
fizikai interpretdci6jinak nehézsége abban 4ll,
ami minden interpretdcié kozos nehézsége,
és ami Salmon osztdlyozdsdban a kiderithetd-
ség nevet viseli: mit is jelentenek frzikailag a
sorozatok? A két kritériumot az aldbbiakban
gondosan elkiilonitve targyaljuk.

Ami a kiderithetéséget illeti, azt kell tehdt
megvizsgdlnunk, hogy a frekventista iskola

1198

Szabd Gabor e Valdszinliség és relativ gyakorisag

hogyan értelmezi az interpreticié matemati-
kai alapjdul szolgdlé sorozatokat. A sorozatok
szinguldris események, megfigyelések rende-
zett Osszessége. Ez rogton nyilvanval6vd teszi
azt a tényt, hogy a sorozatok révén definidle
val6szintiség érzékenyen fog figgni a soroza-
tokkal reprezentdlt események korétdl. Mi-
lyen egyedi eseményeket tekintsiink kocka-
dobdsnak? Milyen magasrl, milyen sebes-
séggel kell eldobni a kockat, hogy az dobésnak
szdmitson? A referenciaosztily rogzitése tehdt
eléfeltétele minden frekventista definiciénak.
Milyen események alkossdk tehdt a referen-
ciaosztdlyt? Ebben a kérdésben két ellentétes
dllaspont létezik: az aktudlis és a hipotetikus
frekvenciainterpretdcio.

Az akrudlis frekventizmus a szigori em-
pirista hagyomdny szellemében a sorozatokat
az aktudlisan megfigyelt események halma-
zéval azonositja. Mivel ez a halmaz véges,
ezérta matematikai struktdra a véges sorozat,
amelynek elemei tulajdonsigok valamilyen
algebrdjdbdl vesznek fel értékeket. Egy tulaj-
donsdg (eseménytipus) valdszintisége a véges
sorozatban vett relativ gyakorisiga. Ahogy
Venn (1866) fogalmaz: ,,A val6szintiség sem-
mi més, mint ardny”. A hatos val6szintisége
tehdtakockanak egy adott véges sorozataban
a hatos dobis relativ gyakorisiga.

Ez az elképzelés jol vizsgdzik a kiderithe-
t6ség kritériuma szempontjdbdl: minden
valészindségi kijelentés szigortian verifikdlha-
t6 lesz. Ugyanakkor azonban a valészintiség
fogalmdnak ilyen szigorti operacionalizaldsa
kitiresiti a fogalmat. Az interpretdcié elvileg
zdrja ki annak lehetdségét, hogy a valészind-
ség ne manifesztilédjon maradékealanul
minden statisztikus mintdn. Egy val6szind-
ségi kijelentés csak az aktudlisan meghigyelt
véges szamu esetre alkalmazhaté, azon tdl
pedig nem dltaldnosithaté. Az aktudlis

frekventizmust ebben a véges formaban ezért
nem is képviseli senki.

A hipotetikus frekventizmus alapstruktd-
rdja a végtelen sorozat. Az értelmezés nehéz-
ségét éppen ennek a végtelennek a fizikai
értelmezése jelenti. A "hipotetikus kifejezés
arra a modalis elemre utal, amely ezt az isko-
lat megkiilonbozteti szigortian empirista
pérjétdl. Mivel az aktudlis viligban a megfi-
gyelések szdma véges, ezért mondani kell
valamit a val6szintiséget reprezentdlé sorozat
végtelen szdmd nem akeudlis elemérél. A
klasszikus megoldds valamilyen modalis fo-
galom bevezetése: a sorozat azt az események-
bél 4llé rendezett Gsszességet reprezentlja,
amelyhez aktudlis megfigyeléseink tartozzd-
nak, ha a kisérletet végtelenszer megismétel-
nénk. A modalis elem itt a kontrafaktudlis
kifejezésben jut kifejezésre. A hatos dobids
valészintsége tehdt az az érték, amelyet a
hatos relativ gyakorisiga hatdrértékben fel-
venze, ha a kockaval a végtelenségig dobdl-
ndnk. De hogyan értelmezziik a modalis ki-
fejezéseket? A realista megoldds a modalis
kifejezések mogotti ontolégia komolyan
vétele. A végtelen sorozatok redlisan léteznek,
csak éppen nem az aktudlis, hanem egy le-
hetséges vildgban. De miképpen léteznek
ezek a lehetséges vildgok?

A gondolatmenetet nem sziikséges foly-
tatnunk. Ldthatd, hogy a hipotetikus frekven-
tizmus, és amibe torkollik, a modalis realiz-
mus, stlyos metafizikai elkitelez8déssel jar.
Ezért a hipotetikus frekventizmusnak ma, a
véges aktualizmushoz hasonléan szintén nem
akad képviselSje. A redlisan 1étezd interpre-
tdciok a két széls6ség kozott laviroznak.

Térjiink 4t a megengedhetdség kérdésére.
A feladat itt az, hogy a valészintség mérték-
elméleti megfogalmazdsinak megadjuk va-
lamilyen izomorf matematikai megfogalma-
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zdsdt, amelynek relativ gyakorisdgként val6
fizikai interpreticidja valamilyen okbdl ké-
zenfekv8bb, mintaz eredeti megfogalmazasé.
A vilasztott matematikai struktira a legtobb
ilyen esetben a sorozat, izomorfia alatt pedig
a kovetkezdt értjiik. Legyen (Q, Z, p) valé-
szintiségi mértékeér, és legyen x: N — X egy
sorozat, amely olyan szinguldris események
végtelen rendezett Ssszességét reprezentdlja,
amelyek mindegyike bizonyos X-beli tulajdon-
sdggal jellemezhetd. Egy a € T tulajdonsig
relativ gyakorisigdnak hatdrértékét az x soro-
zatban jeloljiik r (a)-val. Ekkor a valészinti-
ségnek relativ gyakorisdgként valé matema-
tikai reprezentéci6jat igy definidljuk:

Definicié: Egy (Q, %, p) valoszintiségi
méreékeér rendelkezik relativ gyakorisdg-mo-
dellel, ha létezik olyan x: N — X sorozat, ahol
minden a € X tulajdonsagra r (a) = p(a).

Hangstlyozzuk: egy ilyen modell létezé-
se még nem jelenti azt, hogy a valészintisé-
geknek van relativ gyakorisdg-interpretacié-
juk. Az interpretdcié’ kifejezést a fentiekkel
osszhangban kizdrdlag a fizikai interpretdci-
6ra tartjuk fent. A relativ gyakorisigmodell
csak az elsd 1épés a relativ gyakorisdg-interpre-
técid felé, amelyet a modell fizikai értelmezé-
sének kell kovetnie.

2. Kollektivdle

A val6szintiségelmélet targydt von Mises az
aldbbi médon jellemzi:

LA val6szintiségelmélet tdrgya a nagyon
gyakran és vdltozatlan koriilmények kozote
végzett kisérletek vagy megfigyelések hossza
sorozatai.* Megfigyeljiik példdul egy pénzér-
me vagy egy kockapdr ismételt eldobdsdnak
kimeneteit; feljegyezziik az Gjsziil6ttek nemét
+ V6. Ludwig Wittgenstein (1956): ,,Nincs olyan kii-
16nleges targy, amely a valdszindségi kijelentések sajd-
tos targya lenne.” (5.1511)

egy populdciéban; meghatdrozzuk egy céledb-
lara irdnyzott egymdst kovetd 16vések taldlati

helyeinek koordindtdit; vagy, hogy egy dltals-
nosabb példdt adjunk, feljegyezziik az »azo-
nos folyamattal« mért »azonos fizikai meny-
nyiség« mérési eredményeit. Minden esetben

megfigyelések valamely sorozatdval van dol-
gunk; meghatdrozzuk a lehetséges kimene-
teket, és feljegyezziik az akrudlisakat.” (Mises,
1964, 2.)

A jellemzésbdl rogton kitlinik, hogy a
tomegjelenségek reprezenticiéja valamilyen
rendezett médon torténik, azaz lehetséges
eseménytipusokat (attribitumokat) instan-
cidl6 aktudlis események sorozatdval. A szoba
johetd sorozatok karakterizicidja a tomegje-
lenségek empirikus jegyeinek vizsgdlatai ré-
vén vilik lehetdvé. A valdszintiségelmélet
fogalomkorébe esd jelenségeket von Mises
szerint két ilyen jegy jellemez. Az els a rela-
tiv frekvencia stabilitésa:

LA valdszintiségelmélet szempontjabdl 1é-
nyeges, hogy a tapasztalat szerint a kockajd-
tékban, é minden egyéb tomegjelenségben,
amelyet emlitettiink, bizonyos attribitumok
relativ gyakorisdga egyre stabilabbd valik a
megfigyelések szimdnak novekedtével.”
(Mises, 1964, 108.)

A misik empirikus jegy a véletlenség,
amelynek vizsgdlata von Mises frekventista
valészintséginterpretdciéjét minden mds

s S8t a tapasztalat szerint a relativ gyakorisdgnak ez a
stabilizdlédé4sa viszonylag gyorsan kivetkezik be: ,, Hall-
gatSlagos feltevésiink, hogy a valészintiségelmélet né-
hény ismert alkalmazdsi teriiletén (véletlen jétékok,
fizika, bioldgia, biztositds stb.) a frekvencidk (a kiilon-
boz8 problémék esetében kiilonbozd méreékben) vi-
szonylag gyorsan tartanak hatdréreékeik felé. .. Ennek
a feltevésnek semmi koze a val6szintiségi kalkulus
axiémdihoz, é nem magyardzhaté semmilyen elméle-
d statisztika révén, hiszen az éppen ezen a feltevésen
nyugszik.” (Mises, 1964, 108.)
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frekventista interpretaciétdl megkiilonboz-
teti. A véletlent von Mises a kovetkezSképpen

ragadja meg. Képzeljiink el egy jatékost, aki

a kaszindban rulettezik, és hol a pirosra, hol

a feketére tesz. A jatékosnak kiilonbozd jé-
tékstratégidi lehetnek: példdul, ha hdrom

egymést kovetd pirosat lat, akkor a kivetke-
z6ben feketére tesz; vagy figyeli a szomszéd

asztalt, é amikor ott fekete jon ki, akkor a

kovetkezd korben itt is a feketére fogad; vagy

egyszertien minden primszdmadik menetben

a feketére tesz® stb. Am jétékosunk ,,....el6bb

vagy utdébb arra a szomort kovetkeztetésre

jut, hogy egyik rendszer sem képes javitani

esélyeita hosszd tdvii nyerésben, azaz befolyd-
solni a relativ gyakorisdgot, amellyel a kiilon-
boz6 szinek vagy szimok megjelennek abban

a sorozatban, amelyet a jitékos a jaték teljes

sorozatabdl kivlasztott.” (Mises, 1964, 10.)

A relativ gyakorisig hatdrértékének ezt a
jatékstratégidra valé invarianciéjdt nevezi von
Mises a kizdrt jdtékrendszer elvének (Prinzip
vom ausgeschlossenen Spielsystem) vagy szabily-
talansdgi axiomdnak.” A tomegjelenségek
véletlen jellege tehdt a fentihez hasonlé esély-
noveld jarékstratégidk nemlétét jelenti.

A tomegjelenségek két empirikus jegye
tehdt a relativ gyakorisdg stabilizécidja és a
véletenség. A két empirikus jeggyel rendel-
kezd rendezett Gsszességeket von Mises kol-
lektivdknak nevezi. Az empirikus kollektivak
matematikai reprezentdcidja végtelen soroza-
tokkal t6rténik, amelyeket von Mises ugyan-
csak kollektivdknak nevez.

Milyen matematikai kollektivdk repre-
zentdljdk helyesen az empirikus kollektivakart?

¢ E stratégidnak Joseph Leonard Doob szerint az az
elénye, hogy a jétékosnak a fogaddsok kézott egyre
wbb ideje lesz gondolkodni a valdszintiségelméletrél.
7 Amely elvet a perpetunm mobile nem létezésének
termodinamikai tételéhez hasonlé alapelvnek tart.

A relativ hatdrérték empirikus stabilizécidjét
von Mises matematikailag gy reprezentlja,
hogy a valészintiség fogalmat kizérdlag olyan
sorozatok esetében tartja alkalmazhaténak,
amelyekben a tulajdonsdgoknak végtelen
hatdrértékben van relativ gyakorisiguk. A
misik empirikus jegy, a véletlenség reprezen-
tdcidjdt von Mises a helyszelekcid fogalménak
bevezetésével kivinja megoldani. A helysze-
lekci6 egy eljards, amelynek segitségével az
eredeti sorozatunkbél bizonyos szempontok
alapjan kivalasztunk egy részsorozatot. (A
pontos definici6t lisd alabb.) Egy sorozatban
egy adott attribitum véletlenszertien fordul
el (helyszelekcidk egy adott halmazdra
nézve), ha relativ gyakorisiga ugyanaz lesz a
szelekci6val sziirt valamennyi részsorozatban,
mint az eredeti sorozatban. A véletlenség tehdt
a szelekcibra val6 érzéketlenséget hivatott
kifejezni. A véletlenségnek ez a reprezentécio-
ja fejezi ki azt a fizikai tényt, hogy fend ru-
lettjdtékosunk nem képes tgy szelektdlni a
futamok kozott, hogy a piros—fekete ardnyt
megvdltoztassa. A rulett azért véletlen jdrék,
mert a kimenetek ardnya érzéketlen a fizika-
ilag megengedhetd helyszelekcidkra nézve.

A matematikai kollektivak tehdt aszimp-
totikus relativ gyakorisdggal rendelkezd vélet-
len sorozatok. Definiciéjuk formdlisan a ko-
vetkezd:

Definicié: Legyen X valamilyen tulajdon-
sdgok (attribitumok) algebrdja, és legyen x:
N — X egy sorozat. Egy x sorozatot kollekti-
vdnak neveziink,

— ha minden tulajdonségnak a sorozatban
létezik aszimptotikus relativ gyakorisdga,
vagyis minden a € X -ra létezik a fentebb
definidlt r (a) éreék;

— és ez a hatdrérték nem valtozik a megen-
gedhetd helyszelekcidkra nézve, vagyis ha
¢ megengedhetd helyszelekcid, @(x) pe-
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dig a helyszelekciéval sziirt részsorozat,
akkor minden a € X tulajdonsagra:
r(a) = Loy (@)

Egy x kollektiva akkor relativgyakorisdg-mo-
dellje egy valdszintiségi mértékeérnek, ha a
fenti definicié értelmében a relativ gyakoriss-
gok képesek reprodukalni a mértékeér vals-
szintiségeit. Ilyenkor a kollektiviban egy, a
tulajdonsdghoz tartozé aszimptotikus relativ
gyakorisigot az a tulajdonsig p (a) valdszi-
niiségének nevezziik.

A kollektiva fenti definiciéja nem mond
semmitarrél, hogy mit tekintsiink megenged-
het§ helyszelekciénak. A kollektiva fogalma
nyilvinvaléan érzékenyen fiigg a megenged-
het§ helyszelekcidk korétdl (és a tulajdonsé-
gok algebrdjdtdl). Miel6tt erre a kérdésre
térnénk, vizsgaljuk meg el6bb azt, hogy ho-
gyan képzeli el von Mises a kapcsolatot a
véges empirikus kollektivik és ezek matema-
tikai reprezentdci6jaul hasznalt végtelen kol-
lektivak kozott. Von Mises kettds szohasznd-
lata nem véletlen; megértéséhez fontos tuda-
tositani azt az empirikus attitidot, amely
val6szintiségelméletét—a szigort axiomatiza-
laséra val6 torekvése mellett — megkiilonboz-
tette a végiil uralomra juté méreékelméleti
megkézelitéstSl. Von Mises szdmdra a val6szi-
niiségelmélet nem az absztrakt matematika
egyik 4ga, hanem ugyanolyan empirikus t-
domdny, mint a mechanika vagy (sic!) a
geometria:

»Val6szintségelmélet alatt mi, akdrcsak
mechanika vagy geometria alatt megfigyelt
mennyiségek bizonyos tartomanyanak tudo-
ményos elméletét értjitk. Ha megprobaljuk
leirni a tudomdnyos kutatds ismert formdit,
a kovetkez6ket mondhatjuk: minden egzakt
tudomdny megfigyeléssel kezdddik, amely
kezdetben hétkdznapi nyelven nyer megfogal-
mazist, majd a pontatlan kifejezések egyre

finomodnak, mig végiil axiomatikus feltevé-
sekkel helyettesitjiik Sket, amelyek egytittal
az alapfogalmakat is definidljék. Tautologikus,
azaz matematikai transzformdcidk kovetkez-
nek ezutdn, amelyek a feltevésekbdl kovetkez-
ményekhez vezetnek, amelyeket visszafordit-
vaakoznyelvbe megfigyelésekkel ellendrizhe-
tiink operacionalista eléirdsoknak megfele-
18en. Igy minden elegendén fejlett matemati-
kai tudomdnyban van egy »k6zéps« rész, egy
tautologikus vagy matematikai rész, amely
matematikai levezetésekbdl 4ll. Manapsdg, a
valésziniiség tanulmédnyozdsanal gyakori ten-
dencia, hogy ezzel a matematikai résszel gon-
dosan és szigortin foglalkozzanak, mig kevés
figyelmet szentelnek magdnak a témdnak, a
valészintiségelméletnek mint tudomdanynak.

Ez titkrozédik abban a @ényben is, hogy
a »mértékelméleti megkozelitést« dltaldban
elényben részesitik a »frekvencia-megkdzeli-
téshez« képest. . . Avaldsziniiségi kalkulusban
haszndlt matematikai eszkozok lefrdsa azon-
ban csak egy része a torténetnek. A tomegel-
oszlas, a stirtiségeloszlas, az elektromos toltés
mind-mind additiv fiiggvények. Haa valdszi-
niiségben semmi sajétos nincsen, akkor miért
definidljuk val6szintségi eloszldsok fiigget-
lenségét, és miért nem definidljuk a tdmegel-
oszldsokét? Miért hasznalunk véletlen valto-
z6t, konvoltcidt, ldncokat és a valészintségi
kalkulus egyéb sajdtos fogalmait?” (Mises,
1964, 43-44.)

Az utols6 két bekezdés utaldsai Andrej
Kolmogorov valészintiség-szdmitdsira vonat-
kozik. A valészintiségelmélet von Mises sze-
rint tehdt nem egy specidlis mértékelmélet,
hanem egy matematizdlt, ugyanakkor mégis
empirikus tudomany. Ezérta nézetéért, amely
osszhangban 4llt tigabb empirista tudomdny-
filozéfiai nézeteivel — 1évén a Berlini kor re-

prezentans alakja —, gyakran érte vad:

1202

Szabd Gabor e Valdszinlség és relativ gyakorisag

,»Von Mises definici¢ja dsszekeveri az em-
pirikus és teoretikus elemeket, amelyeket
dltaldban szétvdlasztunk a modern axiomati-
kus elméletekben. Ahhoz hasonlit ez, mintha
a geometriai pontot krétapontok végteleniil
csokkend hatdrértékeként definidlndnk.” — rja
Harald Cramér (1946) von Misesrél, aki igy
valaszol Cramér vadjdra:

»Az»empirikus és teoretikus elemek Gssze-
keverése« véleményiink szerint elkertilhetet-
len egy matematikai tudomdnyban. Amikor
a rugalmassdgtanban bevezetjiik a fesziiltség
fogalmat, nem szoritkozhatunk pusztan arra
a megdllapitisra, hogy ez egy masodrendii
szimmetrikus tenzor. Be kell még vezetniink
a kontinuummechanika alapfeltevéseit is, a
Hooke-torvényt stb., amelyek mindegyike
empirikus és teoretikus elemek Gsszekeverése.
A rugalmassigtan nem tenzoranalizis... a
megfigyeléstd] az elméleti fogalmakhoz vald
dtmenet nem teljesen matematizdlhaté. Nem
logikai kovetkeztetés ez, inkdbb vilasztds,
amely, tgy hissziik, 4j megfigyelések mellett
egyre bizonyosabb lesz.” (Mises, 1964, 45.)

Akollektiva a fesziiltséghez hasonl6an egy
empirikus tudomdny elméleti fogalma. Aza
tény, hogy a valdészintiségelmélet ilyen elmé-
leti fogalmakat haszndl, nem jelent nagyobb
problémadt, mint a végtelentil vékony vonal
fogalma a geometridban, vagy a sebesség’ fo-
galmdnak haszndlata a mechanikéban.

LA valésziniség fogalmanak a valdszind-
ségelméletben ugyanaz a strukeirdja, mint
bérmely olyan terilet alapfogalmanak, ame-
lyen a val6sig leirdsdra és reprezenticiGjira
matematikai analizist haszndlunk. Tekintsiik
példdul a sebesség fogalmat a mechanikéban.
Amig a sebesség csak mint az s elmozdulés és
a £id6 hanyadosa mérhetd, ahol mind s és ¢
véges, nem nulla mennyiség, addig a sebesség
amechanikdban mint ennek a hdnyadosnak

ahatdrértéke van definidlva amint t— o vagy
mint a d#/ds differencidlhdnyados. Nincs ér-
telme megkérdezni, hogy a differencidlhd-
nyados létezik-e a val6sdgban’. Matematikai
létének feltevése a mozgds elméletének egyik
alapja; igazoldsdt abban leli, hogy segitségével
képesek lesziink meghigyelheté mozgdsokat
leirni és megjésolni.” (Mises, 1964, 1-2. 0.)
Hasonl6an: a relativ gyakorisdg hatdrérté-
ke, akdrcsak a sebesség, elméleti fogalom.
Bevezetésiiket bizonyos hdnyadosok értéké-
nek stabilizdciéja indokolja a gyakorlatban.
A relativ gyakorisdg empirikus stabilizicidja
azonban még nem jelenti a hatdrérték létezé-
sét. Jol ismert tény, hogy egy végtelen sorozat
véges kezddszeletének ismerete semmilyen
informdci6éval nem szolgdl a sorozat hatdrér-
tékének tekintetében; sét létezése tekinteté-
ben sem. Vagyis egy tetszélegesen nagy véges
minta esetében sem tudjuk kivédlasztani azt a
kollektivdt, amely a mintdt hivatott reprezen-
tdlni. Véges szimt megfigyelés alapjin nem
jelenthetjiik ki, hogy a hatdréreék létezik, és
még ha létezik is, nem tudhatjuk, hogy mi
ezaz ériék. A sebesség vagy a stirtiség esetében
azonban ugyanez a helyzet— érvel von Mises
—ezek a fogalmak mégis j6 szolgdlatot tesznek
agyakorlati predikciokban. gy avalészintiség
relativ gyakorisig-értelmezése semmivel sem
4ll rosszabbul, mint bdrmely, a hatdréreék
fogalméra épiil6 elméleti fogalom.

LA végtelen kollektiva fogalmdra épiild
elmélet eredményei olyan médon alkalmaz-
hat6k megfigyelésck véges sorozatra, amely
maga logikailag nem definidlhat6, azonban
elegendden pontos a gyakorlatban. Az elmé-
letviszonya a megfigyeléshez ebben az esetben
lényegében ugyanaz, mint az Ssszes tSbbi
fizikai tudomdnyban.” (von Mises, 1928)

Az analdgia azonban sdntit. A nem valé-
szinliségi tudomdnyokban egy elmélet dlta-
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ldban pontos jéslatokkal rendelkezik egy fi-
zikai mennyiség elméleti értékét illetden. Ez

az éreék azutdn a megfelel§ (6nkényesen vagy

a gyakorlat dltal motivdltan valasztott) hiba-
hatdron beliil 6sszevethetd lesz a mérési ered-
ményekkel, igy igazolhatd lesz, vagy legaldbb-
is cafolhaté. A valészintiségelmélet esetében

azonban az elméleti j6slat és a tapasztalat vi-
szonya bonyolultabb. Hogyan igazolhaté vagy

céfolhaté ugyanis egy valdszintségi 4llitds?

Egy tulajdonsdg val6szin(isége nyilvanva-
l6an nem konfirmdlhaté dgy, hogy egy tet-
sz6leges hibahatart valasztva megkoveteljiik,
hogy a valdsziniiség a vizsgalt esetek szimd-
nak egy adott értékétdl kezdve sohase térjen
el a relativ gyakorisdgtdl. A relativ gyakorisdg
empirikus stabilitdsa nem ennyire szigord
trvény. De taldn konfirmdlhaté a nagy szé-
mok torvényére hivatkozva. Az valéban nem
igaz — hangzik az érv —, hogy egy kollektivé-
ban egy véges mintdn vett tulajdonsig meg-
egyezne a tulajdonsdg relativ gyakorisdgdval,
azonban a kettd eltérése valdszintiség erejéig
rogzitett. Vagyis megfeleld valdszintségi
konfidenciakiiszobét valaszeva a valdszini-
ségi joslatok véges mintdn ugyantgy konfir-
mélhat6k vagy falszifikdlhat6k, ahogyan a
nem valészintségi elmélet joslatai a nem
val6szintiségi hibahatdr megaddsa utin. Az
érv a nagy szamok egyik-mésik torvényére
tdmaszkodik, amely szerint azonos eloszldst,
fuggetlen véletlen valtozékbol képzett szim-
tani dtlag a valtozék szimdnak névekedtével
val6szinliségi értelemben tart a virhaté ér-
tékhez.

Ez a kitit azonban, még ha miikédne is,
el van zdrva von Mises el6l. A nagy szimok
wrvénye egy adott véletlen véltoz iterdlass-
bl szarmaz6 dtlaggal van kapcsolatban. Ezt
avalészintiségi valtozot interpretdljik rendsze-
rint Ggy, mint egy szinguldris esemény valé-

szintiségét, amelynek ismétlése adja a megfe-
leléen hosszii sorozatok valdszintiségét (a
szorzatmértékben). Von Mises azonban épp
ezt az interpretdciét nem engedheti meg,
hiszen szdmdra az egyedi eseményeknek nincs
valdszintiségiik, igy nem is rendelheté hoz-
zdjuk valdszintiségi valtozo.

Megtehetjiik persze, hogy a nagy szamok
torvényeiben szerepld valszintiséget frekven-
tistdn értelmezziik, vagyis mint az illetd
kollektivaban valamely attribtitum hatdrér-
tékét. A konfirméci6 kérdésére azonban ek-
kor sem kapunk megnyugtaté vélaszt. Ekkor
ugyanis a nagy szimok torvényeiben szerep-
16 szorzatmértéket is frekventistan lesziink
kénytelenek értelmezni, vagyis mint bizonyos
tulajdonsagui sorozarok relativ gyakorisdgdnak
hatéréreékét sorozatok sorozataiban. Igy értel-
mezve a szorzatmértéket a nagy szimok erds
torvénye arraa tautoldgidra zsugorodik, hogy
adott aszimptotikus relativ gyakorisigu soro-
zatok sorozatiban az adott aszimptotikus
relativ gyakorisdgti sorozatok relativ gyakorisd-
ga 1. De a gyenge t6rvény sem alkalmasabb
a feladatra; ez ugyanis azt mondja, hogy az
olyan sorozatok sorozatainak relativ gyakori-
sdga, amelyekben a sorozat kezddszeletébdl
szamitott relativ gyakorisigok tetszSlegesen
kicsit térnek el az aszimptotikus relativ gya-
korisagoktdl, a kezddszelet hosszédval nulldhoz
tartanak. De mi kéze ennek az dllitdsnak az
eredeti kérdésiinkhdz, ti., hogy hogyan kon-
firmélhaté egy valésziniiségi kijelentés? Ugy
tlinik tehdt, hogy von Mises frekvenciain-
terpretdciéja a kiderithet6ség tekintetében
hagy némi kétséget maga utdn. Most azonban
térjiink 4t a frekvencia interpretdcié megen-
gedhetéségének kérdésére, vagyis arra a kér-
désre, hogy a fenti kollektivik mennyire he-
lyes matematika modelljei a val6szintiségel-
méletnek.
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3. Helyszelekcid

Mindenckel6tt a kollektivak definicijiban
szerepld helyszelekcidk fogalmat sziikséges
tisztdznunk. A helyszelekcié meghatdrozass-
ndl Von Mises igy fogalmaz: ,A végtelen so-
rozatbdl egy végtelen részsorozatot gy vé-
lasztunk ki, hogy a kivélasztandé elem inde-
xénél nem haszndljuk a tulajdonsdgbeli kii-
l6nbségeket” (Mises, 1928). A homalyos fo-
galmazis ellenére az intencié vildgos: egy
tulajdonsdg relativ hatdrért¢ke nyilvan meg-
valtozik, ha a részsorozatot tgy allitjuk el8,
hogy a sorozatbdl egyszertien kivalasztjuk az
adott tulajdonsdgt elemeket. Az ilyen szelek-
cidkat tehdt zérjuk ki. Néhany példa megen-
gedhetd szelekci6ra:

i. Kivalasztani a sorozat minden prim indexti

elemét.

ii. Kivélasztani a sorozat egy elemét, ha

elétte hirom adott tulajdonsdgi elem 4ll.

iii. Kivdlasztani a sorozat egy elemét, ha egy
midsik kollektiva azonos indexti eleme egy
bizonyos tulajdonsdgu.

Az 1. és ii. szelekciokat torvényszerd, a iii.
szelekcidt véletlenszerti helyszelekcionak
nevezziik. Az els6 prébélkozisok a megenged-
hetd helyszelekcié kdrvonalazdsira Cope-
landtél (1932), Reichenbachtdl (1932) és Karl
Poppertdl (1935) szarmaznak, akik egymdstél
fuggetlentil érkeztek el az tn. Bernoulli-sze-
lekcid fogalméhoz. Informélisan a Bernoulli-
szelekcié (o-1 sorozatokra) a kovetkezot je-
lenti. Legyen x egy végtelen o-1-sorozat. Ve-
gytink egy véges hossszii 0-kbdl és 1-esekbdl
4llé m hossziisdgu szét', példdul a orror-et,
és vizsgdljuk meg, hogy a vdlasztott sz6 hol
fordul el x-ben. Ha a sz6 el6fordul a sorozat
XX, o X szakaszan, akkor valasszuk ki
asorozatx,  -ik elemét. Ha x végtelenszer
tartalmazza a valasztott szét, akkor a fenti

szelekcié egy végtelen részsorozatot ad. Az

olyan sorozatokat, amelyekben a 0 és 1 relativ

gyakorisdgdnak hatdrértéke invaridns minden

Bernoulli-szelekciéval szemben, Bernoulli-
sorozatnak nevezziik. A kollektivikat kezdet-
ben a fenti szerzék ezekkel a Bernoulli-soro-
zatokkal azonositottak.

A Bernoulli-sorozatok specidlis esetei a
normdlis szamok: azok a Bernoulli-sorozatok,
amelyekben az 1-¢k és o-dk valdszintisége a
sorozatban 1/2. A normdlis szimokra vonat-
kozdan David Gaven Champernowne (1933)
eredménye fontosnak bizonyult a kollekti-
vakra nézve is. Champernowne ugyanis
megmutatta, hogy létezik megkonstrudlhaté
normédlisszdm: példdul azx = orooororiooo. . .,
amely bindris szimok lexikografikus rende-
zésébdl ad6dik. Ez a szimelméleti eredmény
kozvetve arra is rimutatott, hogy a Bernoulli-
sorozatok nem tolthetik be azt a szerepet,
amelyet von Mises a kollektivdknak szdnt,
mivel a konstruglhaté Bernoulli-sorozatokban
maga a konstrukeci6 nydjt lehetdséget olyan
helyszelekciéra, amelyre nézve a relativ gya-
korisdgok nem invaridnsak.

A Bernoulli-sorozatok 4ltaldnositisaként
a helyszelekeci6 fogalmdra végiil a kovetkezd
meghatdrozds sziiletett. Legyen x: N — {o,1}
egy végtelen sorozat, és f: N — R egy tetszd-
leges fiiggvény. Az indexek k sorozatibdl
valasszuk ki azt a K végtelen részsorozatot (ha
van ilyen), amelyre teljestil, hogy ¢ =1 ahol
¢ =fb), b =2b, +x éb=1.Ekkora hely-
szelekcidta (@x), =x,, egyenlettel definidljuk.
A konstrukcié mogott a gondolat nyilvanva-
16: a megengedhetd szelekcidk azok, amelyek
csak az elem indexénél kisebb indexti elemek-
w0l fiiggenek. E fliggést a megel6z6 tagokedl
biztositjdk a b, elemek a konstrukciéban.

A definicié azonban ebben a formaban,
ahogy azt Erich Kamke (1932) megmutatta,
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ellentmonddsos. Legyen ugyanis f(k) = x,

ahol 1(k) a legkisebb pozitiv egész, amelyre

2'® > k. Ekkor az x, sorozat épp az x, sorozat

1-es elemeit fogja tartalmazni, vagyis az 1-esek

relativ gyakorisiga a részsorozatban 1 lesz,
bdrmennyi volt is az eredeti sorozatban. Ha

tehdt megengedjiik a fenti f fliggvénnyel ge-
nerdlt helyszelekciét, akkor kollektivak nem

léteznek. Von Mises éppen ettd] tartott.

A fenti definiciét Alonzo Church (1940)
pontositotta. A fenti meghatdrozdsban sze-
replé f fiiggvényekre kikototte, hogy azok
legyenek rekurzivak. Ezzel a kikotéssel nem-
csak Kamke ellenvetése valt elkeriilhetvé,
hanem von Mises azon félelmére is — misze-
rint kollektivak esetleg egyaltalin nem is 1é-
teznek — megnyugtaté vélasz érkezett. A
kollektivak létezése ugyanis nem magitdl
értet6dé. Egy végtelen sorozat tudniillik min-
dig valamilyen rekurziéval adhaté meg. Az a
rekurzi6 azonban, amellyel egy ilyen soroza-
tot megadunk, egyben arra is alkalmas, hogy
a sorozat elemei kozott szelektdljunk: vagyis
asorozat nem lesz véletlen. Konstruktive nem
lehet tehdt megadni olyan véletlen sorozatot,
amely minden helyszelekciéval szemben
véletlen lenne.! Am a rekurziv fliggvények
megszdmldlhatéan sokan vannak, és igy Abra-
ham Wald (1937) tétele alapjén a helyszelek-

§ Von Mises definici6jinak értelmességével szemben
tipikus korabeli reakci6 Erhard Tornieré (1933): ,Nem
hiszem, hogy a prébélkozis, hogy von Mises elméletét
tiszta matematikai formaba ontsiik, sikeresen keresz-
tiilvihetd, és azt sem hiszem, hogy az ilyen prébélko-
zdsoknak hasznuk volna. Itt nyilvdnvaléan azzal a f6-
16ttébb érdekes jelenséggel van dolgunk, hogy egy
gyakorlati és teljesen értelmes fogalom — kivélasztds a
tulajdonsdgbeli kiilonbségekre valé tekintet nélkiil —
elvileg zdr ki mindenféle tisztdn matematikai és axio-
matikus megragaddst. Mindazondltal kivénatos volna,
hogy ez a kérdés, amely talin alapvetd jelentSségd,
matematikusok Gjabb kéreinek figyelmét is magdra
vonja.” (Tornier, 1933, 320.)

cidk fenti megszamlalhaté halmazdra nézve
kontinuum sok véletlen kollektiva létezik.

Az 6rom azonban nem tartott sokaig. Jean
Ville (1939) megmutatta, hogy helyszelekciok
bérmely megszamldlhat6 halmazahoz létezik
olyan bindris kollektiva, amelyben az 1-esek
aszimptotikus frekvencidja p, azonban a
kollektiva minden véges kezddszeletében az
1-esek relativ gyakorisdga — véges kivételtdl
eltekintve — nagyobb vagy egyenld p-nél. Ro-
viden, a relativ gyakorisag feliilr] tart hatdr-
értékéhez. Ez a tulajdonsdg a (késébb Alek-
szandr Hincsin [nemzetkozi 4tirdsban Khin-
chin] révén bizonyitott) iterlt logaritmus
torvénye fényében meglehetdsen atipikus
viselkedésnek szdmitott. Ez a torvény ugyan-
is a relativ frekvencidk oszcilldcidjdra ad kii-
szobot; ezzel szemben a frekventista elmélet
ezekre az oszcillacidkra semmilyen korldtot
nem ad. Mindezek azt mutattdk, hogy von
Mises val6szintiségelmélete nem azonos az
éppen kialakuléban levé mértékelméleti meg-
kozelitéssel. Az ellenvetésekre von Mises la-
konikusan vilaszolt: ,,Elfogadom a tételt, de
nem ldtom az ellenvetést”. Valdban, von Mises
elmélete szdimdra nem jelentett @ priori elé-
irast, hogy izomorf legyen a kolmogorovi
elmélettel.

A frekventista valdszintiségelméletre a
legstilyosabb csapdst a martingdlok megjele-
nése mérte. A martingdlok segitségével Ville
megmutatta, hogy a kizdrt jaékrendszer von
mises-i elvét a kollektivak nem ragadjik meg
jol, mivel Ville fenti kollektivaihoz lehetséges
olyan stratégidkat gydrtani, amelyek végtelen
nyereményhez vezetnek. Ugyanakkor a kol-
lektivdk a von mises-i értelemben épp az ilyen
nyerd stratégidk léeét hivatottak kizdrni.

A fenti és a hasonlé kritikdk hatdsdra von
Mises elképzeléseit a val6szintiség Kolmogo-
rov-féle mértékelméleti megfogalmazdsa
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végleg hittérbe szoritotta. A val6szintiség-sza-
mités alapjai tisztdzdsdnak szentelt 1937-es
genfi konferencidn — amelyen von Mises ma-
ga nem volt jelen — Maurice Fréchet csokor-
ba szedte a frekventista megkozelités hétrd-

nyait, és ezzel a szakma végleg elfordult von
Misest6l.

Kulesszavak: valdszinidiség, relativ gyakorisdg,
von Mises, véletlen sorozatok, helyszelekcio
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