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Kedvesem! Hogy mondjam el Neked,
mit érzek, ha Rad gondolok?
Atenger millié apro szélcsendes recéje,
vihargd, diiborgd, rombolé hullamai
mind végigsuhannak lelkemen.

A viragzo rét szépsége,

a sotét erdd rejtelmei,

az égbe ugro sziklak izgalmai,
érzelmeim tobz6dasanak

csak piciny részét tikrozik.
Szemedbe nézve egy csillag mogul
millid mésik bukkan eld,
elmondhatatlan, kimondhatatlan,
csak annyit sigok helyettiik:
Szeretlek! Talan megérted...

Ismeretlen koltd,
lengyelbdl forditotta Zsolnyezs Gyula

Az emberi gondolkodas talan legfontosabb
vonulata a bonyolult fel6l az egyszert felé
torekszik. Pici unokam a cica utan fut, és azt
mondja: Vau, vau. Megalkotta a ,négylaba
eml6sallat” fogalmat. Lehetetlen lenne fel-
sorolni, elnevezni a rengeteg idetartozo allat-
fajt, annak kilonb6z6 szind, méretd egye-
deit. A bonyolult, valodi helyzetet leegysze-
rUsitette Vaura. Az absztrakcio tehat ltalaban
lépés a bonyolulttol az egyszert felé.

Az absztrakcio egy kovetkezs, magasabb
foka, amikor unokam rajon (neki ez mar csak
néhany év), hogy a vauk, autok és hasonlok
halmazainak van egy-egy koz6s tulajdonsa-
guk, hogy mennyi elembdl allnak. Az Gj fo-

galmak az egy, kettd, harom, ..., a termé-
szetes egész szamok, és maris ott vagyunk a
matematikanal.

A természettudos —amikor modellt alkot
—hasonlo utat kovet. A természeti jelenség
bonyolultsigabdl probalja kivenni a 1énye-
get, ami mar egyszerd, leirhato, elmondhato.
Ha egy targy leesik, az bizony porog, a lég-
ellenallas, s6tlégorvények befolyasoljak esé-
sét. Nagyon bonyolultakat csinal. A fizikus
egyszer(sit, amikor elképzeli, hogy mindez
légiires térben torténik, konstans gravitacio-
val. Természetesen az igazan hasznos mo-
dell a matematikai, amikor a modellben sza-
molniislehet, azaz egy tovabbi egyszerusités
torténik — a rendkivil bonyolult val6sagot
szamokkal, figgvényekkel ifjuk le.

Miutan megérkeztiink a matematikahoz,
vizsgaljuk meg az egyszerség-bonyolultsig
kérdését a matematikan beltl. Még ott is
gyakran lejatszodik a fenti példakban leirt
absztrakci6, ami a bonyolulttdl az egyszert
felé megy. Ha példaul azt nézziik, hogy mi
a kozos a szamok Osszeadasaban, Ossze-
szorzasaban, a geometriai transzformaciok
egymas utani alkalmazasaiban és sok mas
hasonl6 jelenségben, akkor eljutunk az
absztrakt mOvelet fogalmahoz; ha még aztis
megfigyeljiik, hogy a fenti fontos példakban
amuveletek milyen tulajdonsagokat elégi-
tenek ki, akkor megkapjuk a csoport fogal-
mat. A csoport tehat egy végtelentil leegy-
szerUsitett kozos altalanositisa nagyon sok
matematikai jelenségnek.
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Egy matematikai elméleten belil a
tetelek jatsszak a ,egyszer(” szerepét. Egy
sz&p mondas szerint (sajnos nem tudom, kitél
szarmazik, én Makkai Mihalytol, az MTA kiils6
tagjatol hallottam) egy matematikai elmélet
olyan, mint egy kirandulotertilet, amin a téte-
lek jatsszak a kilatok szerepét. Vagyis a tobb-
nyire rettentSen bonyolult elméletben a téte-
lek azok az egyszerlen megfogalmazhat6
allitasok, amelyek, valahogyan, az elmélet
léenyegét fejezik ki. A bizonyitasok a kilatok
kozotti faradsagos utak. Egy tételt akkor ne-
vez egy matematikus szépnek, ha a feltéte-
lei és az allitisai nagyon egyszerien megfo-
galmazhatok, de egyaltalan nem nyilvanvalo,
hogy igaz. Tehata bizonyitisa nehéz, hossza-
dalmas. Erre j6 példa a négyszintétel.

A négyszintétel a grafelmélet egyik téte-
le, de most eredeti formajaban ismertetem.
Egy (sikon 1évé) térkép orszagait szeretnénk
kiszinezni tigy, hogy a k6z6s hatarszakasszal
bir6 orszagok kiilonbozs szintiek legyenek.
Eztazigazan egyszerien megfogalmazhat6
allitast tobb mint szaz évig nem tudtak bebi-
zonyitani, csak 1976-ban sikertilt Kenneth
Appelnek és Wolfgang Hakennek szami-
togépek intenziv hasznalataval (két honap
futasiidoh.

De egy bonyolult bizonyitas is lehet szép,
ha vannak benne meglepd, varatlan egysze-
rsitések. A matematikusok egy részének
azavéleménye, hogy a szép tételek bonyo-
lult bizonyitasai a jovében egyre gyakrabban
olyan bonyolultak lesznek, hogy csak szami-
tOgép segitségével végezhetSk el, mint az
a négyszintétel esetén is tortént. (Figyelem:
a bizonyitast nem a szamitogép talalta ki) A
matematikusok masik részének ez egy
rémalom.

A szép tételek esztétikai élményt nyujta-
nak a hozzaértének, mert meglepéek, akar-
csak egy jo vice csattandja. De a meglepd
az, hogy a szép tételek rendszerint nagyon
hasznosak is. Az egyszert feltételek ugyanis
konnyebben teljestilnek egy véletlen szitua-

ciéban. Nagy a valoszintisége annak, hogy
(a matematikan beltl vagy kiilsé alkalma-
zasnal) el6fordul egy olyan helyzet, ahol a
szép tétel feltételei teljestilnek. Ezért van
az, hogy a matematikus, amikor szépérzéke-
re hagyatkozva, csupan azért keres és bizo-
nyit tételeket, mert azok szépek (egyszerd-
ek, akkor hallatlan hasznos tevékenységet
végez. El6bb vagy utobb masok majd talal-
nak olyan helyzeteket, ahol a tétel hasznal-
hato is. E sorok irdja példaul még a 60-as
évek kozepén észrevette, hogy adott szama
(mondjuk 1000) k elemi (mondjuk 7-ele-
mi) halmazban 1évE k-1 elemd részhalma-
zok (tehat 6 elemd részhalmazok) szima
akkor minimalis, ha a halmazokat minél
kisebb halmaz részhalmazaiként valasztjuk.
A célakkor csak egy szép matematikai tétel
megtalalasa volt. Azota rengeteg alkalmaza-
sat talaltak, csak egy példa a sok kozil: a
nagyfesziiltségl tavvezeték-halozat meg-
bizhat6saganak meghatarozasaban. Erd6s Pal
munkassaga ilyen példak seregét adja.

A fentieket egy kicsit mas néz&pontbol
Ggy is meg lehet fogalmazni, hogy a mate-
matika a bonyolultban keresi az egyszertit, a
szabalyosat. Erre talan a legjobb példa a
valoszintségszamitas. Ha egy dobokockaval
sokszor dobunk, és felirjuk az eredményeket,
egy nagyon szabalytalan sorozatot kapunk.
A matematika mégis talal ebben a szabalyta-
lanban valami egyszertit, szabalyosat. Példaul
a nagy szamok torvénye szerint a kapott
szamok atlaga majdnem mindig kozel lesz
3,5-hez (persze itt pontosan meg kell mon-
dani, miaz, hogy ,majdnem mindig”, é€s mi
az, hogy ,kozel”). De ennél tobbet is lehet
talalni. Ha szaz dobas 6sszegét vesszuk, ak-
kor—az el6z6ek szerint — ezek Osszege ko-
rulbelil 350 lesz, de ugy, hogy a legtobb
osszeg—mondjuk — 330 és 370 kozott lesz,
310 és 330 kozott mar lényegesen kevesebb
van, mint 330 és 350 kozott, 290 és 310 ko-
zOtt még kevesebb, és igy tovabb, a 90-nél
kisebb 6sszeg marnagyon kevés. Egy harang
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alakta gorbéhez jutunk. Ha 100 helyett egyre
nagyobb tagl 6sszegeket véve, egyre pon-
tosabb kozelitését kapjuk (persze egyre job-
ban elnytjtva) egy Gn. ,harang-gorbének”.
Ezt tgy mondjuk, hogy a nagyszamu, fiig-
getlen, egyforma, véletlen szim 6sszege a
ynormalis eloszlashoz” tart. Ez az egyszer
szabaly az oka annak, hogy a természetben
nagyon sok véletlen szam éppen ezt az elosz-
last koveti. Ebben a sorban a maileger&sebb
szabalyossagot Komlos Janos, Major Péter és
Tusnady Gabor egy tétele irja le.

Most egy kissé hihetetlen ,egyszer( sza-
baly” kovetkezik, amit nagyon pongyolan
igy irhatunk le: nemcsak a véletlenben, ha-
nem az akarmilyenben is van szabalyossag.
Mégpedig a grafokban. Egy graf pontokbol
és €lekbal all. Példaul az orszag minden em-
berét egy-egy ponttal abrazoljuk, és kétilyen
pontot dsszekotiink egy vonallal (Un. élleD),
ha azok kolcsonosen ismerik egymast. Sze-
merédi Endre hires tétele szerint, ha a graf
pontjainak szama elég nagy, akkor a ponto-
kat 6ssze lehet rendezni viszonylag kissza-
mu kupacba tgy, hogy a kupacok legtébb
parja kozott az élek gy mennek, mintha a
graf véletlen lenne, tehat—valamilyen érte-
lemben —szabalyos.

No, persze azért a matematikusok sem
értenek mindig mindenben egyet, abban
sem, hogy mi az egyszerd és mia szép. Nem
csak a szépérzektol figg, hanem a tudastol,
azismeretanyagtol is. Ha valaki nem ottho-
nos egy témakorben, nem ismeri a tételeit,
akkorannak nem lehet abban a témakorben
szép tételt mondani, mint ahogy az 6serdei
indian se érti a sz6ke nds viccet.

Nem szeretném félrevezetni az olvasot
prekoncepcidimmal. Be kell vallanom, hogy
vannak olyan matematikai eredmények,
amelyek, mintha az egyszer(tél vezetnének
abonyolult felé. Ilyen példa a Takashi-fligg-
vény: dllitsunk a [0,1] intervallumra egy
egyenlé oldalt haromszoget, ez legyen az
elsé fliggvény. A masodik legyen két egyen-

16 oldala haromszog, a [0, 1/2] illetve az[1/
2,1] intervallumra 4llitva. A harmadik fligg-
vény mar alljon négy kis haromszogbdl. Ezt
folytatva, és a kapott végtelen sok fiiggvényt
osszeadva egy nagyon bonyolult fliggvényt
kapunk, ami példaul folytonos, de sehol sem
differencidlhat6. Altalaban a fraktilok ilye-
nek: egyszer( konstrukcioval valami bonyo-
lultat kapunk. De ilyen az alvéletlen szamok
konstrukcidja is. ,Véletlen” szamokat kell
konstrualnunk egy szamitdgépes algoritmus-
sal. Ez nyilvan valami szabalyosat kell hogy
adjon, mégis olyan bonyolultnak néz ki, mint-
ha véletlen volna.

Miel6tt tovabbmennénk, meg kell emli-
tentink a matematika alkalmazasanak legna-
gyobb problémajat, ami szintén Osszefliggés-
ben van a bonyolultsaggal-egyszertiséggel.
Az alkalmazas rendszerint egy szép észrevé-
tellel kezd6dik. A valosag egy darabjara egy-
szerd matematikai modellt talaltunk: a Fold
gomb alak! Alaposabb vizsgalat utan kide-
ril, hogy ez nem egészen igaz. Mivel a Fold
forog a tengelye kortil, és viszonylag puha,
a centrifugalis er kinyomja az egyenliténél,
a sarkoknal viszont belapul. A hat6 er6ket
figyelembe véve szépen kiszamolhat6 a Fold
alakja. A matematikus boldog, mert—bara
dolog nem olyan egyszerti—viszonylag egy-
szerlen sikerllt meghatarozni az alakot. De
azalaposabb vizsgalat azt mutatja, hogy ez a
modell sem tokéletes, mert a Fold anyaga
nem homogén. Ha ezt is figyelembe akarjuk
venni, akkor ismerntink kell a tomegelosz-
last, és jo kozelitéssel, rengeteg adattal fel is
kell hasznalnunk. A szamitasok csak szami-
togéppel végezhettk el, az eredmény sem
lesz teljesen pontos, csak az adatok pontos-
saganak megfelelGen. Elveszett az egysze-
rliség, a szépség. De mégis meg kell csinalni!
A matematikai alkalmazasok talnyomo tobb-
ségénél fellép ez jelenség.

Az utébbi két-harom évtizedben lett
centralis kérdés a szamitasok, algoritmusok
bonyolultsiga. A matematika 6kori kezdetei-
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t6l voltak algoritmusok, hiszen a tobbjegyt
szamok szorzasara az iskolaban tanult
modszer is egy kis algoritmus. De a mualtban
az algoritmusok egyszertek, normalis
idében befejezhetSk voltak. Vagy —mint a
matematikai analizis algoritmusai esetében
—hakevés ideig szamoltunk, az eredmény
pontatlan volt, ha sokaig, egyre pontosabb.
Az elektronikus szamitogépek belépésével
ésa nagy tomegu véges matematikai feladat
megjelenésével egy Uj jelenség lépett fel.
Addig valahogy Ggy érezte mindenki, hogy
egy véges, sok adattal megadott feladat a
gyors szamitogépekkel mindig megoldhato,
csak elég sokaig kell szimolni. Ezzel szem-
bena gyakorlatban is kidertilt aza nyilvanvalo
tény, hogy ha az algoritmus 1épésszama a
bemend adatok exponencialis fliggvénye,
akkor elég sok bemend adat esetén emberi
mértékd id6 alatt a leggyorsabb szamitogép
sem képes a feladat elvégzésére. Ha n
bemend adatbdl az algoritmus példaul 1000n
lépés alatt befejezi a szamolast, az nagyon
gyors. Ha konstansszor n? vagy n®1épés kell,
az még mindig rendkiviil jo. Ismertek olyan
algoritmusok, amelyek N7 [épést igényelnek.
Ezek még mindig nagy reménnyel elvégez-
het6k nagy n esetén is. Ezeket hivjuk polino-
mialis algoritmusoknak. A lényeges valtozas
2"-nél kovetkezik be, ennyi lépést nagy n
esetén nem lehet elvégezni. Az ilyen algorit-
must exponencialisnak nevezziik.

A szamitasi feladatok tobbnyire polino-
mialis sok 1épésben visszavezethetSk olyan
feladatokra, amelyek eredménye ,igen-
nem”. Példaul ilyen a Hamilton-kor feladata:
adott grafrol el kell donteni, hogy az éleket
hasznalva, pont egyszer végig lehet-e menni
az Osszes ponton, a végén visszaérve a kez-
dépontba. Ha az utat valaki megstgja, akkor
konnyen ellenérizhet6, hogy az Hamilton-
kor-e. A legtobb ismert és fontos probléma
ilyen, hogy ha ismertjiikk az eredmeényt, akkor
arrol polinomialis sok lépésben eldonthetd,
hogy megfelel-e a feltételeknek. Az ilyen

problémakat NP-belieknek nevezziik. Ezek
kozott sok olyan van, amit polinomialis algo-
ritmussal meg tudunk oldani. A problémak
ezen osztalyat P-vel jeloljik. Tehat P része
NP-nek. Maig eldontetlen, hogy vannak-e
NP-nek olyan elemei, amelyek nincsenek
P-ben. Eza hires ,P=NP?” probléma. Persze
a matematikusok tilnyomo tobbsége tgy
hiszi, hogy nem egyenl6 a két osztaly. (Jelen
cikk irdsa kozben jott egy még tavolrol sem
ellenérzott hiresztelés, hogy egy japan mate-
matikus bebizonyitotta, hogy valéban nem
egyenléek. A korabbi hasonlo hiresztelések
nem voltak megalapozottak.) Az viszont
bizonyitott, hogy ha példaul a Hamilton-kor
probléméjara csak exponencialis algoritmus
van, akkor tobb tizezer mas NP-belire is csak
exponencidlis létezik. (Ezeket a problémakat
NP-nehéznek nevezziik.) Ez azt jelenti,
hogy rengeteg probléma esetén nincs re-
mény hasznalhat6 algoritmus készitésére.

A ,P=NP?” probléma nem csak a szamita-
sok bonyolultsaganal fontos. Ha egy mate-
matikai allitas teljestilésére jol meghatarozott
szlikséges és elégséges feltételt talalunk, az
tobbnyire egy polinomialis algoritmushoz is
vezet az allitas eldontésére. Ha tehat P#NP,
és sikertil bebizonyitani, hogy az allitas ellen-
6rzése NP-nehéz, akkor ezzel belattuk, hogy
reménytelen az allitast egy jO, szlikséges és
elégséges feltétellel jellemezni. Tehat a
,P=NP?” probléma nem csak a szamitastudo-
many, de a matematika egyik legfontosabb
problémaja.

Mit tehetlink, ha egy NP-nehéz problé-
mat kell megoldanunk? A pontos helyett
végezhetlink kozelit6 szamitast. De —sajnos
—sokszor a jo kozelités is NP-nehéz. A masik
Gt: Gj tipusu szamitogépek kitalalasa. Az an.
kvantumszamitogépek vagy a kémiai/bio-
logiai szamitogépek alapotlete mar létezik,
technikai megvalositaisuk még () nem. Mind-
kett6 azon az alapotleten mikodne, hogy a
molekularis vagy fotonos méretl részecs-
kékbdl egyszerre olyan mennyiség szamol,
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hogy azt a mi szamitasaink szempontjabol
exponencialisnak lehet tekinteni, vagyis
Legy lépés” alatt gyakorlatilag ,exponencialis
sok” lépést lehet elvégezni. Ha sikertil ezeket
a szamitogépeket a gyakorlatban megvalo-
sitani, akkor egy nagyon nagy lépést tesztink
el6re a szamitasi lehetGségek kibovitésére,
de sok nagysagrend utan ugyanazzal a prob-
lémaval fogjuk magunkat szembetalalni. Egy
miasik, kisérletek alatt all6 Gt: specialis problé-
makra specialis (esetleg anal6g) gépeket
kidolgozni. Ezzel a szamitogépek univerzali-
tasa tlnik el. Végtil is a ,P=NP?” probléma
matematikai jelentésége sem valtozik az Gj
szamitogépek esetleges megjelenésével.
Van a matematikanak, illetve alkalmaza-
sanak egy olyan tertilete, ahol a bonyolultsig
a cél. A kriptografia. Uzenetet kiildtink vala-
kinek, és azt akarjuk, hogy csak a cimzett
tudja elolvasni, mas semmi esetre sem. A
cimzettnek egy ,kulcs” van a birtokaban. Te-
hataz tizenetet egy olyan moédon kell kodol-
ni, hogy a visszakddolasi algoritmus NP-ne-
hézlegyen (ami nagy val6szintiséggel expo-
nencidlis sok lépést igényel, tehat hosszabb
tizenet esetén gyakorlatilag megoldhatat-
lan), igy illetéktelen nem tudja dekodolni,
de az, akinek az tizenetet szantuk, olyan

plusz informacio birtokdban van, amelynek
segitségével mar polinomialis id6ben képes
azlizenet dekodolasara. A jelenleg alkalma-
zott leggyakoribb modszer azon alapszik,
hogy egy nagy (példaul sok ezer szamjegy-
balallo) egész szam primszamok szorzatara
val6 bontasara nem ismeretes polinomialis
algoritmus. Tehat a kodolas olyan, hogy ezt
az egész szamot ligyesen hasznalja, de a de-
kodolas csak akkor egyszer(, ha a primfel-
bontis ismert. Vagyis csak annak mondjuk
meg a felbontast, akinek az tizenetet szanjuk.
Ezzel az eljarassal van egy kis baj: nem bizo-
nyitott, hogy a primfelbontas elkészitése NP-
nehéz. Tehat el6fordulhat, hogy (annak elle-
nére, hogy P#NP) valaki talal egy polinomia-
lis felbonto algoritmust, és akkor a kodolo
egész szam ismeretében mindenki el tudja
olvasni a titkos tizeneteket.

Nagyon remélem, hogy a fejemben a
bonyolultsagrol sz0l6 gondolatokat sikertilt
oly médon koédolni e kis irdsban, hogy az
olvas6 polinomiilis idében képes azokat
sajatszamara dekodolni.

Kulcsszavak: matematika, alkalmazas,
bonyolultsag, gréaf, véletlen, absztrakcid,
modell, szamitas, kriptografia
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