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Bevezetés

A t0zsdék mozgasanak modellezése jove-
delmezd ipardggd valt a vilag legtobb térse-
gében. A tdzsdei szakértdk nagy szamban
talalhatok meg avilag pénzpiacain. A tdzsdei
elbrejelzések tmegei késziilnek, a legtobb
magara valamit ado Ujsag is kozol ilyeneket.
Persze ezeknek az elemzéseknek a mély-
sége meg sem kozeliti azokét, amelyeket a
bankok vagy a brékercégek szakemberei
nyUjtanak a potencidlis befektetdknek. Mi-
lyen elméleti hattér all ezen elemzések mo-
gott? Hogyan képzelik el a kozgazdaszok a
pénziigyi piacok mozgastdrvényeit?

A kérdésekre a valasz meglepd lehet: a
kozgazdaszok a legtobbszor agy irjak le a
pénziigyi piacokat, mint amelyeken folya-
matosan, egyenletesen névekszenek az
arak, és erre a folyamatra teljesen véletlen-
szer(, kiilsd sokkok rakddnak. A kdzgazda-
szok egy kisebbsége azt gondolja, hogy ez
nem teljesen igaz. Véleménytik szerint nem-
lineéris folyamatokkal ennél jobban lehet ma-
gyarazni a piac mozgéasat. A kadoszelmélethdl
ismert, hogy a nemlinearis differencia- és dif-
ferencialegyenletek nagyon bonyolult moz-
gasokat eredményezhetnek, és ezek sok
szemponthol kozel dlinak a valos iddsorok-
hoz. Ennek persze leginkébb az az oka, hogy
anemlineéris egyenletekbdl sokkal tobbfajta
van, minta linearisokbdl, ezért kbnnyebb a
valésaghoz kozelebb allot talaini koziiliik. Es
miért lenne a valdsag lineéris?

Ebben a dolgozatban az a célom, hogy
bemutassak egy ilyen, altalam készitett mo-
dellt, és legfoképpen, hogy ennek kapcsan

érzékeltessem, hogy ha a pénzigyi piaco-
kat vizsgdljuk, érdemes kaotikus modellek-
ben is gondolkodni.

Az ilyen jellegh modellek érdekessége
az, hogy jol mutatjak a varakozasok jelentd-
ségeét a kdzgazdasagtanban. A tarsadalom-
tudomanyokban a dinamikus jelenségek
egyik nagyon fontos mozgat6ereje az, hogy
akuldnbozd emberek varakozésai kulldnbo-
z0ek és véltoznak. A trsadalomtudomanyok
e sajatossaga jelentdsen befolyasolta a fejlo-
déstiket az utébbi id6szakban. Nagyon j6
példa erre a kbzgazdasagtanban az Ujklasszi-
kus iskola megjelenése és sikere. Az Ujklasz-
szikusiskola egyik kulcsfeltevése aracionalis
varakozasok feltételezése.! Az Ujklassziku-
sok — elddeikkel ellentétben —azt teszik fel,
hogy az emberek varakozasaik kialakitasa
soran nem kovetnek el szisztematikus hibat,
vagyis varakozasaik a rendelkezésre allo in-
formacidk mellett a jovo legjobb becslései.
Ez a feltevés radikalisan Uj eredményeket
hozott, amelyekrdl maig folynak a vitak.

Az elsd fejezetben a sztochasztikus és a
kaotikus modellek alkalmazhatsagéarol lesz
sz6. Amasodik fejezetben roviden leirok egy
altalam készitett modellt a pénziigyi adatok-
ra, amelyben a befektetdk varakozasai két-
félék lehetnek. Ez a modell kaotikusan visel-
kedik. A harmadik fejezetben a modell geo-
metriai tulajdonsagait vizsgaljuk, a negye-
dikben azt, hogy az egymast kdvetd hoza-
mok fliggetlensége ebben a modellben is
igaz. Az 6todik fejezet a modell elbrejelezhe-
tetlenségének mérésérdl szol, amelyre aLja-

t Az Ujklasszikusokrol j6 ¢sszefoglalé Hoover,1988
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punov-exponenst hasznéljuk. Az utolso
fejezet az dsszefoglalas.

Véletlenszer( és kaoszelméleti modellek
a pénzigyben

A pénzigyi irodalomban leginkabb a vélet-
lenszer( (sztochasztikus) modellek terjedtek
el. Ezekben altaldban a vizsglt pénziigyi ter-
mék (részvény, kitvény, devizastb.)? ara va-
lamilyen trendet mutat, amely tobbé-kevés-
bé allandd, és nem figg a véletlenszerd ha-
tasoktol. Mivel azonban a vilagban fokozato-
san () informaciok jelennek meg, amelyek
hatnak az adott termék arara, ezért egy vélet-
len hatés is jelentkezik. Vagyis a folyamat
jellemezhetd egy, a véletlentdl figgetlen (de-
terminisztikus) exponencidlis trenddel, és
ettdl arészvény ara tébbé-kevésbé ,elkobo-
rol” attol fliggden, hogy éppen milyen hirek
érkeztek a véllalatrol vagy a kamatlabak ala-
kulasarol. Az ilyen mozgast végtelen bolyon-
gasnak nevezziik. Ebbenamodellben tehat
apiac nem képes 6nmozgésra: példaul nincs
spekulacié. Az emberek nem vesznek rész-
vényt csak azért, mert azt gondoljak, hogy
annak az ara fel fog menni. St, azért se vesz-
nek részvényt, mert azt gondoljak, hogy a
tobbiek szerint fel fog menni az ara, és ezért
fel fogjak hajtani az arat. Az &r csak a kivilrol
érkez6 véletlen hatdsok miatt mozdulhat el.
Vagyis el kell tekinten(ink a varakozasok prob-
Iémajatol: arészvények valdban annyit émek,
amennyitavallalat ér, s ezt mindenki tudja is.

Ez afeltevés a hatékony piacok feltevése,
amely azt mondja ki, hogy a piaci arban min-
den mdltbeli informéacié megjelenik.® Vagyis
mindent, ami az adott pillanatig tortént, mar
feldolgozott a piac, megemésztettek a be-
fektetk és pontosan beépiilt az arba. Az
eddigi torténésekbe természetesen beletar-
tozik az is, ami a véllalat vagy a gazdasag

2 A tovabbiakban a rovidség kedvéért ezeket rész-
vénynek fogom nevezni, de a modell alkalmazhaté
a tobbi pénziigyi termékre is.

3 Errdl a feltevésrol j6 6sszefoglald: Malkiel, 1992.

jovBbeli varhato teljesitményérdl kideriilt a
multban: az &r a vallalat értékének torzitatlan
becslését adja. Ami ezutdn vératlanul torté-
nik, csak az valtoztathatja meg az arat, ezt
viszonta miltbeli adatokbdl nem lehet sem-
milyen modon kikdvetkeztetni, mert ha ez
lehetséges volna, a befektetdk mar kikvet-
keztették volna, és beéplilt volna az arba.

Vizsgéljuk még tovabb e feltevés jelentd-
ségét! Mit tudunk meg az olyan jellegd allita-
sokrdl, mint példaul: X részvény jelentdsen
alulértékelt, mert a befektetfk bizonytala-
nok? Bizony ez a jol hangzo allitas és a haté-
kony piacok hipotézise kizarja egymast. A
részvény nem alulértékelt, hanem a befekte-
tok bizonytalannak latjak a vallalat jovojét,
ezért csak kevesebbet ér nekik. Nyilvan fel-
megy a részveny ara, ha cstkken a bizony-
talansag, de nem tudhatjuk, hogy ez kvet-
kezik-e be vagy éppen az ellenkezdje. A
papir aranak bizonytalansaga éppen akkora,
mintaz az eddigi informéciok szerintindokolt.
Vagy elemz6nk nem tartja igaznak a haté-
kony piacok hipotézisét, vagy nem mondott
jét. Hasonlo jelleg( allitasok tdmkelege olvas-
hato a sajtoban, vegyiik csak azt, hogy: a
tegnapi arcsdkkenés utan korrekcidra szami-
tunk. Csak nem a multbeli adatok alapjan
probél elemzénk kdvetkeztetni?

Es mi a helyzetaspekulaciéval? Mennyire
képesek a varakozasok egy piacot mozgas-
ban tartani? A térténelem soran nagyon sok
példa volt olyan jellegl hegymenetekre,
amelyeket az adott termék ,belsd értéke”
nem indokolt. Talan elég csak a legujabb fej-
leményekre gondolni. Az internetes cégek
részvényeinek ara hihetetlen magasba re-
piilt, mikdzben ezek a vallalatok igen veszte-
ségesek voltak. Ezt a szarnyalast persze rész-
ben magyarazhatja az, hogy folyamatosan
keriiltek nyilvanossagra olyan informaciok,
amelyek szerint az internettel foglalkozo val-
lalatok rendkiviil nyereségesek lesznek a j6-
vBben, és a papirok &rdban ez a hatés jelent-
kezett. Ez a magyarazat azonban nem na-
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gyon hihetd, s6t amennyiben elfogadnank
is, akkor sem lenne egyszer(i megmagyaraz-
ni a papirok &ranak nagyon gyors zuhanasat.
Nem derdlt ki, hogy az internet-technolégia
hasznélhatatlan, vagy sokkal jobb lehetdsé-
gek vannak a helyettesitésére. EgyszerQien
apiac tulértékelte a részvényeket, és ehhez
nagyon erdsen hozzajarult a spekulacio.

Vagyis a piacok empirikus vizsgélata alap-
jan gy tnik, hogy a multbéli arakbol lehet
kovetkeztetni, és hogy vannak olyan mult-
beli események, amelyeket a piac még nem
vagy rosszul dolgozott fel, mint példaul az
internet-részvények esetén. Ezt az érzésiin-
ket tudomanyos munkak is megerdsitik,
amelyek azt vizsgéljak, hogy a kiilonbdzd
pénziigyekkel foglalkozé vallalatok meny-
nyire alkalmazzék azt a modszert, hogy a
multbeli arak alakulasabol probalnak a jo-
vObeli &rakra kdvetkeztetni (technikai elem-
zés). Példaul Carter és Van Auken (1990) a
biztositotarsasagokndl vizsgalt befektetés-
elemzdket, akiknek 35 %-a haszndlt techni-
kai elemzést, és a megkérdezettek fontos
elemzési eszkdznek talaltdk a technikai
elemzést. Taylor és Allen (1992) egy Bank
of England jelentés alapjan azt irja, hogy a
valutakereskedelemmel foglalkozok 90 %-
ahasznél technikai elemzést. Ezek az adatok
azt mutatjak, hogy ez amodszer nem szorult
ki a piacrol, tehat nem mikodhet sokkal rosz-
szabbul, minta véletlen bolyongason alapul6
technika. Masrészt azért is fontos ez a megfi-
gyelés, mert ha ilyen sok technikai elemzd
van jelen a pénziigyi piacokon, akkor 6k
jelentdsen részt vesznek az arak alakitasaban,
vagyis olyan modellt érdemes épiteni, amely
ezt a hatast is tudja kezelni.

A technikai elemzés sikere azt mutatja,
hogy nem csak véletlenszer( hatasok dsz-
szegzddnek, hanem létezhet valamilyen
figgvény, amely alapjan meg lehet josolni a
rendszer jovObeli viselkedését, és ez a fiigg-
vény akkor jobban is leirja a piacot, minta
véletlenszer(i valtozat. Az ilyen felismerések

miatt indult meg a kutatas abba az irdnyba,
hogy lehetséges-e valamilyen médon olyan
kaotikus egyenleteket talalni, amelyekkel
leirhat6 a piac viselkedése. A kutatast nem
kis varakozas eldzte meg, mert a pénziigyek
terén a nagy elméleti eredmények gyakran
nem csak tudomanyos, hanem komoly anya-
gi sikerrel is jarnak. Eppen ezért érdemes
alaposabban megvizsgalnunk azt, hogy a
kaotikus modellek altaldban megfelelnek-e
azoknak afeltételeknek, amelyeket a pénz-
Ugyi modellektol elvarunk. A kovetkezd fon-
tos jellemzdket érdemes végiggondolni:

= A kaotikus rendszerek nem ismétlik
Onmagukat, tehat bonyolultabb amozgasuk,
mint a periodikus rendszereké. A pénziigyi
iddsorok esetén ez a tulajdonsag teljesen el-
fogadhatonak tlnik, nem jellemzd az, hogy
id6rol id6re pontosan ugyanolyan alakzatok
jelennének meg. Azzal viszont mindenkép-
pen tisztdban kell lenni, hogy a kaotikus
rendszerekben iddrdl iddre ismétlddhetnek,
s6t gyakran ismétlddnek is hasonl6 alakza-
tok, akarcsak a pénziigyi folyamatokban. A
tozsdei modellek vizsgélataban is van olyan
példa, amelyben azt vizsgaljak a szerzok,
hogy az altaluk generalt kaotikus id&sorban
mennyire gyakran jelenik meg a fej és vallnak
nevezett, a brokerek kdrében legendasnak
sz&mitd alakzat, és hogy ez az alakzat tényleg
képes-e eldre jelezni az utana kovetkezd
eseményeket.

= A kaotikus rendszerek mésik fontos
tulajdonsaga a megjosolhatatlansaguk. Ez azt
jelenti, hogy ha az adott rendszer viselkedé-
sét vizsgaljuk két egymashoz kozeli pont-
bdlinditva, akkor ez a két pont varhato érték-
ben exponencialis sebességgel tavolodik
egymastol. Ezért a kezdbfeltétel mérésében
elkdvetett kis hiba rovid idd utdn hatalmas
kiilbnbséget okozhat a megjésolt és a tény-
leges érték kozott, még akkor is, ha a rend-
szert leird egyenleteket pontosan ismerjuk,
és egydltalan nem jatszik szerepet a vélet-
len. A megjosolhatatlansag alapvet6 jellem-
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z0je a pénzligyi iddsoroknak, szokasosan
éppen ez az egyik legfontosabb empirikus
bizonyitéka annak, hogy a piacok hatéko-
nyak, és ezzel indokoljak a sztochasztikus
leirds hasznélatat. A sztochasztikus modell
azonban képtelen annak a magyarazatara,
hogy egészen révid idétavon miért figyel-
hetd meg szignifikans pozitiv autokorrelacio
apénzigyi iddsorokban. A kaotikus model-
lek esetében igen rovid idétavon megjosol-
hato a folyamat, és ez a tulajdonsag egybe-
vag a pénzligyi iddsorok empirikus tulajdon-
sdgaval.

= A kaotikus mozgas geometriai struktu-
rajarendezett. Ez azt jelenti, hogy a modell
fliggetlen valtozai altal kifeszitett térben (fa-
zistérben) a pontok egy hatarozott alakzatot
(attraktort) rajzolnak ki, ilyen médon a fazis-
tér nagy részét Uresen hagyjak, szemben a
véletlenszer( folyamatbél szarmazé pontok-
kal, amelyek (ha elég sok van beldliik) az
egeész fazisteret egyenletesen kitoltik. Ez a
kaotikus rendszerek egyik nagyon fontos
tulajdonsaga, és valamennyire mérhetd is. A
probléma itt az, hogy a valésagban létezd
zajos ké&osz esetében a zajos pontok ,elront-
jak” az attraktort, amit emiatt nehéz megtalal-
ni. Igy is megmarad az a lehetdség, hogy
megvizsgaljuk, mennyire egyenletesen osz-
lanak el a pontok a fazistérben, és ilyen mo-
don bizonyitani lehet a kaotikus viselke-
dést.*

= A kaotikus mozgast dltaldban egyszer(i
egyenlet( mozgaskéent definidljuk, vagyis kis
szabadsagfoku rendszerekben jellemzd. A
pénziigyi piacokra igen sok tényezd hat,
ezért nem biztos, hogy célszera rajuk alkal-
mazni a kaoszelméleti modelleket. Ameny-
nyiben csak néhany olyan faktor van, amely
az adott termék arat alapvetden befolyasolja,
akkor ezek hatdsanak vizsgalataval mar

4 Ezen az elven m{kddik a korrelaciés dimenziot
vizsgalo teszt. Ennek a tesztnek és tébb mas, a nem-
linearitast vizsgalo tesztnek a leirasat megtalalhatjuk
Barnett és Serletis (2000)-ben.

képesek lehetlink leiri arendszer alapvetd
jellemzdit, amelyekre természetesen még
rarakodik a tobbi —altalunk figyelmen kiviil
hagyott —faktorbdl eredd zaj. A kanonizalt
pénziigyi irodalombdl sem hianyoznak az
olyan modellek, amelyek egy pénziigyi ter-
meék viselkedését csekély szamu faktorra ve-
zetik vissza.® Mivel ezek a modellek nagyon
elterjedtek, ezért ha a kaotikus modelleket
pusztan amiatt elvetjiik, hogy azok csak kis
szabadsagfoku rendszerek leirasara alkalma-
sak, akkor bizony a t6bbi modelltis el kellene
vetni ugyanilyen alapon.

Osszefoglalva tehét azt lathatjuk, hogy a
kaotikus modellek sok szempontbdl jobban
irhatjak le a pénziigyi termékek aranak dina-
mikdjat, minta véletlen bolyongast feltéte-
lezBk. Hatarozott hatranyuk viszont, hogy
sajnos szint kell vallanunk arrol, pontosan
milyen folyamat alakitja a részvény arat, ésa
megfeleld egyenletek kivalasztasa kozel
sem trividlis, foleg, mert a kaotikus viselkedés
kialakulasahoz sziikséges az, hogy legalabb
egy egyenlet ne legyen linearis.

Egy modell kiilonb6z6 varakozasokkal

A kéoszelméleti modellek egy része abbdl
indul ki, hogy a piacokon kiilénb6z6 varako-
zasu szerepldk vannak. E modellek kézé
tartozik példaul Chiarella (1992) vagy Brock
és Hommes (1998), Hommes (2001). Eb-
ben afejezetben egy olyan, altalam készitett
modellt fogok bemutatni, amely Gauners-
dorfer, Hommes és Wagener (2001)
(GHW) modelljének modositott valtozata.
A modellben a szerepldk egyik része
technikai elemz®, a méasik része fundamen-
talis elemzd. A technikai elemz0k feltétele-

5 Ezek kozul a legfontosabb a CAPM, amelyben egy
részvény hozamat harom faktorra bontja: a kockazat-
mentes kamatlabra, a bétara és a piaci hozamra. Ha-
sonlé példa az arbitralt arfolyamok elmélete (mind-
kettd részletes leirasa: Bodie—Kane—Marcus, 1996)
vagy példaul a hozamgorbe felbontéasa (Litterman és
Scheinkman 1991).
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zik, hogy az ar trendje a jovBben is folytatod-
ni fog. Vagyis ha az ar +10-zel valtozott, akkor
Ok azt vérjak, hogy az ar a kovetkezd id6-
szakban is emelkedni fog. A befektetdk ma-
sik része fundamentalis elemz6, 6k ismerik
avéllalat fundamentalis értékét, amely va-
gyonanak profittermeld képességét jelenti.
A fundamentdlis értéket olyan modon lehet
megbecsitilni, hogy a szakértdk megvizsgal-
jak a vallalat kdnyveit, éves jelentését stb.,
ebbdl kdvetkeztetnek a vallalat értékére. A
fundamentalis elemzok ezeket a technikékat
alkalmazva azt feltételezik, hogy a vallalat
részvényeinek osszértéke kozeledni fog a
cég fundamentalis értéekéhez. A két tipusu
elemzés koltsége kulénbozd. A technikai
elemzés koltsége altalaban alacsonyabb,
mertekkor csak a multbeli drakat kell ismerni,
amelyeket viszonylag olcson meg lehet
szerezni. A fundamentélis elemz6k azonban
a cégrdl hozzaférhetd 6sszes adatot
megszerzik, amelyeket gondos és egyben
koltséges elemzésnek vetnek ala.

A modellben feltételezzilk még azt is,
hogy a killénb6zd befektetbk szamara a két
elemzési technika koltsége kiilénbozd.
Ennek szamos oka lehet: elképzelhetd, hogy
a befektetdk kozul van, aki 6hmaga el tudja
végezni a fundamentalis elemzést, masok-
nak szakértot kell felbérelnilik. Az egyes
befektetdk mérete is kiilonbozd lehet. Haa
fundamentalis elemzés koltsége nem fligg
attol, hogy a befektetd hany részvényt vasa-
rol, akkor a nagyobb befektetfk szamara a
fundamentalis elemzés koltsége egy rész-
vényre jutéan alacsonyabb, mint a kisebb
méretQ befektetd szamara. igy a nagyobb
befektetok inkabb hajlamosak elvégezni a
koltségesebb elemzést. Jeldljiik a fundamen-
talis elemzés és a technikai elemzés koltsé-
gének killénbségétaz i befektetd szamara
C,-vel. Ez afentiek alapjan altalaban pozitiv.
Sot, tegyulk fel azt, hogy C, eloszlasa a befek-
tetdk sokasagan normalis, vagyis ezt a jol is-
mert haranggorbe irja le, amelynek csticsa

egy pozitiv értéknél van. Természetesen
més eloszlast is feltehetnénk, de a normalis
eloszlas a legkézenfekvobb és a legegysze-
ribben kezelhet, rdadasul elég konnyd el-
képzelni, hogy C, eloszlasa valoban ilyen.
A kovetkezd megvalaszolando kérdés:
mit6l fiigg, hogy a befektetdk mekkora ré-
sze fogja az egyik, illetve masik tipust elem-
zést valasztani. A modell dinamikajat éppen
ez avélasztas teszi érdekessé: rogzitett ara-
nyok mellett nem alakulna ki kaotikus visel-
kedés. A befektetdk — logikus médon — azt
az elemzési mddszert valasztjak, amellyel
pontosabban meg tudjak becstilni ajévbeli
arat, hiszen minél pontosabban képesek
eldre jelezni az arakat, annal nagyobb profitra
tehetnek szert. A pontosabb mddszert onnan
ismerhetik fel, hogy megvizsgaljak, melyik
elemzési modszer mikodott jobban amalt-
ban, és biznak abban, hogy ajovdbeniseza
maodszer lesz a hatékonyabb. Ez azonban
nem jelenti azt, hogy mindenki ugyanazt az
elemzési technikat fogja alkalmazni: mivel a
két elemzés koltsége a kiilonbdzd befekte-
tok szamara kilénb6zd, ezért a killénbdzd
emberek szdméra kulonbdzd mértékben
kell hatékonyabbnak lennie a fundamentalis
elemzésnek, hogy azt tartsdk jobbnak.
Tegyuk fel, hogy at-1 iddszakig az befekte-
t6 U, ,° profithoz jutott volnaa fundamen-
talis elemzés segitségével, ha nem vessziik
figyelembe az elemzés koltségét. Ez a profit
természetesen attél fligg, mennyire ponto-
san tudta a fundamentalis elemzés elGre
jelezni amultbeli &rakat. Amennyiben a be-
fektetd a technikai elemzést valasztotta vol-
na, akkor — hasonl6képpen — profitot reali-
zaltvolna. Mikor valasztja befektetGnk a fun-
damentalis elemzést? Akkor, haa koltségeket
is figyelembe véve tdbb profitot ért volna el
ezzelamodszerrel, vagyishaU,  -C.2U,

¢ Ez nem fiigg az i-tdl, mert nincs benne a koltségku-
16nbség, amely az egyetlen olyan eleme a modelinek,
amely a kilénbozd szereplok szamara kilonbozo.
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Ezeknek a befektetdknek az ardnyét pe-
dig ugy kaphatjuk meg, hogy megnézzik,
hany ember szamara teljesiil ez az egyenl6t-
lenség. A szamuk annyi, ahany ember kolt-
ségeaharanggorbénau, , -U, -tolbalra
van. E befektetbknek nagyobb a haszna a
bonyolultabb elemzésen, mint ennek pétlo-
lagos koltsége. A fundamentalis elemzést
valaszto befektetok aranya legyen n, , a
technikai elemzést hasznaloké pedig i, .

Emellett be kell vezetni még egy ,stabili-
zal6 egyenletet”. Ez az egyenlet abbdl ado-
dik, hogy amennyiben az &r nagyon eltéra
fundamentalistdl, akkor a befektetbk egy idd
utan mar nem hiszik el, hogy tovabb is néve-
kedhet ez a kiilénbség. Ezért egyre tobb be-
fektetd érzi gy, hogy bér elvileg érdeme-
sebb lenne a technikai elemzést hasznalnia,
nem tartja valészinGinek a kiilénbség tovabbi
emelkedését, ezért mégis fundamentalis
elemzést alkalmaz. Vagyis példaul az inter-
net-részvények esetén —amennyiben léte-
zettilyen stabilizalé hatds —amint a részve-
nyek ara egyre valoszinGtlenebb magassa-
gokba emelkedett, egyre tobb befektetd
varta azt, hogy a részvények ara visszatér
fundamentalis értéke kozelébe, és ez erdsen
hozzgjérulta piac 6sszeomlésahoz. Az egyen-
let tehét olyan, hogy minél nagyobb az ar
(négyzetes) eltérése a fundamentalistol, an-
nal kevesebben valasztjak a technikai elem-
zést:

nthﬁZtexp(-(pt_l-p*)zla)
n,=1-n,

ahol p* afundamentalis ar, ccegy paraméter,
n, ésn, akéttipusd elemzést hasznald be-
fektetOk aranya. Az o paraméter azt mutatja,
hogy milyen gyorsan ijednek meg a befek-
tetdk, amikor az &r eltdvolodik a fundamen-
talistol.

Mér csak annak vizsgélata van hatra,
hogy milyen modon alakul az &r. Amennyiben
arészvények mennyisége nem valtozik az
adottiddszakban, vagyis a véllalat nem bocsat

ki 0 részvényeket a vizsgalt id6szakban,
akkor arészvény aréat csak a keresleti oldal
befolyasolja, a kindlati oldalt figyelmen kiviil
hagyhatjuk. A részvények Osszkereslete
egyenld a két tipust elemzést alkalmazd be-
fektetdk keresleteinek 6sszegével. Tegylik
fel, hogy a fundamentalis befektetdk altal a
t +1 idGszakra vartar, p®, ,, és atechnikai
elemzok altal vartar, p°, ,, akovetkezokep-
penalakul:

pel,t +1:p* TV (pt-fp*)
pez,t +1:pt +1+ g (pt-l_pt-z)

ahol v és g paraméterek. Mennyit hajlandok
fizetni a befektetdk ezért a részvényért a t
idBszakban? Annyit, amennyi pénzta bankba
teve p°,, 0sszeget kapnanak at +1 iddszak-
ban.” Ha ennél kevesebbet érne nekik a
részvény, akkor megérné a pénzik egy ré-
szét kivenni a bankbdl, és a részvénybe fek-
tetni, amellyel magasabb hozamot érnének
el. Ha ennél tobbet volnanak hajlandék
fizetni arészvényért, akkor pedig tobb pénzt
lenne érdemes a bankba tenniiik. Tehéat a
részvényert

1+r

-t érdemes fizetni, ahol r a kamatlab. Mivel
az Osszkeresletet a két tipusu befektetd ke-
resleteinek 6sszege adja, a piaci egyensuly
feltétele a kdvetkez6:®

2
RP, =20, P,

Ezzel amodell épitését befejeztiik. Erde-
mes azonban a jobb érthetfség kedvéeért
attekinteni a modell idBbeli felépitését. At
idBszak eldtt a befektetdk elGszor is eldontik,

" Ez az érvelés nem igaz pontosan, mert a részvény
kockézata nagyobb, mint a bankbetété. Ezért a
hasznalt kamatldb magasabb a banki kamatlabnal,
viszont az érvelés ugyanez, csak figyelembe kell
venni a befektetdk viszonyat a kockazathoz.

8 Ha az adott évben a vallalat nem fizet osztalékot.
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hogy ki melyik tipust elemzést fogja alkal-
mazni. Ehhez adontéshez at iddszak elbtti
adatokat tudjak vizsgalni, és eldontik, hogy
melyik fajta elemzést lett vona érdemes hasz-
nalniuk. Miutan ezt mindenki eldodntotte,
megbecsiilik at +1 iddszakra altala vart arat.
Ezek alapjan kialakul az 6sszkereslet és a t
iddszak éra.

A modell, mint emlitettem a GHW mo-
dell médositott valtozata. A killénbség abban
all, hogy a befektetdk milyen médon déntik
elazt, hogy melyik tipust elemzést alkalmaz-
zak. GHW modelljében minden befektetd
szamara ugyanakkora a két tipusu elemzés
koltségének kiildnbsége. Viszont ndluk nem
valasztjamindig mindenki azt a tipust elem-
zést, amely neki a miltban el6nyosebb lett
volna, hanem csak fokozatosan valtanak. Ezt
afeltevést nevezik korlatozott racionalitas-
nak. Természetesen a valosagban ez a felte-
vés redlis lehet, azonban a szokasos pénziigyi
irodalomban inkabb a teljes racionalitast
szoktak feltenni. A nemlinearitas forrasa a
GHW modellben ezt a fokozatos valtast leird
an. evolUcios egyenlet, az itt ismertetett mo-
dellben pedig a koltségkiilonbséget leird,
nemlinedris haranggorbe (integrélja). Az itt
ismertetett modell f6 erénye az, hogy meg-
mutatja: egy ilyen jellegh modell nem csak
akkor viselkedik kaotikusan, ha feltessziik a
korlatozott racionalitast, hanem e nélkul is—
vagyis a kaotikus viselkedés egyszeriibb mo-
dellbenis el6fordul. Mivel az ilyen heterogén
koltségek szinte mindenitt eléfordulnak a
valosagban, ezért a kaotikus viselkedésiis el6-
fordulhat. Ez a feltétel talan egyszerdibb, mint
aracionalitas feltevése. Ami viszont sokkal
fontosabb, az az, hogy empirikusan sokkal
jobban ellendrizhetd: ha egy elemzési kolt-
ségrdl kiderdl, hogy nemlineéris, akkor azon
apiacon, amelyet ez befolyasol eldfordulhat-
nak bonyolult dinamikak.

Vizsgaljuk meg, milyen elveken mikadik
amodell. Amikor az ar a fundamentalishoz
kozel ingadozik, akkor megéri technikai

elemzdnek lenni, mert ilyen mddon elég
pontosan meg tudja mondani az ezt hasznald
befektetd a kdvetkezd iddszak arét, és e
pontossagért cserébe nem kell kifizetnie az
elemzés koltségét. Emiatt viszont kevés fun-
damentalis elemz® marad, nincs ami stabili-
zélja az arat, az tehat egyre tavolabb keriil a
fundamentdlistdl. Amint azonban a rendszer
tavolodni kezd a fundamentalis artol, megint
csak egyre kevéshé éri meg a fundamentalis
elemzést hasznalni, hiszen az &r ekkor tavo-
lodik p*-tdl, tehéat egyre tobb lesz a technikai
elemzd. A technikai elemz8k nagy aranya
miatt egyre tAvolabb keriil az ar a p*-tol, ezért
egyre tobb lesz a technikai elemzd és igy
tovabb. Ez a folyamat nem is allna meg, ha
ennek nem vetne gétat a befektetdk félel-
me, hogy az &r teljesen elszakad a részvény
valOs értekétdl, konkrétan pedig a stabilizald
egyenlet mikodésbe Iép: amint az ar mar
nagyon messze jar a p*-tol, a technikai elem-
zO0k aranya erdteljesen csokken, ezértaz ar
behliz afundamentélis kbzelébe. Amodellel
kapcsolatban harom dolgot érdemes hang-
stlyozni:

= A modellben eddig felirt forméjaban
semmilyen véletlenszer( elem nincs. Vagyis
amodell ltal — a késdbbiekben bemutatott
—bonyolult viselkedés elall anélkul, hogy
akar Uj informécio kerllne napvilagra (a
rendszer altal generdlt determinisztikus fo-
lyamatoktdl eltekintve) vagy valamilyen
maés kiilsd hatés érné azt. Tehat az ilyen jel-
leg( determinisztikus, kaotikus rendszerek
képesek a valdsagos folyamathoz viszony-
lag hasonl6 alakzatokat produkalni, részben
ez indokolja felhasznalasukat a pénziigyek-
ben.

< Amodellben az &r alakuldsanak alap-
vetd mozgatorugdjat a varakozasok képezik.
Nem igazan szokésos, hogy a varakozasok
Onmozgasa ennyire mozgassa egy modell-
ben az arakat, viszont a pénziigyi piacokon
ez nem elképzelhetetlen, mint erre az inter-
net kapcsan is utaltam. A modellben sze-
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repl® varakozasok olyan értelemben nem
raciondlisak, mintahogy ezt az Gjklasszikus
kbzgazdasagtan hasznalja, vagyis nem fe-
lelnek meg annak a kdvetelménynek, hogy
nagysaguk megegyezzen az adott ar varhato
értékével. Az Gjklasszikus tipusu befektetdk
figyelembe vennék aztis, hogy a kbvetkezd
idBszakban a tobbi befektetd varhatdan mi-
lyen médon alakitja varakozasait. ElsO latasra
gy tdnik, mintha az ilyen varakozassal ren-
delkez0 befektetdk kiszoritanak a tobbieket
apiacrol. Azonban Brock ésHommes (1997)
egy egyszer( kereslet-kinalat modellben be-
mutatja, hogy a racionélis varakozasokat al-
kalmazo termel&k nem szoritjak ki a naiv
varakozasUakat, vagyis azokat, akik azt fel-
tételezik, hogy az ar valtozatlan marad. Ara-
cionalis varakozasokkal van azonban egy
filozéfiaibb jellegl problémais: a kaotikus
rendszerek alapvetd tulajdonsdga a meg-
josolhatatlansag, ezért nem feltételezhetjiik
azt, hagy a benne szereplok ki tudjak szami-
tani a kovetkezd iddszakok arait.

= A harmadik megjegyzés az el6zohoz
kapcsolddik. Az ilyen tipustil modellek Iétre-
hozésanak egyik céljaaz volt, hogy be lehes-
sen mutatni: nem torvényszer( a technikai
elemz0Ok kiszorulésa a piacrol. Az altalam
ismertetett modell vizsgélata jol mutatja ezt.
Eszre kell venni azonban aztis, hogy bizonyos
értelemben ez a demonstracio tul jol sikerdlt:
astabilitasi feltétel nélkul bizony arendszer
legtdbbszor felrobban, vagyis az ar végtelen-
re nd, mikdzben a chartistdk aranya 1 lesz.

Most pedig vizsgaljuk meg azt, konkrétan
milyen az &r alakulasaamodellben (1. abra).
Az dbradn nem az &r konkrét értéke lathatd a
fliggdleges tengelyen, hanemaz ar ésa fun-
damentalis &r killonbsége.

Lathatjuk, hogy e paraméterértékek
mellett a mozgas kaotikus: nincs ciklus, a
folyamat bonyolultabb, mintamit az egysze-
r0 determinisztikus mozgasoktdl megszok-
tunk. Azonban elég komoly szabalyossag
figyelhetd meg: a ciklusokhoz hasonld, vi-

t
50 100 150 200 250 300

1. 4bra = Az ar alakulasa a heterogén
szerepl6s modellben, hag = 2,8, szigmac
=0,1a=0,5szigma=2,25,m=1,v=0,3,

éta=0,alfa=0,8

szonylag szabalyos arhullamzas lathato,
amely viszont igen kiszamithatatlan. Az ar
viszonylag hosszabb id6t tolt a fundamentélis
ar kozelében, majd egy 6ngerjesztd speku-
l&cids folyamat eredményeképpen altaldban
eléggé elrugaszkodik tdle. Lathatjuk, hogy
bizonyos ponton, afundamentélis artol vala-
miféle kritikus tdvolsag utan a folyamat mere-
deksége erdsen megnd, majd csucspontot
érel. Itt1ép igazdn mikodésbe a stabilizalo
egyenlet: a befektetdk ugy érzik, hogy mar
nagyon elrugaszkodott az ar a véllalat esz-
kozeinek valds értékétdl, és egyre tébben
varjak az ar visszatértét a fundamentalishoz,
amiigen gyorsan be is kbvetkezik. A dinami-
ka tehat bonyolult és kiszamithatatlan, akar-
csak a pénzugyi piacokon.

Erdemes még egyszer hangstlyozni,
hogy ezt a bonyolult mozgast egy olyan mo-
dellben figyelhetjiik meg, ahol egyaltalan
nincsen véletlenszerdség. A valdsagban a
pénzigyi piacokat természetesen érik vélet-
lenszer( kiilsd sokkok, és az ezek altal gene-
ralt zaj beépitése a modellbe még inkabb
kiszamithatatlannd teszi a viselkedését, és
élethlien szimulalja a piac mOkddését.

A mésik fontos dolog az, hogy a kezdd-
feltétel kis kiilonbsége teljesen megvaltoz-
tathatja az id8sor viselkedését. Ez nagyon
nagy hatéssal van a pénzkeresési lehetdse-
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gekre: mivel a kezdfeltételt sohasem lehet
pontosan megfigyelni, még ha tokéletesen
ismerjik is az egyenletek alakjat, akkor sem
tudjuk hatékonyan megjosolni a jovbeli drat.
Akezdofeltétel ismeretének hianya adédhat
atdzsdéken alkalmazott kerekitésekbdl, ab-
bdl, hogy a papirral csak régen kereskedtek,
és ezért nem tudjuk megfigyelni az aktudlis
arat vagy abbol, hogy a piac nem tokéletes,
és egy nagyobb tétel eladasa nagy hullam-
zasokat okozott. Mindezek miatt, még hais-
mernénk is a tokéletes modellt, azzal se men-
nénk sokra. Nem beszélve arrél, hogy
amennyiben valaki felfedezné a mozgéas-
egyenletet, akkor — amennyiben az illetd
megprobalna pénzt keresni — sajat magatar-
tasaval megvaltoztatna a nagy erdfeszitéssel
felfedezett egyenletet. Ezen okok miatt egy
kaotikus modellre is teljesiil a megjosolhatat-
lansag, amelybdl a pénziigyi piacok haté-
konysaganak hipotézisét le szoktak vezetni.

Az attraktor

A kaotikus mozgésok vizsgélatara azonban
nem afentihez hasonl6 egydimenzios abrak
alegjobbak, hiszen ezeken nem lathatd kilo-
nosebb struktira. Ezek helyett célszer(ibb a
mozgést a fazistérben megvizsgalni, amely-
nek tengelyeit a rendszer kildnboz4 fligget-
len valtozoi adjak. A fazistérben vett abra
vizsgalatakor megéllapithaté a rendszer di-
namikajanak tipusa. Elképzelhetd, hogy a
rendszernek stabil fixpontja (spiralis fixpont)
van, ekkor arendszer a fixpont felé torténd
mozgast végez. Ez a fazistérben is lathato,
ahol e felé az egy pont felé halad a folyamat,
mégpedig spiral alakban. A modelliinkben
ez példaul akkor kdvetkezik be, ha (a tdbbi
paraméter 1. dbran lathato értékei mellett)
g=1 esetén vizsgéljuk arendszert, tehat ak-
kor, ha a technikai elemzdk azt varjak, hogy
az arvéltozas pontosan akkora lesz, mintaz
el8z6 iddszakban. Ekkor a rendszer konver-
gél afundamentalis &rhoz, és majdnem min-
denki technikai elemzést hasznél, mert az

-0,2

-0,4

-0,6

jol mikodik ilyen dinamika mellett, réadasul
olcsobbis.

A masik lehetBség az, hogy a rendszer
periodikus viselkedésq, vagyis ciklus vagy
kvaziciklus alakul ki. Ciklus esetén a fazistér-
ben csak néhany pontot latunk, kvaziciklus-
nal pedig egy 6sszefliggd alakzatot. Erre
példaa?2. dbra.

0,6 Pes
04
0,2

0,0

P

-0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6

2. abra = Kvaziciklus a heterogén
szereplds modellben. (A paraméterek mint
az1. abran, csakg=1,1)

Afézistér vizsgalata akkor valik igazan érde-
kessé, ha az adott paraméterértékek mellett
arendszer kaotikusan viselkedik. Ebben az
esetben — ha a fazistérben elég sok pontot
abrazolunk - kirajzolodik a rendszer dina-
mikajara jellemzd kilonos attraktor. Ez az
objektum fraktal, ami azt jelenti, hogy énha-
sonlo, vagyis barmilyen nagyitasban hasonlo
jellegQi struktirarajzolodik ki. Ez persze prak-
tikusan az dbrazolt pontok és felbontas vé-
gessége miatt nem teljesen igaz, de az attrak-
tor nagyitasaval meggydz6dhetiink arrdl,
hogy azt ez a szerkezet jellemzi (3. abra).
Modelliinkben négy fuiggetlen valtozé
van, vagyis at id6szak ara az eldzd négy
artol figg. Azért ilyen soktdl, mert amikor a
befektetdk eldontik, melyik tipust elemzést
hasznaljak, akkor azt mérlegelik, hogy leg-
utobb melyik valt be a legjobban. Ennek so-
ran megvizsgaljak az eldz06 iddszakra becstilt
arat, amely az azel®tti két vagy harom artol
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P

P
-3 -2 -1 0 1 2 3

3. dbra. Kullonos attraktor vetiileti képe.
(A paraméterek mintaz elsd dbran.)

fligg, attol fliggden, hogy technikai vagy fun-
damentélis elemzésrdl van szo. Tehét a fazis-
teret ez a négy ar (mint dimenzio) fesziti ki,
és ebben kellene vizsgalni az attraktort. Mi-
vel azonban ezt lehetetlen dbrazolni, meg
kell elégedniink kétdimenzids képével.

Az attraktor szabalyossaga mellett méasik
fontos tulajdonsaga az, hogy véges tertileten
helyezkedik el ez a kétdimenzios vetllete,
és az egész attraktor is korlatos részét foglalja
elanégydimenzios hipertérnek. Ez az ered-
mény nem az abra pontatlansagabol kvet-
kezik, hanem a kaotikus mozgasok univer-
zalistulajdonsaga. Esetiinkben, a pénziigyi
piacokon ez azt jelenti, hogy az &r nem moz-
dulhat el egy véges tartomanybol, ami azzal
magyarazhato, hogy a stabilizalé egyenlet
bizonyos eltérésnél mar mindig visszahiizza
az drata fundamentalis ar kdzelébe. Ennek
alapvetd jelentdsége van: amennyiben mo-
delliink igaz volna, akkor lenne olyan nagy-
s&gu arzuhanas vagy aremelkedés, amelynél
nagyobb biztosan nem kévetkezne be. Egy
ilyen allitas beigazolédasa jelentBsen atala-
kitanaa vilag pénzpiacait (ezzel valészindleg
meg is sz(nne az érvényessége).

VegyUk észre azonban azt a két alapelvet,
amelyeket fel kellett allitani ennek az allitas-
nak a kimondasahoz. Az egyik az, hogy a
fundamentdlis ar valtozatlan. Amennyiben a
fundamentdlis &r valtozhat, akkor az &r ennek

megfelelden véltozik. A vallalati cs6dok tul-
nyomo tébbségében afundamentalis aris el
szokta érni anullat, bar ezt a folyamatot gyor-
sithatja a befektetdi panik. Ha az ar eltérését
afundamentalistol egy tisztdn determinisz-
tikus kaotikus folyamat irja le, és afundamen-
talis ar is egy determinisztikus folyamatot ko-
vet, akkor viszont még mindig igaz az, hogy
ez az eltérés csak egy korlatos halmazon ve-
het fel értékeket.®

A maésik feltevés nagyobb problémat
okoz: amennyiben amodellben véletlensze-
r(iség van, akkor ez barmennyire®® kilendit-
heti az eddigi véges tartomanybdl az arat.
Ekkor mar nem tudjuk megjésolni az aresés
vagy aremelkedés legnagyobb mértékét.

A val6sagos tdzsdei adatokat is lehet
ugyanilyen koordinata-rendszerben abréa-
zolni, és 0sszevethetjiik Oket az attraktora-
inkkal. Nem meglep®, hogy a val6s adatok
egy elkent pontfelh6t rajzolnak ki, amelyben
nyomasincs az ilyen jellegQ szabalyossag-
nak. Ha a modelliinkbe zajt is helyeziink,
akkor viszonylag kis véletlenszer(ség hata-
séra a valosagos adatokhoz teljesen hasonlo
pontfelhdket kapunk. Ez az eredmény egé-
szen egyszer(ien eldall akkor is, ha egy telje-
sen egyszer( zajbdl generalunk iddsort. Ezért
legfeljebb azt lehet megallapitani, hogy a
zajos kaoszt és az egyszerQ zajt empirikusan
gyakorlatilag lehetetlen egymastél megk-
I6nboztetni.

A hozamok fliggetlensége

A pénziigyi piacok fontos jellemzdje az, hogy
az egymast kdvetd hozamok fiiggetlenek
egymastol. Ez azt jelenti, hogy amennyiben

9 Amennyiben a fundamentalis ar véletlenszerden
valtozik, akkor ez a varakozasokon keresztil beviszi
a zajt a fundamentalis &rtdl valo eltérést leird folya-
matba is.

0 Hogyha a tart6ja nem véges. Példaul a [0,1] inter-
vallumon egyenletes eloszlasu zaj esetén még mindig
igaz az, hogy az attraktor korlatos halmaz része. Azon-
ban példaul a normalis eloszlasu zaj esetén — melynek
tartéja nem véges — ez mar nem igaz.
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4. dbra = A BUX-index napi hozamai 1997 februéar — 2002 februér (Ft)

ma felmegy X részvény ara (vagyis X rész-
vény hozama pozitiv), abb6l semmilyen ko-
vetkeztetést sem tudunk levonni arra néz-
ve, hogy holnap milyen lesz az X részvény
hozama. Ez az llits a hatékony piacok
hipotézisébdl kdvetkezik. Gondoljuk meg,
hogy mi térténne akkor, ha tudnank, hogy
amennyiben X részvény ara felmegy, akkor
75 % val6szin(séggel holnaputén is fel fog
menni. Mindenki rohannavésarolni az X rész-
vénybdl, amelynek még holnap felmenne
az éra. Ez a folyamat éppen addig tartana,
amig a részvény ara olyan magas nem lesz,
hogy mar nem éri meg bel6le venni. Ez pedig
pont akkor fog bekdvetkezni, ha mar éppen
50 % annak a val6szinlsége, hogy a rész-
vény ara felmegy holnaputan. Vagyis min-
den ilyen megfigyelt 6sszefiiggés azonnal
eltGnik, mert a befektetdk rohama megsziin-
teti az ilyen profitlehetdségeket.

Ez afliggetlenség bizonyithat6 a kovet-
kezd mddon.tt Vegyiink egy olyan abrét,

amelyen avizszintes tengelyen a mai, a flg-
gblegesen pedig mindig az egy nappal ké-
sBbbi hozam van rajta. Erre példaavaldsaghol
a 4. abra, amelyen a BUX-index napi ho-
zamait lathatjuk 1997 februarja és 2002 feb-
ruarja kozott. A hozamot egyszer(ien Ugy
szamoltam, hogy kivontam egymashdl a két
nap BUX-indexét.*2

Lathatjuk, hogy a ponthalmaz az origé
koril sGriibb és kbzéppontosan szimmetri-
kus az origora. Eppen ilyen alakzat jellemzi
avéletlenszer(iséget. Amennyibenigaz len-
ne az, hogy az emelkedést altalaban emel-
kedés koveti, akkor a pontoknak a jobb felsd
siknegyedben kellene koncentralodniuk,
mert az egymast kvetd napok hozamai po-

11 Az abrakészités e médjat Szaz 1999-ban talal-
hatjuk meg,185-188. o.

2. A hozamot szazalékban szoktak szamolni, de
mivel a modell a fundamentalis artol valé eltéré-
seket mutatja, ott szazalékkal nincs értelme dolgoz-
ni, ezért valasztottam itt is ezt a modot.
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5. &bra = Ahozamok abrja a zaj nélkuli modellben. (A paraméterek mint az elsd abran.)

zitivak. Amennyiben az lenne igaz, hogy a
csOkkenést vagy emelkedést korrekcio
koveti, akkor pedig a bal felsd és a jobb alsd
siknegyedben talélnank tébb pontot. Az ab-
ran azonban a pontok eloszlasa egyenletes
a kiulénb6zo siknegyedek kozott, ami ta-
mogatja a hatékony piacok hipotézisét. E
meglatast egzaktabban is al lehet tamasztani
azzal, hogy egy egyenest illesztiink a pontfel-
hére. Amennyiben az egyenes meredeksé-
ge 0, akkor nincs linearis kapcsolat az egy-
maést kovetd arak kdzott. Az dbran lathatjuk,
hogy az illesztett egyenes enyhén pozitiv
meredekséga, azonban statisztikailag ez a
meredekség nem elég nagy ahhoz, hogy
elfogadhassuk azt a feltevést, hogy nullatol
kilonbozik.®* Hangsulyozni kell azonban,
hogy ez az eredmény a napi hozamokra vo-
natkozik, az ennél révidebb tavi (néhany
perces) hozamokra mar van 0sszefiiggeés.

13 A lineéris regressziéban a meredekség szignifi-
kanciaszintje: p=0,27

Vizsgéljuk meg ezutan, hogy a model-
lunk &ltal generalt id6sor milyen alakzatot
hoz létre! (5-6. &bra)

N » (=]

t+5. idészak hozama

o

-6 -4 -2 0 2 4
t. id6szak hozama

6. abra = Az 5-tel késleltetett hozamok
&brajaa zajos modellben. (A paraméterek
mintaz elsd abran.)

Az 5. bran atisztdn determinisztikus esetet
latjuk. Ezen az dbrén hatarozott szerkezet
rajzolodik ki, amely egy fraktél képe. Ez ért-
het®, mert a kiilonbdzd arak kozotti viszony
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egy hasonlo jellegi alakzatot rajzol ki a 3.
abrén, ezért ezeknek az araknak a kullénbsé-
ge is fraktal. Az alakzatra illesztett egyenes
szintén kis pozitiv meredekségQ, de ez sem
szignifikdns, haa4. &bran lathatd adatokhoz
hasonlé szamu adatot generalunk. Ez a ha-
tarozott alakzat azonban empirikusan elfo-
gadhatatlan.

A helyzet némileg javul, ha a zajos mo-
delltis megvizsgéaljuk. A zaj additiv és norma-
lis eloszlasu nulla véarhato értékkel és0,3 sz6-
réssal. Mivel a BUX-indexnél is napi hozamo-
kat vizsgltunk, érdemes t6bb iddszakot te-
kinteni, ezért 5 iddszakos késleltetést abra-
zoltam. Az abradban még felfedezhet6 vala-
milyen minta, a fraktal valamilyen halvany
lenyomata. Ett6l fuggetlendl egy ilyen jel-
leg( bra gyakorlatilag megkiilonboztet-
hetetlen a 4. 4bratdl.

Osszességében tehat modelliinkben az
eggyel késleltetett hozamok fliggetlenek.
Ez a figgetlenség nem biztos, hogy a haté-
kony piacok hipotézisét tamasztja ala, elkép-
zelhetdk olyan kdoszelméleti modellek is,
amelyek ilyenek. A zajos modellben hosz-
szabb id6tavon a valésagtol nyilvanvaldan
idegen, tiszta fraktalszerkezet is eltdnik.

Megjésolhatatlansag

A kaotikus modellek egyik legfontosabb tu-
lajdonséaga a megjésolhatatlansaguk. Ez azt
jelenti, hogy ha a kezddfeltétel megallapita-
séban egy kicsit tévediink, akkor néhany
iddszak utan az ebbdl adddoé becslési hiba
nagyon gyorsan nd. Itt azt fogjuk vizsgalni,
milyen modon mérhetd ennek foka, éshogy
modelliinkben milyen nagysagrendd ez.

Amegjosolhatatlansag jellemzésére hasz-
naljdk a Ljapunov-exponenst (). A kaotikus
rendszerekben két egyméashoz kozeli pont
tavolsaga exponencialisan nd az idében.
Amennyiben a két kezdeti pont x és y,,
akkor ezek tavolsagat idd elteltével (vagyis
t darab iteracio utan):

Xy =1xy,1e™,

ahol A az ehhez a pontpéarhoz tartozé lokalis
Ljapunov-exponens.

A Ljapunov-exponens értéke bizonyos
esetekben kiszdmithato analitikusan, de a
legtobb kdoszelméleti modelinél nem. llyen-
kor szimulaciot kell alkalmazni. Vesziink két
egymashoz nagyon kozeli pontot arendszer
hosszU tAvu viselkedését leird attraktoron, s
megvizsgaljuk, hogy egy bizonyos iddszak
utan mennyire kertilnek tdvol egymaéstol. Mi-
kor ez megvan, akkor a fenti képlet segitsé-
gével kiszdmithatjuk a Ljapunov-exponenst.

Nekiink azonban az adott paraméterek-
hez tartoz6, adott rendszert leiré atlagos
mennyiségre van sziikségiink, ezért a lokalis
Ljapunov-exponensek atlagabol kapjuk A
atlagos Ljapunov-exponenst. Ezt pedig Ugy
szamithatjuk ki, ha az attraktor sok kulén-
b6z06 pontjabdl elinditjuk a rendszert, és az
igy kapott Ljapunov-exponensek szamtani
atlagat tekintjuk.

A Ljapunov-exponens kiszdmitasa az
altaldnos maédszer annak meghatarozasara,
hogy az adott rendszer kaotikus-e a vizsgalt
paraméterértékek mellett. A kaotikus rend-
szerben a pontok exponencialisan tavolod-
nak, tehat ezekre szlikségképpen A=0.Ez a
kaotikus rendszerekre altaldban igaz. Ezért
amennyiben ezt més vizsgalatok is megerosi-
tik, 14 akkor a Ljapunov-exponens elég biz-
tosan jelzi, hogy mely paraméterértékeknél
jellemzd a kdosz. Az ltalunk vizsgalt model-
lekben szerencsére ez a helyzet, mert a sta-
bilizal6 egyenlet miatt biztosak lehettink ab-
ban, hogy arendszer nem szall el.

Vizsgaljuk meg az atlagos Ljapunov-
exponenseket mutaté dbrat! A 7. dbranag
paraméter killénbozo értékeire vizsgaljuk az
atlagos Ljapunov-exponens értékét.

Természetesen a tdbbi paraméterre is
érdemes lehet megvizsgalni egy hasonlé ab-
rét, sot esetleg tobb paraméterre egyszerre
egy 3 dimenzios dbréat. Ennek azonban ese-

% Mint példaul az attraktor vagy a bifurkaciés dia-
gram vizsgélata
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tiinkben nem tul nagy a jelentBsége. Az ab-
ran lathatjuk, hogy bizonyos régidkban
teljesiil a kaosz feltétele, példaul az altalunk
eddig altaldban vizsgélt g = 2,8 értékre. A
kaotikus tartomany nem egybefiiggd teriilet,
hanem szigeteket alkot a paramétertérben.
Akaotikus régidkban tipikusan 0 és 3 kdzott
van a Ljapunov-exponens értéke, ami azt
jelenti, hogy ha példaul p °, ., ,, akkor egy
idBszak alatt -szeresére ndvekszik a két pont
kozotti tavolsag, vagyis tiz idGszak alatt
el°=22026-szoroséara novekszik a kezdeti
megfigyelési hiba a teljesen determinisztikus
rendszerben. Az azért megnyugtatd, hogy
az alacsony, a valésagban inkdbb megjelend
paraméterértékekre a rendszerben vagy
nincs k&osz, vagy pedig nem ennyire nagy a
Ljapunov-exponens. Ez a megjosolhatatlan-
s&g tényleges mértéke, amibdl latjuk, hogy
egy olyan id6tavon, amely példaul egy op-
Cio lejérata, gyakorlatilag fogalmunk sem lesz
arrol, mekkora lesz az értékpapir ara, csak
abban lehetiink biztosak, hogy a pont az
attraktoron (vagy ahhoz nagyon kézel) fog
elhelyezkedni.

Osszefoglalas

A dolgozat egy olyan modellt mutatott be,
amely a pénziigyi piacokon ol alkalmazha-
t0. Sok empirikus és elméleti tény szél amel-
lett, hogy a véletlen bolyongaést feltételezd

modellek nem irjak le tokéletesen a pénz-
Ugyi piacok viselkedését. A sztochasztikus
modellek alkalmazését altaldban az indo-
kolja, hogy az arak megjésolhatatlanok. A
kaoszelméleti modellekre isigaz ez, és a téb-
bi megfigyelhetd jelenséget is reprodukalni
lehet veliik. Az ilyen modellek altal eldallit-
hat6 alakzatok kdzott vannak tényleg re-
meénykeltdek is, amelyeket érdemes to-
vabbfejleszteni. A kaoszelméleti modellek
mellett sz6l az is, hogy ezek nemlinedris fo-
lyamatokat tételeznek fel, mig a hagyoma-
nyos pénzigyi modellekben egy linearis
folyamatra rakddik raa zaj. Nem val6szing,
hogy barmi is biztositana, hogy a pénziigyi
folyamatok linedrisak legyenek, sot ez ellent-
mond a bonyolult rendszerrel kapcsolatos
intuiciénknak is.

A nemlinearités létezését nem siker(ilt
még minden kétséget kizardan bizonyitani
apénzigyi piacokon, bar szamos teszt — és
ezeket alkalmaz6 — tanulméany késziilt ebbdl
acélbol. A probléma valészinlleg nem az,
hogy nem létezik nemlinearitas, hanem az,
hogy a zajos kaotikus modelleket szinte lehe-
tetlen megkildnboztetni a tisztn csak zajos
modellektdl. Ez a probléma feltehetden nem
fog megoldodni a kdzeljovoben.

Kéoszelméleti modellekkel foglalkozni
ezért egyeldre inkabb elméleti, mint gyakor-
lati szempontbol érdekes, valoszinlleg nem
lehet veliik sok pénzt keresni. Az ebben a
tanulmanyban ismertetett modell jelentdsé-
geisaz, hogy megmutatja: a kaotikus visel-
kedéshez egyaltalan nem sziikséges az,
hogy a szerepldk csak fokozatosan alkalmaz-
kodjanak, hanem elegendd azt feltenntink,
hogy a szereplk heterogének. Amennyi-
ben ez kimutathato, és még az is, hogy ez a
heterogenitas egy nemlinearis fliggvénnyel
irhatd le, akkor kdnnyen lehet, hogy a piaci
viselkedés bonyolult, esetleg kaotikus. llyen
értelemben ez egy lehetdség arra, hogy
megkeressiik a nemlinearis piacokat és a
nemlinearits okait.
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