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Bevezetés

Hogy életlink kaotikus keretek kozt zajlik,
oly panasz, amelyben mindnyéjan oszto-
zunk. Tokéletes retorikai telitalalatnak bizo-
nyult ezért, hogy két amerikai tudds (Li és
Yorke, 1975) a hetvenes évek kbdzepén a
nemlinearis rendszerek kutatasaval kap-
csolatban formalddo Uj és sok tekintetben
meghokkentd jelenségegyiittesnek a k&osz
nevetadta.

E gazdag jelentésarnyalatt és igen ha-
tasos kifejezés keltette asszociaciok, valamint
akaosz tudorai és ismeretterjeszt6i altal rek-
ldamozott szokatlan tulajdonsagok talalkoztak
egy amugy is kuriozumokra éhes nagyko-
zOnség nap mint nap atélt tapasztalataval.
Csoda-e, hogy a hetvenes évek kdzepén
megjelent kdoszelmélet a nyolcvanas évek
divatjava valt?

Sikeres és rendkiviil szuggesztiv ismeret-
terjesztd mivek (Gleick, 1988; Stewart,
1989; Stewart és Golubitsky, 1992), valamint
szaktudomanyos munkak (példaul Ruelle,
1991) egész sora fokozta a varakozasokat.
SzerzGik a kaoszelmélet legfontosabb tanul-
sagakeént talaltdk azon meggy6z0désiiket,
hogy a vilag Gton-utfélen megfigyelhetd
bonyolultsaga, végsé soron néhany, a hattér-
ben meghlzodo igen egyszer( szabaly ma-
kodésének kdvetkezménye.

1 A tanulmany a T33030 szamu OTKA-kutatas kere-
tében készilt.

Mindez a tarsadalomtuddsok dszinte
érdeklddését is kivaltotta. Lehetséges — kér-
dezték — hogy a kaoszelmélettdl remélhet-
juk atermészetieknél sokkal bonyolultabb
tarsadalmi jelenségek megértésének kul-
csat? Egy ilyen, altalanossagban feltett kér-
désre avalasz persze csakis tagado lehet. A
modern kaoszelmélet azonban csakugyan
képes volt Gjat allitani az egyszer( rend-
szerek bonyolult id8beli viselkedésének
lehetBségérdl. Megértéséhez tehéat a tovab-
biakban els6sorban ezt az egyszer( — bo-
nyolult kapcsolatot kell elemezniink.

Az egyszer( és a bonyolult

Eldbb azonban lépjink eggyel vissza, s
nézziik meg, milyen helyzeteket irhatunk le
az egyszerQ—egyszer( (értsd: egyszer(irend-
szer egyszer( idBbeli viselkedése) parositas-
sal. llyen lehet példaul a kdzépiskolés fizika-
tanulméanyaink soran megismert inga esete.
Igazan egyszer(i rendszer, s iddbeli viselke-
dése, mozgasa is az: ha Gvatosan meglokijiik,
egy id6 utan nyilvan megall (1/a. abra). To-
vabbrais egyszer( rendszer, egyszer( iddbeli
viselkedésével lesz dolgunk, ha az ingat jat-
szotéri hintamadjaramegfeleld idokozonkeént
meglokjuk (1/b. abra).

Nem artana persze pontositanunk, hogy
afenti példak kapcsan mit kell egyszeriiségen
értentink. Egy inga esetében ugyanis magéatol
értddden mindenekelbtt a berendezés egy-
szerOsége, hétkdznapisaga otlik fel benniink.
Ennél azonban joval tébbrdl van sz6. Kénnyen
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beléthato ugyanis, hogy az inga valamely alla-
potanak megadasa minddssze két valtozo —
ahely és ahozzatartozo sebesség —ismeretét
igényli. Marpedig, ha minddssze két llapot-
jellemzdre van szilkségiink, akkor ezek érté-
keit egy sikbeli koordinata rendszer tengelye-
in felmérve az inga barmely allapotat egy
sikbeli ponttal, az inga mozgasa soran befutott
allapotok dsszességét pedig valamilyen sik-
beli alakzattal, gdrbével azonosithatjuk.?

A surlodas kovetkeztében fokozatosan
megéll6 inganak ekkor egy origdba tartd spiral
(1/c. &bra), a hinta (vagy mondjuk egy inga-
Ora) mozgasanak pedig egy dnmagaba vissza-
térd —a periodicitast szemléletesen is megje-
lenitd — zart gorbe felelne meg (1/d. abra).

b
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Q
_3; Y\_/
sebessé sebessé
- Ay
< w helyzet W helyzet

1. abra = Srl6dd inga és gerjesztett inga
mozgasa a valodi, illetve a fazistérben

A fenti dbrazolasmaod lehetbvé teszi, hogy
valamely rendszer id8beli viselkedésének
vizsgélatdban a tovabbiakban kdzvetlentil a
szemUinkre hagyatkozhassunk. A fazistérbeli
palydk ugyanis a sarl6do inga esetében
eldbb-utébb egy (fix)pontban kotnek ki,
mig az ingadra esetében lassan rahtizdédnak
egy zart gorbére. Ilgazan egyszerd geomet-
riai alakzatok —egy pont és egy zart gorbe —
szemléltetik tehat azokat az allapotokat,
amelyek mintegy magukhoz vonzzéak a leg-

1 A fazistér most bevezetett fogalma természeten
nem korlatozédik az altalunk bemutatott kétdimen-
Zi0s esetre. Csupan a sikbeli szemléltetés szempontjai
miatt ragaszkodtunk ehhez a példahoz.

kulonfélébb (lehetbleg kozeli) kiinduld
allapotokbodl elinditott palyakat. A rendszer
iddbeli viselkedését ezért a tovabbiakban
éppen ezen alakzatok, az igynevezett att-
raktorok szerint osztalyozhatjuk. Ha az
attraktor egyetlen (fix)pontbdl all, akkor a
rendszer el6bb-utébb allanddsult egyensulyi
allapotban, zart gorbe esetén pedig valami-
lyen periodikus mozgasndl kot ki. Az altalunk
vizsgalt inga tehat kettds értelemben is egy-
szer(nek tekinthetd. Egyrészt mert allapotat
kevés, minddssze két valtozd jellemzi, mas-
részt mert mozgasa, idobeli viselkedése is
egyszerQ. Ez utébbi tulajdonséga pedig min-
dennél meggydzdbben fejezddik ki abban
atényben, hogy ingank esetében igen egy-
szer(i szerkezetQ attraktorokkal van dolgunk.

Kuloénos attraktorok

Az attraktorok vizsgalatat nyilvan mas dina-
mikus rendszerekre is érdemes kiterjeszte-
niuink. A tovabbiakban ezért valamely rend-
szer idBbeli viselkedését attraktoranak geo-
metriai tulajdonsagaival fogjuk jellemezni.
Egyszer( attraktor egyszer(, bonyolult att-
raktor bonyolult dinamikét fog képviselni,
barmit jelentsenek is ebben az 6sszefug-
gésben az egyszer( vagy bonyolult szavak.

Ehhez persze Ujabb és Gjabb dinamikus
rendszereket kellene szemiigyre venniink.
Mi lenne, ha eldszor az eddig vizsgalt ingan
maodositanank egy keveset? Ezt nyilvan tobb-
féleképpen is kivitelezhetjiik. Megtehetjiik
példaul, hogy az ingat a megszokottol eltérd
maodon nem egy rddra, hanem rugoéra erd-
sitjiik, vagy mondjuk egy masik ingéra l6gat-
juk fol, esetleg magat a felfliggesztési pontot
kezdjik el vizszintesen rezegtetni.

Az elrendezés alig valtozott, a rendszer
tovabbra is egyszert maradt. Allapotat ez(t-
tal is kevés valtozé irja le, arendszer hosszu
tavu viselkedését meghatarozo attraktorok
azonban - lasd példaul a periodikusan ger-
jesztett inga esetét — latvanyosan eltérnek
az eddig megszokottaktdl (2. abra). Mar
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ranézésre is vilagos, hogy e kiilonos alakzat
geometriai szerkezete 6sszehasonlithatat-
lanul bonyolultabb, mintaz 1. dbran latott
attraktorokeé. Ez a geometriai bonyolultsag
pedig, mint tudjuk, az eddigiekhez képest
szokatlanul bonyolult dinamikus viselkedés
legbiztosabb jele.

2. abra = Periodikusan gerjesztett inga
attraktora a fazistérben

A periodikusan gerjesztett inga tehat egy-
szer(l, kevés valtozéval jellemezhetd rend-
szer, amely azonban rendkiviil bonyolult
idBbeli dinamikat kovet. Mibdl fakadhatez a
kiilbndsség? Azon tulajdonsagaibdl nyilvan
nem, amelyekben osztozik az egyszer(i inga-
val. Marpedig tudjuk, hogy mindkett6 egy-
szerQ, kevés valtozdval és ezek kapcsolatat
megragadd, kevés egyenlettel megadhato
determinisztikus rendszer. Persze ha mind-
két esetben kevés valtozds determinisztikus
rendszerekkel van dolgunk, azaz mozgasuk
jol definialt matematikai egyenletekkel kap-
csolatos, akkor kiilénbségtik is csak a mate-
matikaban lehet elrejtve.

A hetvenes évek kozepének Ujszer( fel-
ismerése, hogy egyszerd egyenleteknek is
lehet rendkiviil bonyolult megoldasuk, méar
amennyiben az egyenletek nemlinearisak
(lasd példaul May, 1976). Matematikailag ez
azt jelenti, hogy a dinamikus rendszert meg-
ragadd mozgasegyenletekben az ismeretlen
véltozok és idbbeli valtozasaik nem csak elsd
hatvanyon fordulhatnak eld. A matematikai

forma, az egyenletek nemlinearis jellege pe-
dig arra utal, hogy ezekben arendszerekben
a ,kovetkezmény (a rendszer reakcidja)
nem all egyszer( aranyossagban a kivalto
okkal”. (Murakotzy, 1997) Més széval ezek
arendszerek nem aranyosan reagalnak az
Oket ért hatasokra. A kdosz pedig nem egyéb,
mint kevés valtozds, s ennyiben egyszeri
rendszereknek az egyenletek nemlinedris
jellegébdl fakadd, bonyolult id8beli viselke-
dése. A gerjesztettinga azért lehetett a kdosz
elsé szemléletes példaja, mert mozgas-
egyenletei az egyszer(iingaéval ellentétben
nemlinearisak!

Nemlinearis rendszerek

Afentiek alapjan a kdosz el6forduldsa utani
nyomozas nyilvan egyszerd nemlinearis
rendszerek felkutatasat igényli. llyen egy-
szer(l, egyvaltozs nemlinedris rendszer pél-
daula mindenki altal jol ismert

Xt+1=axt(1'xi)

logisztikus leképezés, amellyel azonban itt
nem kivanunk érdemben foglalkozni. Egy-
részt, mertamuigy is unos-untalan ezzel szo-
kés példaldzni, méasrészt, mert masutt ezt mar
részletesen megtettiik. Tanulmanyunk kéz-
vetlen céljai szempontjabdl tébb hasznat
vessziik a kétvaltozos nemlinearis egyenlet-
rendszereknek, mivel ezek attraktora eddigi
példainkhoz hasonléan sikban abrazolhato.
Elemzésiikben tehét a legtobb informéciot
szolgéltatd érzékszerviinkre, a szemiinkre
tdmaszkodhatunk. llyen lehet példaul az .
R. Marott6tol (1978) szarmazo

Xt+1:(1'axt' byt) (axt+ byt)
yt+1:Xt
kétvaltozds egyenletrendszer, amely egyéb-
ként b=0 esetén visszaadja a most éppen
leszolt logisztikus elképzelést, és amelynek
attraktora killénb6zd a és b paraméterek mel-
lett igen véltozatos, bonyolult forméju struk-
tarakba rendezddik (3. abra).
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3. 4bra = Marotto modelljének attraktoraa=2,5b=2,0

Végl, hogy szemiinket végleg hozza-
szoktassuk a kaotikus rendszerek kulénds
attraktorainak latvanyahoz, tekintsiik az

egyszerd nemlineéris egyenletrendszert,
amely a kaoszelmélet egyik emblematikus
peldajat, a Hénon-attraktort allitja eld (4. abra)

X, =1+y-ax? Jéltudjuk, hogy az attraktorok a dinami-
Y, =bx, kus rendszerek hosszu tavi idobeli viselke-
4. 4bra = Az Hénon-attraktor
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dését hatarozzak meg. Elég ezért egy gyors
pillantast vetniink a 2-4. 4brékra, hogy meg-
allapithassuk, az adott esetek mindegyikeé-
ben rendkiviil bonyolult id&beli dinamikaval
van dolgunk. Ezek a dinamikus rendszerek
semmi jelét nem mutatjak annak, hogy vala-
milyen egyensulyi dllapothoz kézelitenének,
vagy mondjuk valamilyen kénnyen felis-
merhetd szabalyos iddbeli dinamikat kdvet-
nének. Az attraktorok szerkezete alapjan az
abenyomasunk tdamadhat, hogy e dinamikus
rendszerek véget nem érden szabélytalan,
véletlenszerQ, s ennyiben kiismerhetetlen
palyékat futnak be. Annyiban persze a kaoti-
kus dinamikus rendszerek viselkedése is el6-
re jelezhetd, hogy palyaik eldbb-utébb min-
denképpen az attraktoron koétnek ki. Egy
ilyen eldrejelzés valodi értékét azonban az
donti el, mennyire fontos nekiink az altala
szolgaltatott informacio. Mintahogy a,,jon a
dagaly”, illetve a ,decemberben hidegebb
lesz, mint augusztusban volt” tipusu elGre-
jelzések értékét is eszerint itéljiik meg.
Kaotikus dinamika esetén is biztosak
lehetlink tehat abban, hogy a lehetséges pa-
lyakat valamilyen attraktor fogja magahoz
vonzani. Adott esetben azonban annak el&-
rejelzése is fontos lehet szamunkra, hogy a
rendszer az attraktoron beltil éppen melyik
allapotban talalhat6. Errél viszont csak valo-
sosem tudhatjuk. Az sem segitene ezen, ha
egyre pontosabb megfigyeléssel, ndvekvd
nagyitasban probalnank meg a rendszer po-
ziciéjat az attraktoron beliil lokalizalni. A k-
16n0s attraktorok egymast kdvetd nagyita-
saiban megjelend szerkezetek ugyanis, mind
finomabb és finomabb forméaban, de az ere-
detihez nagyon hasonld struktrrat mutatnak.
Az ilyen geometriai alakzatokat Benoit Man-
delbrot nyoman fraktaloknak nevezziik.

Kaoszjatek

Akaotikus dinamika tehéat fraktalokon torténd
véletlenszeri mozgast jelent. Ezt a tipusu
mozgast ezért sajatos kettdség, egyrészt az
attraktor szerkezetiségében megnyilvanulo
makroszint( determinizmus, masrészt a pa-
lya egymast kovetd lépéseiben tetten érhe-
t0 mikroszinta véletlen jellemzi. Determiniz-
mus és véletlen egytittélésének ilyetén lehe-
tOségét a legvilagosabban talan az aldbbiak-
ban bemutatott, igynevezett kaoszjaték
(Barnsley, 1988) segitségével szemléltet-
hetjik.

Tekintstink a sikon egy A, B, C csticsu
egyenld oldalil haromszdget. Valasszunk ki
ugyanezen a sikon egy tetsz6leges P,
pontot, majd valamilyen véletlen médon
(mondjuk urna alkalmazésaval) sorsoljuk ki
az A, B, C pontok valamelyikét. Ha elsore —
mondjuk —a B pont jott ki, akkor P,-b6l B
iranyaba léplink eggyel tovabb, mégpedig
éppen P B tavolsag felével. A tovabbiakban
az igy kapott P, ponttal, mint kiinduloponttal
ismételjik meg az egész eljarast. Ha a
sorsolasnél ezuttal az A pont kerlilne sorra,
akkor a P, A tavolsag megfelezesevel allitjuk
eld a P, pontot, majd hasonlé mddon, a
sorsolas allandé kdzbeiktatasaval juthatunk
ellépésrdl lépésreaP,, P, P, stb. pontokhoz.
Kerdés: milyen palyat fognak leimiaP , P,
... P_ ... pontok, ha a fenti eljarast a végte-
lenségig folytatjuk?

Az nyilvanvalo, hogy mivel a lépések
mindenkori irdnyat a sorsolésra biztuk, vélet-
lenszer( palyat fogunk befutni. Annal meg-
lepdbb, hogy az egymast kbvetd P, P,, ...
P_... pontok véglil is egy igen karakteres s
ismert fraktalstruktira, az igynevezett Sier-
pinski-haromszdg sziluettjét rajzoljak ki (5.
abra). Az altalunk kovetett palya tehat
elébb-utdbb biztos, hogy rahtizodik a Sier-
pinski-haromszogre, az viszonta véletlenen
mulik, hogy e hdromsz6gén bellil éppen hol
fogunk tartozkodni.
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5. abra = Kdoszjaték

Ugyan...

Kéoszjatek? Sierpinski-haromszdg, fraktalok
vagy kilonds attraktorok?.... Mi kdze mind-
ennek atarsadalomtudomanyokhoz? Ugyan
melyik tarsadalomtudés szokott azon mor-
fondirozni, hogy az altala vizsgalt jelensé-
geket megadd kevés valtozos egyenlet-
rendszer vajon nemlineéris-e? Ennek nyilvan
elemi feltétele, hogy legyenek egyéltalan
elemzésre érdemes matematikai modelljei.
Atorténésznek? Az antropolégusnak, netan
a politolégusnak?

Nem véletlen, hogy a kdoszelmélet ered-
ményeinek felhasznalasaban, a tarsadalom-
tudomanyok koéziil eddig egyedil a mate-
matikai gondolkodasmaodot és a matematika
alkalmazaséat tébb mint egy évszazada meg-
honositd kézgazdasagtan mutathat fel igazi
eredményeket. A gazdasagi szereplok vala-
miféle racionalitasanak feltételezése vala-
mint a pénzben torténd mérés lehetdsége
miatt a kdzgazdaszoknak a matematikai mo-
dellek alkotésa terén 6sszehasonlithatatlanul
kdnnyebb dolguk volt, mint tarsadalomtudds
kollégaiknak. A kdzgazdasagtan esetében
ezért dontben mér korabban is létezett és
elemzett matematikai modellek vagy cse-
kély mértékben korrigalt, javitott valtozataik
kaotikus dinamikajanak felismerésérdl, s
nem e modellek semmibdl torténd megal-
kotasardl van szo.

Tan még a demogréfia, ahumandkologia
vagy a szociologia és a szocidlpszicholdgia
egyes igen specializalt részteriletein

tudnank elképzelni hasonld modelleket. De
a fésodor nyilvan itt sem ebbe az irdnyba
megy, s akkor még nem is beszéltiink a torté-
nettudomany, a kulturalis antropoldgia vagy
mondjuk a politolégia legkildnfélébb valto-
zatairol.

Matematikai modellek? Na hiszen! ...

Iddsorok

Talén ha forditanank egyet a dolgon! Mi len-
ne, ha nem kész modellek alapjan probal-
nank az esetleg kaotikus id6beli dinamikat
rekonstrudlni, hanem megforditva: az iddbeli
dinamika ismeretében kisérelnénk meg el-
donteni, hogy kaotikus rendszerrel van-e dol-
gunk. Persze ez az igény még mindig tulsa-
gosan ambicidzusnak tanik. Tarsadalmi folya-
matok esetében az iddbeli dinamika teljes
ismeretét tobbnyire nem garantalhatjuk. In-
kabb szamithatunk arra, hogy meghatarozott
idokozonként elvégzett mérések eredme-
nyei, tehat Iényegében egy idGsor adatai all-
janak rendelkezéstinkre. Viszonylag hosszu
idBsorok ugyanis szinte valamennyi tarsada-
lomtudomanyban el&fordulhatnak. It van-
nak példaul a sziiletési és a halalozasi ratak,
az 6ngyilkosok szaméanak alakulasa, a kdnyv-
téri dllomany névekedése, a GDP vagy a ka-
matlabak tobb mint szazéves idosorai, a kdz-
vélemény-kutatasi vagy kilonféle piackuta-
tasi eredmények, hogy csak néhany példat
emlitstink, sasor még nyilvan hosszan folytat-
hato.

Anyilvanvaldan egyszer(, szabalyszer(
mozgéast mutatd idGsorok persze nem érde-
kelnek benniinket. A GDP alakulasa példaul
szamos orszagban nagyon egyértelm( ten-
denciat kovet, a néhany évenként megfi-
gyelhet® erdteljes ingadozasok ellenére a
csecsemBhalanddsag is stabil tendenciat mu-
tat, a szliletési ratak esetében pedig az évrdl
évre tapasztalhatd szezonalitas képviseli a
szabdlyszer(i mozgast. Ezen idésoroknak is
lehet azonban olyan véletlenszerden visel-
kedd része, amelyben nem kénnya valami-
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féle szabalyszer(séget felismerni. Megéllapi-
tasaink érvényességi korét tekintve nem je-
lent tehat érdemi korlatozast, ha a tovabbi-
akban feltessziik, hogy van valahonnan,
valamilyen véletlenszer( id8sorunk.

Az eddigi felvezet6 jellegi fejtegetések
utan végre eljutottunk a jelen tanulméany leg-
fébb problémajahoz. Kérdéstink, amelyre
valaszt reméliink a kvetkezd: ha van egy
minden szabalyszer(séget nélkiil6zo, latha-
téan véletlenszerl mozgast mutato iddso-
runk, vajon miként donthetjik el, hogy ke-
vés valtozos kaotikus, azaz nemlineéris
determinisztikus rendszerbdl szarmazik-e?

Véletlen bolyongas

Afenti bekezdésben a, véletlenszer(i idsor”
fogalmat nyilvanvaléan a hétkdznapi érte-
lemben vett,szabalytalan” szinonimajaként
hasznéltuk. Csakhogy ami kérdés forméajaban
még megteszi, az a valaszhoz mar korant-
sem elegendd. Nyilvanvalo, hogy a véletlen
fogalmat a tovabbiakban mindenképpen
pontositanunk kell. A véletlent ugyanis tanul-
méanyunkban eddig egyeduil a kaoszjatékban
alkalmazott sorshiizéas képviselte. Es még
ebben az esetben sem beszélhetiink a vélet-
len mindenféle korlatozas nélkili érvénye-
sulésérdl, hiszenaP,, P, ... P ... pontok
altal befutott palya lehetséges mozgasi ira-
nyait az elbre rogzitett A, B, C pontokhoz
igazitottuk. Mi lenne, ha ezt a szabalysze-
rOséget is kiiktatnank, és a haladasi iranyokat
teljesen szabadon sorsolnank ki? Hogy ez
miként lehetséges, még nem tudhatjuk, de
vélelmezhet6 hogy ebben az esetben olyan
jellegh szabélytalan mozgast kaphatunk,
amilyent példaul a levegdben lebeg® fist-
részecske palyajairle.

Az ilyen jellegQ szabalytalan mozgést szo-
kas Brown-mozgésnak nevezni. Az elneve-
zés Robert Brown angol botanikusnak allit
emléket, aki 1827-ben els6ként figyelte meg
avizben lebegd novényi sporak szabalytalan

mozgasat. Ezt kbvetben még csaknem széz
évnek kellett eltelnie ahhoz, hogy kiderul-
jon, adott esetben nem apré éldlények moz-
gasaval, tehat nem bioldgiai, hanem fizikai
jelenséggel van dolgunk. A nyugvo folyadék-
ban lebegd részecskék mozgasanak ugyanis
csak 1905-ben adta meg Albert Einstein a hd
molekularis elméletébdl kdvetkezd magyara-
zatat. Ugy gondolta, hogy a sporak, a fiistré-
szecskék és egyéb mikroszkopikus nagy-
s&gu részecskék mozgasat a naluknal sok-
szorta kisebb viz- vagy levegdmolekulakkal
—masodpercenkénttalan millidszor is—bekd-
vetkezd Utkozések okozzdk. Mivel nincs
okunk azt feltételezni, hogy az Utk6zések
szdmabdarmely iranybol tartdsan meghaladna
az egyéb irdnybdl érkezo (itk6zések szamét,
arra szamithatunk, hogy a részecskéket a
kiilénb6z6 iranyokbdl atlagosan azonos
nagysagu impulzusok érik. Ugyanennyire
biztosra vehetd azonban, hogy a kiilonb6z6
iranyokbol érkezd iitkozések tényleges sza-
ma eltér egymastol. Az eltérd tkdzésszam
miatt a kérdéses részecske véletlenszer(
irdnyban és véletlenszer mértékben fog el-
mozdulni.

A Brown-mozgas esetében tehat a na-
gyon nagy szamu és valdszinQsithetden egy-
mastol figgetlendil bekdvetkezd Utkozés
tekinthetd a véletlen forrasanak. Ne feledjiik
azonban, hogy a Brown-mozgashoz a kdosz-
jaték modositasdnak szandékaval jutottunk
el. Az volt az elképzelésiink, hogy valamely
részecske altal befutott palyairanyat Iépésrol
Iépésre véletlenszerlen sorsoljuk ki. E vélet-
lenszerli mozgas szimulécidja kiiléndsen
egyszer(vé valik, ha a kérdéses részecske
mozgasat egy dimenziora, azaz valamely
egyenes mentén torténd oda-vissza lépé-
sekre korlatozzuk. Ezt az igynevezett egydi-
menzids bolyongast alegkdnnyebben tgy
allithatjuk eld, ha az egymaést kbvet6 lépések
iranyat érmedobaéssal sorsoljuk ki. Ha a fej
oldal kerl feltlre, akkor, mondjuk eggyel
folfelé, haaz iras, akkor eggyel lefelé Iépunk.
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7. abra = Egydimenzids bolyongas, a részecske pozicidja

A Brown-mozgéasra még inkabb jellemzd
Valtozo Iépéshossz szimulécidjara is méd nyi-
lik, ha nem egy, hanem egyszerre mondjuk
tizérmével dobunk, és az érme két oldalanak
kiilénbsége adja meg a mindenkori 1épés
nagysagat és iranyat. Ezeknek az egymas
utani lépéseknek egy szimulécidjat mutatjuk
be a 6. &bran, mig a részecske mindenkori
pozicidjata 7. abran kozoljuk.
Haavizsgdltidotartam, illetve arészecske
altal befutott teljes tavolsag rendre joval na-
gyobb, mintaz egymaést kdvetd Iépések kozt

eltelt idd, illetve mint az egyes Iépésk6zok,
akkor afenti véletlen bolyongés j6 kdzelitése
lesz a Brown-mozgasnak. A kett6t ezért a
tovabbiakban akar egymas szinoniméjaként
is kezelhetjuk.

A fentiek ismeretében azt is megtehet-
juk, hogy a Brown-mozgéas szimulaciojat
kozvetlenil a kaoszjatékban alkalmazott
sorshiizasraalapozzuk. Jol ismert, hogy érme-
dobés soran afej-, illetve irasdobésok szama
—hanagyon sok kisérletet végziink — meg-
kozelitden normalis eloszlast kbvet. Megte-
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hetjik ezért, hogy a lépéshosszt normalis
eloszlasu valészinséegi valtozokbol valaszt-
juk. Képzeljiink el példaul egy 52 lapbdl allo
kartyapaklit, amelynek lapjaira a —1,+1,-
3,+3,-5,+5,-7,+7 szamokat irtuk fel, rendre
13-13, 8-8, 4-4, 1-1, gyakorisaggal. Kony-
nyen ellendrizhetd, hogy a kiilénbdzd szam-
mal ellatott kartyak gyakorisaga haranggor-
bét formal, tehat normalis eloszlast kovet.
Ha a tovabbiakban ebbdl a paklibol véletlen
huzassal sorsoljuk ki az egyes lépéseket,
akkor szintén Brown-mozgashoz jutunk.

Skélazas és bnhasonldsag

A fentiekbdl vilagosan lathatd, hogy a bo-
lyongasi folyamat egymastdl fliggetlen és
azonos eloszlasu véletlen valtozdk —az ilyen
folyamatot szokas fehér zajnak nevezni —
jelen esetben az egymast kovetd Iépések
kumulalt 6sszegeként all el®. Ebbdl kdvet-
kezben arészecske az idd mulasaval foko-
zatosan egyre inkabb eltavolodik kiindulo
pozicidjatol. Ez a diffizié azonban természe-
tesen lasstibb, mintha mindig ugyanabba az
irdnyba lépnénk. Ha valakit Iépést tesz meg
egy bizonyos iranyba, és a lépések hosszal,
akkor nyilvanval6an tl tavolsagra juthat a
kiindulasi ponttdl. A tavolodés tehat ebben
az esetben a lépések t szamaval, vagyis az
idd mulasaval aranyos. Ha viszont a részecs-
ke folytonosan valtoztatja mozgasanak
iranyat, akkor nyilvan nem juthat el ilyen
messzire, a terjedés lassubb lesz. A bolyon-
gési folyamat egyik legfontosabb jellemzdje,
hogy a kiinduléponttdl mért atlagos tavolsag
az ido négyzetgyokével, t2-vel aranyos.

A Brown-mozgasnak ezt a tulajdonsagét
legkdnnyebben a folyamat iddbeli lefutasat
abréazold diagram skalazasi tulajdonsagaival
szemléltethetjiik. Ennek érdekében a 8. ab-
ran mindkét tengelyen egymas utan tébb-
sz0r is megduplaztuk az alkalmazott lépté-
ket. A gorbe jellege szemmel lathatoan szisz-
tematikusan megvaltozott, egyre szabalyta-
lanabba valt. Vilagos, mindez annak kovet-

kezménye, hogy a skdla megvaltoztatasa a
figgbleges tengelyen tdlsagosan sok volt a
vizszintesen tengelyen alkalmazott [épték-
valtozashoz képest.

\»W

W
Nt N

W

8. abra = A véletlen bolyongas
grafikonjanak valtozasa azonos skalazas
mellett

Ha meg akarjuk drizni a gorbe jellegét, akkor
afuiggbleges tengelyen az eddigi kétszeres-
hez képest valamivel kisebb léptékvaltast
kell alkalmaznunk. A 9. &brardl jol lathato,
hogy amennyiben a vizszintes idGtengelyen
tovabbra is megduplazzuk a léptéket, a ré-
szecske diffazidjat jelzd fiiggbleges tenge-
lyen pedig [2=2"?-szeresére noveljik a lép-
téket, akkor a diagram kinézete nem valto-
zik meg, statisztikai tulajdonsagai ennyi-
ben tehat valtozatlanul maradnak.

9. abra = A véletlen bolyongas
iddgrafikonjanak dnaffin jellege

A véletlen bolyongés grafikonjanak most
feltart tulajdonséga a fraktalokat jellemzé
Onhasonl6sag altalanositasanak tekinthetd.
Ebben az esetben az dnhasonlo jelleget ga-
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rantalo skalazas Iéptéke az egyes tengelyek
iranyaban eltérd lehet. Az ilyen alakzatokat
Onaffin alakzatoknak nevezzik. A fraktal
dimenzi6 killénboz6 véltozatai kdziil azon-
ban néhany, példaul az igynevezett doboz-
szamlalo (box-counting) dimenzid ekkor is
alkalmazhato.

Valamely szabalytalan sikbeli alakzat do-
bozszamlal6 dimenzidjanak meghataroza-
séhoz mindenekel6tt egy racsot kell az alak-
zatra helyezziink. Szamoljuk meg ezek utan,
hogy aracs hany cellaja sziikséges az alakzat
lefedéséhez, mas szOval nézziik meg, hogy
szabélytalan sikbeli alakzatunk a racs hany
cellgjaba képes eljutni! Nyilvan minél tobbe,
annal sikszerlbb alakzattal van dolgunk, a
lefedések szama tehat valamiféle dimenzig-
fogalommal all kapcsolatban. Finomitsuk a
felosztast, hasznaljunk, mondjuk, fele akkora
méretQ cellakbol all6 racsot. Mi torténik az
alakzat lefedéshez sziikséges cellak szama-
val? Nyilvan nd, csak az a kérdées, mennyivel.
Ugy véljiik, hogy ha egyszerti vonallal lenne
dolgunk, akkor fele akkorabol kétszer annyi,
mig ha egy szokasos sikidomot vizsgalnank,
akkor négyszer annyi cella kellene a lefedés-
hez. Altalaban, ha valamely alakzat esetében
alefedéséhez sziikséges cellak N szdma, va-
lamintaz alkalmazottr cellaméret kozott egy

N=r-Ds
alaku kifejezéshez jutunk, akkor a kitevében
szerepld D, a kérdéses alakzat dobozszam-
1416 dimenzidjat szolgdltatja,amelyre nyilvan
fennalla
log N

D= g |
g+
Osszefiiggés. Belthato, hogy a Brown-moz-
gas diagramjanak dobozszamlalé dimen-
zibjara
—o.1_
D,=2-5=15

adodik, ahol a kivonasban szerepld 1/2
éppen atV2-vel aranyos diff(zio kitevjébol
adadik.

R/S — analizis

A Brown-mozgas, illetve a véletlen bolyon-
gas bevezetésével meghatarozott médon
specifikaltuk a ,véletlenszer(” folyamat ko-
rabban meglehetdsen kdrvonalazatlanul
hasznélt fogalmat, a legutdbb feltart,,négy-
zetgyokos” terjedési szaballyal pedig konkrét
kvantitativ kritériumot is szolgéltattunk e fo-
lyamat jellemzéséhez. Ezek utdn mar empi-
rikus kérdés, hogy bizonyos természeti vagy
tarsadalmi folyamatokkal kapcsolatos id6-
sorok a véletlenszer( folyamatoknak a
Brown-mozgéssal reprezentalhaté katego-
rigjaba tartoznak-e vagy sem. E kérdéskor
vizsgalatdban H. E. Hurst angol vizmérnok
példajat kdvetjik, aki volgyzaro gatak ter-
vezdjeként egy életet toltdtt el a Nilus vizja-
rasénak elemzésével.

Elvben nem zérhat6 ki, hogy a Nilus min-
denkori vizéllasa nagyszamu, egymastol fiig-
getlen hatas ered@jeként all eld. Ennyiben
tehat akar véletlen bolyongaskeént is visel-
kedhetne. A kérdés persze a Nilus esetében
nem annyira elvi, mint inkabb empirikus
probléma. Hurst kidolgozott egy olyan elja-
rést, amelynek segitségével a vizallasi adatok
ismeretében eldonthetdvé valt, hogy a Nilus
vizéllasa milyen tipust véletlen folyamatnak
tekinthetd.

Képzeljunk el egy tavat, amely idorol
iddre kiont. Nyilvan viztarozoét kellene épi-
tenuink a katasztréfa elharitdsara. Mekkora
legyen a viztarozo, hogy a szélsdséges vizja-
rasnak is megfeleljen? Jel6lje €, a viztaroloba
évrdl évre beérkezd vizmennyiséget, és te-
gyuk fel, hogy a vizszint szabalyozasa célja-
bol évrdl évre a viztarolobdl meghatérozott
fix vizmennyiséget engednek le. Vizsgaljunk
egy meghatarozott, mondjuk T éves idd-
szakot. Ekkor

= _ 1 T
‘ST_'Té\:‘gt

jeldli az adott iddszakban évente atlagosan a
taroloba érkezd mennyiséget. Célszerlinek
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tanik, hogy évente magunk is éppen ennyit
eressziink le aviztarolébol. Ebben az esetben
az

xen=x{s-&3}

id@sor, azaz a & valtozonak a sajat atlagatol
valé kumullt eltérése a viztaroloban 1évd
mindenkori mennyiséget jeldli. tekintsiik
ezen idBsor legnagyobb és legkisebb érté-
kének

Re = MRX(LT) - min X(.)

eltérését, az iddsor Ugynevezett terjedelmét.
Nyilvanvald, hogy az itt is érvényesuld
diffdzio miatt a vizsgalt id8szak nvelésével
az X(t,T) kumullt értékek lassan ,szétmasz-
nak”. Az id6 fliggvényeben nd az R_ terje-
delem. Kérdés, hogy miként. Még érdeke-
sebb, hanemisR_, hanem helyette az

n
ST: \/ %z{gt _gT}Z

szoréssal standardizalt, dimenzid nélkuli
R,/S, hanyados alakjat vizsgaljuk az id6
figgvényében. Ebben az esetben ugyanis
a legkulonfélébb természeti és tarsadalmi
folyamatok 6sszehasonlitasara is mod nyilik.
A véletlen bolyongasrdl megéllapitott négy-
zetgyokos szabaly ismeretében nem megle-
p0, hogy Brown-mozgas esetén ez a fliggés
az id6 négyzetgyokével aranyos, tehat

R,/S, = T*

alaku lesz. A tovabbiakban ezért valamilyen
ismeretlen tulajdonsagu véletlen folyamat
esetében célszer(l

R,/S, = T"

alaku Osszefliggésre szamitanunk. Az empi-
rikus vizsgalatok szamara ez a H, amelyet
érthetd okokbdl Hurst-exponensnek neve-
ziink, sokkal kénnyebben el&éllithatd, haa
fenti formula helyett annak

In(R,/S;)=HInT

alaku logaritmikus valtozataval szamolunk.
Eszerintugyanis elég, haa kilonbozd T idd-
tartamokhoz tartozO R /S értékeketaz idd
fuggvényében mindkét tengelyén logarit-
mikus beosztasu koordinata-rendszerben
abrazoljuk. A Hurst-exponenst az igy kapott
diagram meredeksége szolgaltatja.
Amddszert a véletlen bolyongas klasszi-
kus példajanak segitségével tesztelhetjik.
Szamitdgépen szimulalva a tiz érmével tor-
ténd dobasokat, dtezer ,,dobést” végeztiink
el. Az igy elGallitott bolyongast a 7. abran
egyszer mar bemutattuk. A kapott id8sorra
elvégzett R/S analizis R=0,0994 illeszkedés
mellett az elméleti értékhez nagyon kozeli
H=0,512 exponenst szolgéltatott (10. &bra).

4
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10. &bra = Véletlen bolyongas
R/S analizise

Hatékony piacok?

Az egyes részvényarfolyamok, illetve a t6zs-
deindexek alakuldsa mindennapjaink részé-
vé, az idBbeli lefutasukat abrazold grafikonok
latvanya pedig leghétkdznapibb vizudlis él-
ménylnkkeé valt. Mar ranézésre is vilagos,
hogy a tdzsdeindexek véletlenszeri moz-
gast végeznek, velik kapcsolatban is felvet-
hetd tehat tanulmanyunk alapvetd kérdése,
nevezetesen az, hogy vajon kaotikus deter-
minisztikus rendszerbdl szarmaznak-e. Ezt
megel6z6en azonban érdemes megvizsgal-
nunk, hogy atézsdeindexek esetében pon-
tosan milyen tipust véletlennel, példaul vé-
letlen bolyongéssal van-e dolgunk.
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A hatékony piac hipotézise szerint a
pénziigyi piacokon minden nyilvanos infor-
macio azonnal asszimilalodik. Mivel az érvé-
nyes arak mar minden nyilvanossagra kertilt
informéciora reflektaltak, a jovobeni arval-
tozasokat mar csak a befutd U] informéaciok
befolyasolhatjak. Ennek kdvetkeztében az
arak tehét csak akkor valtoznak, ha gj infor-
mécio érkezik. A mai arvaltozasokat csak a
ma befutott varatlan események okozhattak.
A tegnapi hirek ma mar nem fontosak. A
pénziigyi piacok fontos jellemzdje tehat,
hogy a mai hozamok figgetlenek a tegnapi-
aktol. A hatékony piac hipotézisének vala-
mennyi valtozata feltételezi, hogy ha mér
egyszer az informacio altaldnosan ismertté
valt, akkor amult nem befolyasoljaa minden-
kori piaci aktivitast. A fliggetlenség e feltétele-
zésének nem egyedilili, de egyik lehetséges
kovetkezménye, hogy a hozamok véletlen
bolyongast kbvetnek.

A befektetfk reakcioi szempontjabdl a
hatékony piac hipotézise azt jelenti, hogy a
pénzugyi piacok résztvevdi nem kumulativ
maodon, hanem azonnal, tehat Iényegében
aranyosan reagalnak a beérkez® informa-
ciokra. A pénziigyi piacok ezért linedris rend-
szereknek tekinthetdk. Mindez persze don-
toen empirikus kérdés. Az aldbbiakban ezért
az ezekkel kapcsolatos elsd eredményeinket
mutatjuk be.

Jelolje P, az adottidGpontbeli részvény-
arfolyamokat. Az elemzést dontben az

P
r’t:|og_t
Pt-l
logaritmikus hozamokra tdmaszkodva
végeztik el, bar az

n= i
rp
t1
névekmények segitségével minden eset-
ben ellendrzd szamitasokat is végeztiink. A
Dow Jones ipari index esetében példaul az
1928. oktdber és 2000. februér kozti idd-

szakra, gazdasagstatisztikus szemmel nézve
Oriasi mennyiségQ, 18 972 adat allt rendelke-
zéstinkre. Elemzésiinket az index napi nyitd
észard értékeire, valamint maximumaira
ésminimumaira egyarant elvégezhettik.
Minden eredménytinket nem all médunkban
részletesen bemutatni, illusztracioként a
Dow Jones-index napi zaro arfolyamai R/S
analizisének eredményét mutatjuk be (11.
abra).
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11. abra = A Dow Jones-index napi zaré
arfolyamainak R/S analizise

Megjegyezzuk, hogy a Hurst-exponens
meghatarozasa érdekében a fentiekhez ha-
sonlo diagramokra regresszids egyenest il-
lesztettlink. A szokasos eljaras mellett egy-
fajta stlyozott illesztést is kiprobaltunk. Mivel
ez megbizhatébbnak bizonyult, e tanul-
méanyban mindenitt ennek eredményeit
kozoljuk. Az 1. tablazatban dsszefoglaltunk
néhanyat a Dow Jones-indexre vonatkozé
legfobb eredményeink kézul.

Altalaban elmondhatjuk, hogy csekély
egyedi eltérésekkel a Hurst-exponensre
0,51 és 0,58 kozotti értékeket kaptunk.
Vizsgalddasunk jelenlegi, kezdeti szakasza-
ban ezért a Dow Jones napi arfolyamai elég
j6 kozelitéssel véletlen bolyongasnak tekint-
hetbk. Hasonlo, a véletlen bolyongést jol ko-
zelitd eredmény adddott a vilag szamos nagy
t6zsdéje, valamint jelentds indexe: a hong-
kongi tozsde, a Dax, a Nikkei, a Nasdaq és az
S&P, valamint szdmos jelentds részvény,
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Arfolyamok Logaritmikus hozamok
p*
H R2
Nyito 0,540 0,975
Maximum 0,504 0,992
Minimum 0,515 0,998
Zér6 0,604 0,998

Novekedési itemek  Novekmények
P
n=— kt=P -P
1 p t t-1
t-1
H R2 H R2
0,557 0,996 0,589 0,996
0,549 0,98 0,602 0,996
0,537 0,978 0,588 0,998
0,537 0,978 0,588 0,998

1. t4blazat = Az R/S analizis eredményei a Dow Jones-index esetében

Arfolyamok
DAX
H R2
Nyitd 0,556 0,997
Maximum 0,556 0,997
Minimum 0,536 0,996
Zaré 0,535 0,996

Logaritmikus hozamok

Nikkei &P
H R? H R?
0,546 0995 0529 0,993
0,562 0996 0529 0,99
0,529 0993 0521 0,99
0,534 0994 0527 0,99

2. tblazat = Az R/S analizis eredményei néhany tdzsdeindex esetében

példaul az American Express, az IBM, a Ge-
neral Electric vagy a Coca Colastb. esetében
is. Az itt bemutathaténal joval tobb szamitast
végeztlink, a 2. és 3. tablazatban csak izeli-
tot tudunk adni eredményeinkbdl.

Napi zaro Logaritmikus
arfolyamok hozamok
IBM 0,567 0,999
General Electric 0,528 0,979
Hewlett-Packard 0,535 0,998
General Motors 0,458 0,979
Coca Cola 0,501 0,995
Walt Disney 0,5 0,99

3. tblazat « Az R/S analizis eredményei
néhany ismert részvény esetében

Természetesen nem kertilheti el figyelmiin-
ket, hogy bar tébbnyire 0,5-h6z kozeli érté-
keket kaptunk, tilnyomorészt 0,5-nél vala-
mivel nagyobb Hurst-exponens adédott. E
kérdések azonban tovabbi kutatast igényel-
nének és meghaladjak e tanulmany kereteit.
Annyit azért e pillanatban is kijelenthetlink,
hogy a vizsgalt esetekben eredményeink

semmiképpen sem céfoljak, inkdbb meg-
erOsitik a hatékony piac hipotézisét.

Hossz( tavd memoéria

Az eredmények tikrében kiilondsen figye-
lemreméltd, hogy a természet sokszor akkor
sem a fent modellezett eljaras szerint visel-
kedik, amikor logikai megfontolasok alapjan
erre szamitanank. Hurst a folyok aradasatol
kezdve az esdzések vagy a fak évgyardinek
vizsgalatan keresztiil egészen a tavak vizalla-
sénak elemzéséig szamos természeti jelen-
séget tett ki alapos vizsgalatnak. Szinte kivé-
tel nélkil 0,5-t6l szignifikansan eltérd, még-
pedig tipikusan H=0,7 értéket kapott
Maga Hurst annak idején szamitogép
hijan rendkiviil szellemes szimulacios eljarast
alkalmazott a fenti jelenség megértésére. Te-
kintsiik ugyanazt az 6tvenkét lapbol all6 kar-
tyapaklit, amelyet a Brown-mozgés szimula-
cidjara hasznaltunk! Emlékeztetek arra, hogy
az egyes kartyalapokra 13-13, 8-8, 4-4,
illetve 1-1 gyakorisagokkal, rendre a -1,+1,-
3,+3,-5,+5,-7,+7 szdmokat irtuk fel.
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Alapos keverés utdn hlizzunk ki egy kar-
tyat! Legyen ez a példa kedvéért a +3-as.
Jegyezzilk meg ezt a szamot, majd visszaté-
ve a kartyat keverjik meg ismét a paklit!
Ezutan osszuk két egyenl® részre a paklit,
majd emlékezve arra, hogy a kihtizott szam
éppen +3-as avolt, a harom legnagyobb po-
zitiv szamot az egyik részpaklibol helyezziik
atamésikba, ahonnan ezzel egyidejlleg elta-
volitjuk ahdrom legnagyobb abszolut érték(
negativ szamot. Ezzel egy olyan, huszonhat
kartyabdl ll6 paklihoz jutottunk, amelynek
eloszlasa éppen egy véletlen hiizas eredmé-
nyeként és mértékében valt aszimmetrikus-
sé. Tegyuik ebbe a pakliba a jokert is, majd
ebbdl kezdjiik egy bolyongés lépéseit kisor-
solni. A sorsolés egészen addig tart, amig a
jokert ki nem hiizzuk. Ekkor a jokert eltavo-
litva és a két részpaklit Ujraegyesitve az elja-
rést elolrol kezdjuk.

Nagyon figyelemremélto, hogy ezzel az
eljarassal olyan iddsort allithatunk el&, amely-
nek Hurst-exponensére H=0,7 adddik. Te-
hat jelentdsen meghaladja a véletlen bo-
lyongasnal megfigyelt értéket. A szimulacios
eljaras ismerete azonban most mar azt is le-
hetdvé teszi, hogy értelmezziik a Hurst-ex-
ponens jelentését. Az vilagos, hogy H=0,5
azt jelenti, hogy az iddsort azonos eloszlasu
és fliggetlen valoszinOségi valtozok segit-
ségeével allitottuk eld. A véletlen bolyongéas
sorén az egyes lépések fiiggetlenek egy-
méstol. A legegyszer(ibb valtozatban példa-
ul a korabbi Iépésektdl teljesen fiiggetlentil
mindig 50-50 % annak val6szindsége, hogy
eldre vagy visszafelé Iéplnk.

Mas a helyzet azonban, ha a Hurst-expo-
nensre H=0,5 teljestil. Minden egyes hlzas
afél paklibdl tovabbrais fliggetlen egymaés-
tol. Az egyik hiizas nem befolyasolja a mési-
kat. A rendszerben azonban mégis létezik
egyfajta hosszu tavi memdria. Maga a rész-
pakli az, amely magan viseli Iétrehozasanak
korulményeit. Azt mondhatjuk, hogy arend-
szer ebben a sajatos értelemben ,,emlékszik”

amultjara. H>0,5 esetén tehat olyan Ggyne-
vezett trendtart6 id@sorral van dolgunk,
amelyben ndvekedést 0,5-nél nagyobb
val6szinOséggel szintén ndvekedés kovet,
csokkenést pedig csokkenés. Mindez persze
addig tart, amig a joker eld nem kerll. Ez is
természetesen a véletlennek van kitéve,
tudjuk azonban, hogy atlagosan huszonhét
huzést kell kivarnunk, hogy ez bekdvetkez-
zék. Az Ujrakeverés Uj helyzetet teremt, de
csak annyiban, hogy a sorsolés alapjaul szol-
gal6 részpakli aszimmetrigjanak mértéke,
esetleg iranya megvaltozik, de az aszimmet-
riamaga megmarad.

Konnya belatni: H<0,5 a fentieknek ép-
pen a forditottjat képviselné. Itt egy felfelé
iranyuld Iépés utan 0,5-nél nagyobb valészi-
nidséggel szdmithatunk arra, hogy csokkenés
fog bekdvetkezni, és megforditva.

Nemlinearitas a Budapesti Ertéktdzsdén

Ugyan miért érdekes, hogy a Nilus vizéllasa
aHurst-exponens szempontjabdl ilyen kilo-
nosen viselkedik, ha épp az imént allapitot-
tuk meg, hogy a legtébb tézsdeindex iddbeli
dinamikéja a véletlen bolyongaséhoz hason-
16? Lehet, hogy meglepd, mégis igaz, hogy a
Budapesti Ertéktdzsde indexének, a BUX-
nak viselkedése —az altalunk elemzett 1991.
januér 2. s 2000. majus 18. kozti idBszakban
—inkabb a Nilus vizallasanak, semmintavilag
nagy tdzsdéinek viselkedésére emlékeztet.
Tipikusnak tekinthetd a napi zaréarfolyamok
esete, amelyekre az R/S analizis eredménye-
ként 2350 megfigyelésszamra R=0,987
linedris korrelaciés egyitthatd mellett H=0,7
Hurst-exponens addédott (12. abra).*
A4.téblazathdl pedig aziskidertl, hogy
minden altalunk alkalmazott mutat6 eseté-
ben lényegében ugyanilyen eredményt
kapunk.
4 Az &bra és a tablazat eredményeinek csekély elté-
rése abbodl adadik, hogy a 12. abran a stllyozas nélkiili,

mig a 4. tablazatban a stlyozott illesztés eredményeit
mutattuk be.
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Arfolyamok Logaritmikus hozamok
1991.01.012 - p
2000.05.18 n = log —+
t-1
H R?
Zaro 0,6686 0,999

Novekedési itemek  Noévekmények
P
n= Iogp—t kt=P -P,,
t-1
H R2 H R2
0,68 0,998 0,68 0,999

4.t4blazat = Az R/S analizis eredményei a Dow Jones-index esetében

A BET persze nyilvanval6an nagyon fiatal
tdzsde. A BUX-index alakulasa alapjan azon-
ban mér eddigi torténetében is a stagnalas,
gyors ndvekedés, illetve hektikus viselkedés
kiilénbozd szakaszait kiilonithetjik el. Ered-
ményeink érvényességének ellendrzése ér-
dekében még egy ilyen kezdetleges szaka-
szolasi kritériumot alkalmazvais érdemesnek
tanta kilonbdz6 iddszakokra kilon-kiilon is
meghataroznunk a Hurst-exponenst.

Az 5. tablazathol felsejlik néhany érde-
kes eredmény. Figyelemremélto, hogy az
utolsd id6szakban a Hurst-exponens értéke
akorabbiakhoz képest feltiinGen csokkent.
Ennek értelmezése azonban tovabbi elem-
zéstigényelne. Raadasul még erre az iddszakra
isigaz marad, hogy a BUX-index Hurst-expo-
nense tovabbra is igen magas. A BET tehat
minden korabban elemzett nagy t6zsdétol
eltérabban, hogy a 0,5-t81 nyilvanvaldan szig-
nifikansan eltérd Hurst-exponenst szolgaltat.

ABUX-index iddbeli alakulasa tehat vé-
letlenszer(, de nem Brown-mozgas. A diffd-

5

0 1 2 3 4 5 6 7 8
12. abra = ABUX-index napi zar6
arfolyamainak R/S analizise

ziora véletlen bolyongés esetében érvényes
TO0% négyzetgytkos” szabaly helyett ez(ttal
T H=T 07 sszefliggés érvényesiil. Az ilyen
idGsorokat Benoit Mandelbrot nyoman frak-
tal Brown-mozgasnak nevezhetjik. Ezek
diagramjai vizudlisan is utalnak e véletlen fo-
lyamatok trendtart6 jellegére —simabbak,
mint a Brown-mozgas diagramja, s annal si-
méabbak, minél nagyobb a Hurst-exponens
meértéke, amit megerdsit az is, hogy a dia-
gram dobozszamlalé dimenzidja ezittal a
Brown-mozgasnal kapott D,=2-%2 helyett al-
talaban D_=2-H, mig a BUX-nal konkrétan
D,=2-0,7=1,3 Osszefiigges érvényesdil.

Zaré Logaritmikus
arfolyamok hozamok
P
N =log —+
t-1
H R?
1999.01.02 - 1994.02.02 0,673 0,996
1994.02.02 - 1995.12.29 0,703 0,998
1995.12.29 - 1997.08.06 0,688 0,997
1997.08.06 - 2000.05.18 0,613 0,993

5. tAblazat « Az R/S analizis eredményei a
BUX-index esetében, kiilonb6z6
iddszakokra

A befektetdi reakciok szempontjabdl ered-
ménytiink azt jelenti, hogy a BET-n a reakcio
nem azonnali. A befektetd ink&bb kivar, és
mindaddig figyelmen kiviil hagyja a beérke-
z0 informacidkat, amig nem rajzolodik ki
valamilyen vilagos trend. A befektetdk tehat
kumulativ médon reagalnak az oket ért ha-
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tasokra. Marpedig tanulméanyunk elején em-
litettlik, hogy ha a ,,k6vetkezmény (a rend-
szer reakcidja) nem all egyszerQ aranyos-
sagban a kivaltd okkal”, az a nemlinearis
rendszerek megkulonboztetd jegye. Ebben
az értelemben tehét, a BUX-index id6soré-
nak R/S analizise alapjan, a BET-n nemlingaris
viselkedést detektaltunk.

Napi arfolyamokrol® 1évén szg, gondot
okozhat, hogy eddig nem sz{irtiik ki az auto-
korrelaci6 lehetséges hatasat. Az exponen-
cidlis trendtdl, valamint az elsdrend( auto-
regressziotol megtisztitott iddsorral elvégzett
elemzés azonban pontosan ugyanazokat az
eredményeket szolgaltatta, mint korabbi sza-
mitasaink a logaritmikus hozamok esetében.
AHurst-exponensre R 2= 0,999 pontossa-
guilleszkedés mellett H= 0,686 adddott.

Tobbféle egyéb ellendrzé szamités ered-
ménye is azt mutatta tehat, hogy a BUX-in-
dex nem véletlen bolyongéasként viselkedik,
hanem er@s trendtarto jelleggel bir. Az ered-
mény annal is inkabb figyelemremélto, mivel
anapi arfolyamokrol azt szokas feltételezni,
hogy azok ,.zajosak”, s ezért Hurst-exponen-
stk eleve alacsonyabb, mint a heti vagy havi
bontasu arfolyamoké.

Afazistér rekonstrukcidja

A BUX-indexre kapott magas Hurst-expo-
nens nemlineéris viselkedésre utal. Ettol
persze még mindig szarmazhatna nagy sza-
badsagfoku, sok valtozos, sztochasztikus
rendszerekbdl. Felmeriilhet annak lehetdsé-
ge is, hogy esetleg kevés valtozos, kaotikus
dinamikus rendszerrel van dolgunk. Ennek
eldontéséhez tudnunk kellene, miként lehet
egy alacsony dimenzioju, kaotikus és egy
magas dimenzidju, nemlinedris, sztochasz-
tikus folyamatot megklénboztetni egymas-
tol. Akérdésnek rendkiviili hordereje van a

5 Megjegyezzik, hogy szamos tdzsdeindex, igy a
BUX esetében is végeztiink a heti, illetve havi in-
dexekkel, de ezek elemzése ugyancsak kivil esik
jelen tanulmanyunk keretein.

t6zsdeindexek esetleges eldre jelezhetdsé-
ge szempontjabol.

Tudjuk, hogy kaotikus dinamikarol akkor
beszélhetiink, haa véletlenszer(, bonyolult
idBbeli viselkedést a Brown-mozgéastdl elté-
rden kevés valtozos determinisztikus rend-
szer dllitjia eld. Enhez a dinamika mogétt egy
alacsony, maximum 3-5 dimengzios attraktort
kell feltételezniink. Ez azt jelentené, hogy
létezik egy 3-5 valtozés determinisztikus
rendszer, amely a tdzsdeindex mozgasat
meghatarozza. A modellt azonban nem is-
merjik. Rdadasul csak egyetlen iddsor, jelen
esetben a tbzsdeindex tényleges alakulasa
all rendelkezéstinkre. Ebbdl biztosan nem
tudjuk eldallitani magét az attraktort.

Elgallithatunk azonban valami hasonlot,
amitigen egyszera példaval fogunk illuszt-
ralni. A modern kdoszelmélet egyik leggyak-
rabban hivatkozott példajaa 4. abran alta-
lunk is bemutatott Hénon-attraktor. Tegytik
fel, hogy valamilyen oknal fogva az attraktort
eldallito
X, X, Xg ... . X o X Y

3 n-2 n-1

y1 yz y3 ' ' ' ) yn-2 yn-l yn

adatpéarok helyett csak az x valtozéra vo-
natkozo
Xl XZ

Xy o o X, XX

adatok allnak rendelkezéstinkre. Amennyi-
ben ez a valtoz valamilyen modon fligg y-
tél, akkor feltételezhetd, hogy ez a térbeli
kapcsolat az x adatok iddbeli egymasutani-
sdgaban is felismerhetd. Toljuk el az x adatsort
Onmagahoz képest eggyel. Az igy eldallitott

X, X, Xy oo ... X, X X

X2 X3 : : : : Xn-Z Xn-l Xn Xn+1

adatparokat dbrazolvavilagosan latszik, hogy
akapott alakzat nem azonos, de sokban em-
Iékeztet az eredeti attraktorra. (13. 4bra)
Altalaban is elmondhatjuk, hogy ezen az
uton egy olyan alakzatot tudunk eldallitani,
amelynek fraktaldimenzidja megegyezik az
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13. bra = Afazistér rekonstrukcioja az Hénon-attraktor esetében

eredeti attraktoréval. Egy alakzat dimenzio-
jara kapott eredmény persze fligghet attél,
hogy hany dimenzids a tér, amelyben a vizs-
galatot elvégeztiik. Sikban vizsgalodva
egyetlen kockéat sem lathatunk haromdi-
menzidsnak. A Hénon-attraktor rekon-
strukcidjakor kénny( dolgunk volt, mivel
tudtuk, hogy a masodik dimenzional megall-
hatunk. Altalaban azonban nincs a birtokunk-
ban ilyen informécio, saz idBsort az

X, X, Xg oo X, XX
XZ X3 X4 Xn-Z Xn»l Xn Xn+1
X3 X4 X5 ) ) ) Xn-l Xn Xn+l Xn+2
vagy akar az

Xl XZ X3 : Xn»Z Xn-l Xn
XZ X3 X4 Xn-Z Xn»l Xn Xn+1
X3 X4 X5 Xn-l Xn Xn+l Xn+2
X4 X5 XG Xn-l Xn+1 Xn+2 Xn+3

stb. adatok segitségével egyre magasabb és
magasabb dimenziéju térbe kell beagyaz-
nunk. Ha az attraktor dimenzidja egy ponton
tal mar nem nd egyitt a bedgyazasi dimen-
zioval, akkor ott egy alacsony dimenzios att-
raktor, kovetkezésképpen kaotikus determi-

nisztikus rendszer sejthetd. Az Hénon-attrak-
tor esetében a korrel4cids dimenzidra ket-
tes bedgyazasi dimenzio mellett 1,11 ado6-
dott, és ez még négyes beagyazasi dimenzio
mellett is csak 1,31-re emelkedett. Az ala-
csony dimenziéju kdosz jelenléte tehat
ezuton is igazolodott.

Ugyanezzel amodszerrel a hossz( tava
trendtdl megtisztitott BUX-index esetében
afeltételezett attraktor dimenzidjanak a be-
agyazési dimenziotol valé figgése a 14. ab-
ran lathaté médon alakult.

Szembet(ing, hogy mikézben a beagya-
zasi dimenziot kettdrdl hétre emeltik, az
attraktor dimenzidja gyakorlatilag valtozatlan
maradt, és alig tér el az egytdl. Elhamarkodott
dolog lenne azonban ebbdl maris egy egy-
dimenziés determinisztikus rendszer létére
kovetkeztetni. Egyéaltalan nem magétol érte-
t6dd ugyanis a fazistér rekonstrukcidja soran
alkalmazott késleltetések nagysaga. Mi csak
az egyszerQség kedvéért dontottiink ugy,
hogy az x valtoz6t mindig egyesével Iéptet-
juk odébb. Marpedig a tul kicsi késleltetés
azt eredményezheti, hogy az attraktornak
csak egy egészen kis terliletén vizsgalddunk,
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korrelaciés dimenzié

(3]
[ ]

ES
L]

w
[ ]

beagyazasi dimenzié
14. abra = Az attraktor korrelacios dimenzidjanak

beagyazasi dimenzi6tol valo fliggése a BUX-index esetében

amibdl félrevezetd kovetkeztetéseket von-
hatunk le az attraktor egészének szerkeze-
tére vonatkozdan. A kettes beagyazasi di-

menzié esetében példaul az

X, X, Xy oo X, XX
XZ X3 ) ) ) ) Xn-2 Xn-l Xn Xn+1
helyett alkalmazhattunk volna valamilyen
X, X, Xy .. X, X X

X1+LX2+L X3+L ) ) ) ) Xn-1+L Xn-1+L Xn+1

parokatis. Hogy az L mekkora legyen? Nos,

ez azoknak a rendkiviil fontos és igen nehe-
zen elddnthetd technikai részletkérdések-
nek az egyike, amelyek megoldéasa nélkil a
maodszer pontos kivitelezése elképzelhetet-
len, s amelyek miatt részletes targyalasat
egyeldre késdbbre halasztjuk.

Kulcsszavak: dinamikus rendszerek, kaosz,
véletlen bolyongés, nemlinearis iddsorok,
R/S analizis, fazistér rekonstrukcié
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