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Kepler bolygdbmozgasi torvényeiben az égi-
testek mozgéasaban uralkodo rend mutatko-
zik meg. A tokéletes rendet keresve jutott
el Kepler aszférdk zenéjének idedjaig is. Ma
mér tudjuk, hogy az égi mechanika nem csak
reguléris palyak Iétét teszi lehetdve, hanem
gyakrabban talalhatunk kaotikus mozgaso-
kat. Ha a szférak zenéjéhez kerestink meg-
feleld hangszereket, nem is kell elhagynunk
acsillagaszat teriiletét. Kepler még nem tud-
hatta, de ma mar nyilvanval6 tény, hogy
egyes valtozacsillagok fényvaltozésat a csilla-
gok akusztikus oszcillacioi okozzéak. A hul-
lammozgasok hasonlésaga révén tervezhe-
tlnk olyan trombitat, amelynek lehetséges
hangmagassagaranyai nagyon jé kozelités-
sel egyeznek egy csillag sajatrezgéseinek
frekvenciaaranyaival. Természetesen a frek-
venciak értékében tobb nagysagrendnyi el-
térés van, de megfeleld skélazassal hallhatd-
vatehetdk akar a csillagok rezgései is. A csil-
lagészokat sokaig elsdsorban a szabalyosan
luktetd valtozocsillagok érdekelték, hiszen
egyszer(bb volt értelmezni 6ket, igy hasznal-
hat6vé valtak egyebek kozott a csillagaszati
tavolsagskala felépitésében. A szférak zené-
jének kaotikus dallamaihoz viszont mind
elméletileg, mind a megfigyelésekben meg-
talaltuk a megfeleld hangszereket, azaz a
kaotikusan pulzal6 csillagokat. A Magyar
Tudomany kéosszal foglalkozo korabbi sza-
méaban az elsd eredményeket ismertettem
(Kollath, 1993). Az elmult évtizedben Gjabb
darabkék illeszkedtek a csillagaszati esemé-
nyek kaotikus kirakéjatékaba.

A csillagaszati adatok feldolgozésa kii-
I6nleges kihivast jelent még a nem kaotikus
jelenségek elemzésekor is, hiszen sok eset-
ben csak korlatozott idGtartamu, erdsen zajos
id6soraink vannak. Gondoljuk csak el, hogy
a kaotikus folyamatok szempontjabdl érde-
kes sok valtozdcsillag periodusa éves nagy-
sagrendq, ezért tobb évtized hosszusagu
folytonos megfigyelési sorozatokra van
szilkséglnk. Egy ilyen belathatatlan végi
megfigyelési program megkezdése — kiilo-
nésen a mai tudomanyfinanszirozasi korul-
mények kdzott—reménytelennek tlnik. Ma-
kedveld és amat6r csillagaszok viszont kedv-
telésbol elvégezték, és napjainkban is foly-
tatjak csillagok szazainak fénybecslését. Az
igy megkaphat6 adatsorok hossza és minta-
vételezése sok esetben megfelel a kivanal-
maknak, a jel/zaj viszony azonban mar ko-
rantsem tekinthetd biztatdnak. Egy mésik ér-
dekes jelenség a naptevékenység valtozasa,
amelynek dominans periodicitadsa 11 év.
Emberdlt6k sziikségesek ahhoz, hogy értel-
mezhetd hosszisagu nyersanyaghoz juthas-
sunk. Tovabbi nehezitd kdriilmény, hogy a
megfigyelhetd jelenségekbdl kapott szam-
szerGsithetd mennyiségek, példaul a nap-
foltszam és a folyamatok hatterében allo fi-
zikai folyamatok k6zott meglehetfsen ku-
szaa kapcsolat. A megfigyelési zajhoz rdaada-
sul belsd, a Nap mikodéséhez kapcsolodo
zajokiis tarsulnak, pl. a konvekcio altal.

Az égi mechanikéhoz kapcsolddo kao-
tikus jelenségek majdhogynem a napi saj-
t6 hirei kozé is bekerlltek a foldkozeli kis-
bolygokkal kapcsolatban. Amikor azzal
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riogatjak az olvasokat, hogy az adott kis-
bolygd par szaz év elteltével 6sszelitkdz-
het a Folddel, a pontos eldrejelzés bizony-
talansaga a péalya Osszetettségébdl és a
jelenlegi palyaelemek pontatlansagabol
tevadik Ossze. A nagykozonséget is érdek-
16 masik tertilet a mas csillagok koril kerin-
g0 bolygdrendszerek, amelyekbdl az utdb-
bi években tbbbet is talaltak. A jelenlegi
megfigyelési technikaval csak a nagyobb,
Jupiterhez hasonlé témeg( bolygdk mutat-
hatok ki. Ha ismerjiuk az ilyen nagyobb
bolygok palyajat, akkor viszont ellendriz-
hetd, hogy a lakhato tartomanyban (ez per-
sze antropocentrikusan definialt) stabilak-e
alehetséges bolygopalyak. Ezen a teriileten
hazai kutatasok is folynak (Sandor Zsolt és
munkatdrsai, 2000). A vizsgalt bolygérend-
szerek kdzo6tt vegyesen vannak olyanok,
amelyekben stabilak és amelyekben insta-
bilak a Fold tipusu planétak palyai.

Az eldzd cikkemben (Kollath 1993) tébb
egyszer( kaotikus folyamatot ismertettem
a csillagok vilagabol, ezek tobbsége segit-
séget nyUjthat a kaotikus rendszerek folya-
matainak megértéséhez. E cikkben az adat-
feldolgozésra helyezem a hangsulyt, talan a
csillagaszatban elterjeddben lévo modszerek
igy més teriileteken is hasznalhatéva valhat-
nak. Sajat kutatasainkban két modszert al-
kalmazunk rendszeresen a globalis fazistér-
rekonstrukciot és az idd-frekvencia-eloszIa-
sokat. Mindkett® hatasosnak bizonyult csil-
lagészati adatsorok esetére is.

Globalis fazistér-rekonstrukcio

Amennyiben egy iddsor determinisztikus,
kevés szabadsagi foku folyamat eredmé-
nye, akkor az adatsort Iétrehozo dinamikai
rendszer legtdbb tulajdonsaga rekonstruél-
hatd. Elegendd egydimenziés adatsorbol
kiindulnunk, hiszen a Takens-tétel, illetve
annak kiterjesztései alapjan egy d-dimen-
zi6s aramlas definidlhat6 az s(t) id&sorbal,
ahol d a beagyazasi dimenzio.

A megfigyelésekbdl eldall6 fazistérbeli
aramlas az x(t) vektorral reprezentalhato,
ami diszkrét mintavételezés (t=to+iAt) ese-
tén az x=x(t;)) mennyiségekkel adott. A
vektor komponensei az dltalanosan hasz-
nalt idbeltolds modszerével adottak:
xW={s(t;), s(ti+s), .., S(ti+@1 )} Amennyiben
az adatsorbol rekonstruélt fazistér dimen-
zi6ja elegend&en nagy ahhoz, hogy are-
konstrukci6 egyértelma legyen, akkor a
rendszer determinisztikus volta miatt létez-
nie kell az aramlast definialo differencial-
egyenlet-rendszernek:

dx(t) / dt = f(x(t))
—ami ekvivalens egy leképezéssel:
X@+1) = F(X(i) )

Feltételeztik, hogy az f és F fliggvé-
nyek explicit médon nem tartalmazzak az
id6t, ami egy pulzald csillag esetén azt je-
lenti, hogy a megfigyelések iddintervallu-
maén a csillag fizikai paraméterei allanddak,
azaz afejl6dési effektusok elhanyagolha-
tok. Valamilyen funkcionélis format feltéte-
lezve a leképezés illeszthetd legkisebb
négyzetes illesztéssel. Az altalunk vizsgalt
esetekben a leképezes F, komponenseit
(F={F,,F,,..., F,}) polinomialis alakban
keresve megfeleld eredményeket kap-
tunk.

A leképezés Gnmagaban még nem je-
lent hasznélhato informéciot. Az illesztett
sdval kapott szintetikus adatsorok vizsgala-
taval gydzodhetlink meg. Az iterdlast a
kiindulasként hasznalt x® vektorok vala-
melyikével mint kezdeti értékkel kezd-
hetjiik el. Sikertelen rekonstrukcio esetén
lehetséges, hogy a leképezés divergens
minden kezdeti feltétel esetén, vagy ép-
pen egy konstans érékhez (fixpont) kon-
vergal. Amennyiben oszcillalo szintetikus
adatsorokat kapunk, azok is lehetnek mi-
ndségikben eltérdek az analizalt adatok-
tl, pl. hatarciklust kapunk. Mivel objektiv
kritérium nem létezik az iteralt gérbék
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josdganak megallapitasara, az adatsorokat a
lehetd legtdbb eltérd transzforméacio utan
hasonlitottuk dssze: a fazistérbeli trajekto-
ridkat, a Fourier-transzformaltakat, az ido-
frekvencia-eloszlasokat és természetesen
magukat az iddsorokat. Hangsulyozom,
hogy egy az egyben nem hasonlithat6 ssze
a szintetikus adatsor a felhasznélt valtoza-
sokkal a kaotikus rendszerek kezdeti felté-
telekre vonatkozo érzékenysége miatt. Az
itt leirtaktdl eltérden a leképezést sokszor
magan az adatsoron tesztelik. Enhez az ada-
tokat két részre osztjak: az egyikre illesztik a
leképezést (ez a tanitd rész), a méasikon pe-
dig megjosolt és mért adatok kozti eltéréssel
definidljak a leképezés j6sagat.

A rekonstrukcio nem végezhetd el tet-
szOleges beagyazasi dimenzio (d) értéké-
re. A célunk a legkisebb beagyazasi dimen-
zi6 (d™") meghatarozasa, ami elegendd a
sikeres leképezés eldallitasahoz. A sziik-
ségesnél nagyobb beagyazasi dimenzid
hasznalata nem célszerQ, mivel az illeszten-
dd paraméterek szdma sziikségtelendl
megnovekszik. Matematikailag elég tag
hatar adhaté meg a minimalis beagyazasi
dimenzi6 értékére: d™n? D, ésd™n ? 2D+1
ahol D avizsgélt dinamikai rendszer valodi
fizikai dimenzidja. Tébb korabbi tanul-
manyban megkivantak, hogy d™" = 2D+1
legyen. Ez teljesen altalanos esetre garan-
talja, hogy a rekonstrualt fazistérben ne le-
gyenek egymast metszd trajektoridk,
azonban a lehetséges adatsorok csak elha-
nyagolhat6 hanyadara kell a legszigorubb
megkotés szerint eljarni. Mivel D-t nem
ismerjuk, az el6z0 egyenldtlenségek sza-
munkra fontos kdvetkezménye, hogy d™n
felsd hatart ad a rendszer dimenzidjara.

A megfigyelt adatok csak ritkan olyan
hosszusaguak, hogy pl. a kaotikus rend-
szereket jellemz0 fraktaldimenziot megha-
tarozzuk. A leképezésitt is segitséget nyt,
hiszen segitségével tetszdleges hosszUsagu
szintetikus adatsorok hozhatok Iétre, s ezek

kvantitativ jellemzdi megadhatok. Az iteralt
fazistérbeli trajektoria és a leképezés egyit-
tes ismerete lehetdveé teszi az 0sszes Ljapu-
nov-exponens (A;) meghatérozasét is. Ezek
amérdszamok adjak meg aszomszédos tra-
jektoridk divergencidjanak értékét. Legalabb
egy pozitiv exponensnek kell léteznie ah-
hoz, hogy kaotikus folyamat Iétrejohessen,
ezértaLjapunov-exponensek ismerete egy-
értelm kritériumot szolgaltat a kdosz kimu-
tatsahoz.

A csillagpulzécio kaotikus jelenségei

Az elsb kaotikus csillagmodellek masfél év-
tizede szllettek (Buchler és Kovécs, 1987),
s ezeket a jelenlegi modellszamitasok sem
tudtdk jelent8sen tovabbfejleszteni. Az
egyedili fejl6dés az volt, hogy a turbulens
konvekcié figyelembevétele a pulzacios
kodokban kitolta azt a periédusértéket, ahol
a szabdlyos pulzécio kaotikussa valik. Ez a
20 nap korili peri6dusérték jobban megko-
zeliti a tapasztalati adatokat, de a hosszabb
periodusu csillagok megfeleld modelljeinek
elkészitése tovabbi kihivas.

A modellszamitasok interpretalasaban
mér sziilettek Uj eredmények az utdbbi idd-
szakban is. A globélis fazistér-rekonstrukcio
alkalmazasaval azt kaptuk, hogy a W Virginis
csillagmodellek kaotikus viselkedése egyér-
telmOen megadhat6 egy 3 dimenzios leké-
pezéssel (Serre és munkatarsai, 1995). A le-
képezés Ljapunov-spektruma alapjan a
fraktaldimenzié egy 2,0-2,05 kdzotti érték,
hasonl6an aRdssler-rendszerhez. Amikor az
attraktor egy kozel kétdimenzios fellileten
helyezkedik el, lehetdség van arra, hogy to-
poldgiai szempontbdl is jellemezziik az
attraktort.

Atopoldgiai analizis a periodikus palyak
vizsgalatan alapul. Ha elegend® hosszusagu
adatsor all arendelkezésiinkre, akkor abban
talalhatunk kozel periodikus palyakat. Az
attraktor topoldgiaja meghatarozhat6 abbdl,
hogy a periodikus palyak miként jarjak be
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azt. Periodikus palya alatt értek mindent, ami
egzaktul ismétlddik valamekkora id® utan.
Ezek kozill csak a legegyszerQbb az, amely
egy hullammal, egy kézel szinuszos valtozas-
sal jellemezhetd. A tobbi esetében néhany
kissé eltérd ,,hulldm” utan ismétlddik megint
afolyamat. A tovabbiakban az ilyen palyakat
az ismétlddd sorozaton beliili nem tokéletes
ciklusok szdma szerint n-ciklusoknak ne-
vezem. Egy adott topoldgia esetén nem lé-
tezhetnek tetszdleges n-ciklusok. A korlato-
zastaz adja, hogy a fazistérben a palyak nem
metszhetik egymast. Az attraktort ezen kiviil
Osszefliggbnek feltételezve — azaz elvileg
barmelyik pontbdl eljuthatunk az attraktor
barmelyik masik pontjaba - tovabbi perio-
dikus palyak lehetdsége kizarhatd. Ameny-
nyiben tisztan kétdimenzios fellletben gon-
dolkozunk, egy periodikus palya azt az el6-
z0ek alapjan kettészelheti. A hengerpalast-
hoz hasonlé topoldgia ezek alapjan kapashol
kiesik a szdmunkra érdekesek kozul. Azt
barmelyik egyszer( 1-ciklus kettévagja, bo-
nyolultabb periodikus palyak pedig nem
lehetnek, mivel Snmagat metszené a trajek-
toria.

Akovetkez6 érdekes objektum a Mébius-
szalag. Aki még nem tette meg, annak érde-
mes eljatszania vele. Csak egy darab papir,
kis ragaszto és egy oll6 kell hozza. Egy pa-
pirszalag két részét ragasszuk Ugy 6ssze,
hogy ne hengerpaléstot kapjunk, hanem le-
gyen egy félfordulatnyi (180 fokos) csavaro-
das benne — ezzel létrehoztuk a Mdbius-
szalagot. Ha hosszaban kdzépen elvagjuk a
szalagot, akkor ez nem esik két részre (mint
egy hengerpaldst esetében), hanem egy
nagyobb kertletl gyarat kapunk, imméar
teljes csavarodassal. A Mébius-szalagon tehét
talaltunk egy egyszer( periodikus palyat,
ami még nem darabolja azt két részre. Mia
helyzet egy 2-ciklussal? A kisérlet ismét egy-
szer(i: mieldtt 6sszeragasztjuk a papirost,
hosszéban rajzoljunk ra két vonalat, amelyek
éppen harmadoljak a téglalapot. Osszera-

gasztasndl az egyik vonal vége pontosan a
maésik vonal végéhez illeszkedik (igazabol
ehhez atlatszo foliara kellene rajzolnunk, de
alap mésik oldalara is behtizva az egyene-
seket, azonos eredményre jutunk). ime, a
papiron minddssze egy zart vonalunk van,
de ez egy 2-ciklusnak felel meg. Az olléval a
kézben ténylegesen tapasztalhatjuk, hogy
egy vonal mentén el tudjuk vagni azt Ugy,
hogy az 6sszes berajzolt vonalnal elhaladtunk.
Az eredmény egy nagyobb és egy kisebb
kerUlet( zért szalag — azaz a 2-ciklus jelenléte
esetén két diszjunkt részre esik szét egyszeri
fazisterlink (az egyikbol a mésikba csak ugy
juthatnank el, ha metszenénk a 2-ciklust).
ARO0ssler-attraktor nagyon jo kozelitéssel
megadhato két szalaggal. Ehhez két olyan
papircsikra van sziikségiink, amelyik az
egyik végén kétszer olyan széles, minta mé-
sikon. Az egyiket csavarodas nélkl illesztjlik
gyarQveé, amésikat a Mobius-szalagnak meg-
felelden 180 fokos csavarodéassal. Az igy lét-
rehozott két alakzatot a csikok végeinél egy-
maéshoz illeszthetjiik. Az egydittes fellleten
a két szalag talalkozasi vonalanal az egyik
iranybol érkezd palyak két lehetséges ttvo-
nalon mehetnek tovabb. Az egyes szalago-
kat jellemezhetjiik a rajta Iévd 180 fokos csa-
varodasok szamaval, jelen esetben az egyi-
ket 0-val a mésikat 1-gyel. Egy ,.korbe-kor-
be” futd palyat igy 0sszességében topolé-
giailag megadhatunk egy 1 és 0 karakterek-
b6l 4ll6 sorozattal. Hasonldan a p-ciklushoz
egy p-jegy(, 0 és 1 jelekbdl all6 sorozat, a
szimbolikus sorozat tartozik. A tisztan perio-
dikus (1-ciklus) palyavagy a,,0” vagy az ,,1”
egyelem( sorozat, de az eldbbi (a korabbi
megallapitasunkhoz hasonléan) nem meg-
engedett palya — itt figyelembe kell venni
aztis, hogy csak egy irdnyba haladhatnak a
palyak, s a hengerpalast két fele kdzott csak
az egyik irdnyba lenne lehetséges az atjaras,
azaz az egyik oldalon csak egy tranziens ide-
jén tartozkodna a rendszer. Igy a legegy-
szerObb periodikus palya csak az,,1” lehet.
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A papiron rajzolgatva talan eljuthatunk né-
hany tovabbi periodikus palydhoz is, ame-
lyek megfelelnek a kivanalmainknak, de ez
mér nem egyszer( feladat.

Ajelen esetben ismertiik a papir alakza-
tot, amit a tovabbiakban templétnek hivok.
A mérési, megfigyelési adatok feldolgoza-
sakor egy pélya, vagy palyak ismeretében
szeretnénk meghatarozni a templétet. Egy
kaotikus attraktor esetén a periodikus pa-
lyak instabilak, de nagyon sokaig kovetve
egy kaotikus trajektoriat, az megkdzelitheti
valamelyik n-ciklust. Nem kell mast tenntink,
mint a megfigyelésekbdl kapott fazistérben
keresni az idBben tavoli, de térben egymas-
hoz kdzeli pontokat. Amennyiben ismerjik
arendszerhez tartozd dinamikét (differencial-
egyenleteket vagy leképezeést), akkor itera-
cidval egyértelmien meghatarozhatok az
instabil periodikus ciklusok. A kovetkezd
kérdés, hogy miként azonosithatjuk, hogy
hany szalaghbdl all atemplét, és azok kozil
éppen melyiken tartézkodik az attraktor. A
periodikus palydk a Poincaré-metszeten
minddssze néhany ponttal jellemezhetdk (a
hatéarciklus egy ponttal, mig a p-ciklusok p
darab ponttal). Minden egyes ponthoz
megadhato, hogy a szalagok kdziil melyiken
talalhat6 a Poincaré-metszet alapjan gyartott
els0 visszatérések térképe (Poincaré-lekeé-
pezés alapjan).

Ha megtalaltuk az 6sszes periodikus
palyét, és meghatarozzuk a hozzajuk tartozo
szimbolikus sorozatokat, akkor kvantitativ
leirést kapunk az attraktorhoz. Kimutattak,
hogy ez az informéacié elegendd lehet az
attraktor topoldgiai jellemzéséhez. A teljes
folyamat itt nem mutathaté be, de péar [épést,
kiindulépontot ismertetek. A szimbolikus
sorozatokhoz talalhato egy elv, amellyel sor-
ba rendezhetdk, illetve egy transzformacia,
amellyel szimbolikus koordinatak definidlha-
tok. Az adott attraktorban talalt, asorrendben
alegmagasabb értékd palya az 6sszes, nala
kisebb érték{ periodikus palyat isindukalja.

-180

A két szimbolikus koordinataval definialt
sikon a véges hosszlisagu adatszegmensek
egy-egy ponttal jellemezhetfk, melyek ko-
z6tta periodikus palyak kitlintetett helyzetet
foglalnak el. A szimbolikus sikon a periodikus
palyak lehetséges hierarchigja jol jellemez-
hetd. Sikra vetitve egy periodikus palyat, a
szalagok csavarodésai jellemezhetdk azzal,
hogy miként keresztezi sajat magét a trajek-
toria (a fellil Iévd milyen irdnyba halad). Erre
egy algebrai modszer is hasznalhat6, amivel
egyszer(vé vélik a topologiai szerkezet el-
lendrzése.

AW Virginis-modell attraktora a Rossler-
rendszerhez hasonléan kozel két szalaggal
jellemezhetd, de az egyes savok finom, tobb-
rétegl szerkezete hatarozottabban megfi-
gyelhet8. Az el6bbiekben ismertetett mo-
don a két szalaggal jellemzett topoldgia jol
definidljaarendszert. Az attraktoron az 10110
sorozattal jellemzett 5-ciklus indukalja a le-
hetséges periodikus palyakat. (A periodikus
ciklusok szekvenciai 1, 10, 1011, 10111,
10110, 101110, 101111 stb.) A topoldgiéra
vonatkoztatva az az eredmény adodik, hogy
az attraktor hasonl6 a Rossler-rendszerhez,
de még egy csavarodas figyelheté meg az
egyik szalagon (1. abra).

1. abra = ARdssler-rendszer (bal oldal)
ésaW Virginis-modell (jobb oldal)
attraktora. A templét a szaggatott vonal
mentén Osszeillesztett két szalagbdl all
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A modell vizsgélatanal kapott legfonto-
sabb eredmény az, hogy attdl figgetlenl,
hogy a csillag sugaréat vagy annak teljes fé-
nyességét hasznaltuk fel mint megfigyelt
egydimenziés valtozét, azonos eredmény-
hez jutottunk. A csillag dinamikéjaban a sugar
alapvetd valtozé, aluminozitas (teljes fényes-
ség) viszont egy bonyolult leszarmaztatott
mennyiség. A Takens-tétel majdnem mindig
alkalmazhat6, de lehetségesek afizikai val-
tozok olyan fliggvényei, amelyeken keresz-
tll vizsgélva a rendszert torzitott képhez
jutunk. A topolégiai azonossag alapjan csil-
lagok esetén a fényesség jol viselkedd
mennyiség. Ez azért jelentds, mert a meg-
figyelések jelentds része csak a fényességet
adjameg, csak elhanyagolhatd mennyiség-
ben léteznek —a szamunkra érdekes csilla-
gok esetén — elegend® hosszusagu radialis-
sebesség-gorbék.

Az RV Tauri tipusu valtozocsillag, az R
Scuti eldzetes vizsgalata (Kollath, 1993), az
adatsor Fourier-transzformécioja és a geo-
metriai fazistér-rekonstrukcio kaotikus dina-
mika jelenlétére utalt. A globalis fazistér-re-
konstrukcio Gjabb lehetdséget adott az eld-
zetes eredmények megerdsitésére és kvan-
titativ vizsgalatara (Buchler és munkatarsai,
1995, 1996). Munkénkban az AAYSO (Amer-
ican Association of Variable Star Observers)
vizuélis megfigyelésekbdl szarmazé adat-
bézisat hasznaltuk fel. Az egyedi fényesség-
becslések hibaja nagy (kb. 0,1 magnitido),
de az adatpontok nagy szama miatt a 2-5
napos atlagok esetén mér elfogadhat6 a jel/
zaj viszony. A rovid adathidnyokat simitd
interpolaciéval fedtiik le, ami egyuttal alul-
ateresztd szdrést is jelentett. Az altalunk
hasznalt spline algoritmusban paraméter-
ként megadhat6 az eredeti adatok és a spline
kozotti négyzetes eltérés. A globdlis fazistér-
rekonstrukciot a paraméter tobb értékére
teszteltiik, a 0,06 értéket talaltuk optimalis-
nak, ami megfelel az adatsor zajszintjének.
A legalacsonyabb beagyazasi dimenzio,

amely elvileg kaotikus folyamatot eredmé-
nyezhet: d =3. Az R Scuti esetében azonban
nem taldltunk olyan 3 dimenzios leképezést,
amelynek iteraciojaval a megfigyelésekhez
koézeli szintetikus adatsort kaptunk volna.
Eggyel ndvelve a dimenziét viszont robusz-
tus leképezés adodott. A valtozas jol model-
lezhet6 egy négydimenzids negyedrendi
leképezéssel. A megfigyelt és az iteralt adat-
sor egy-egy részéta 2. abran lathatjuk.

‘ N megfigyelések

L 1

id6

2. abra = Az R Scuti megfigyelt
fényvaltozésa (font) és az illesztett
leképezés alapjan kapott szintetikus
adatsor (lent)

Asikeres 4-dimenzids leképezés azt jelenti,
hogy a féenygorbe leirasdhoz elegendd négy
kozonséges differencidlegyenlet. A csillag-
pulzaciora alkalmazva azt kapjuk, hogy
minddssze két (komplex) pulzaciés modus
kolcsdnhatésa sziikséges ahhoz, hogy az
Osszetett és szabalytalannak tand valtozast
modellezziik. Az illesztett leképezés alapjan
meghatdroztuk a Ljapunov-exponenseket,
melyekbdl egy pozitiv, egy nullanak tekint-
hetd (folytonos &ramlésok esetén legalabb
egy Ljapunov-exponensnek zérénak kell
lennie), a fennmarado kettd negativ. Ez az
els® erds bizonyiték arra, hogy szabalytalan
fénygorbe alacsony dimenzi6ji kaosz ered-
ménye. A Ljapunov-spektrum alapjan becs-
Iést adhatunk a fraktaldimenzidra, melynek
értéke az R Scuti esetén kb. 3,1. Ez azt jelenti,
hogy a fazistér dimenziéjanak legalabb 4-
nek kell lennie.

Akapott leképezés lineéris stabilitasvizs-
galata egy spiralisan ndvo és egy csokkend
amplitidéji modust mutatott ki (instabil és
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stabil fokuszpont), amely a Shilnikov tipust
instabilitasokra jellemzd. A két modus frek-
vencidi kdzel vannak az 1:2 rezonancidhoz:
f=0,0069 nap™ ésf,=0,0147 nap™. A kisebb
frekvenciaju médus az instabil. Az ehhez
tartozd mozgéas ndvekvd amplitadoja, kifelé
spirdlozd. Az amplitidd névekedését a két
maodus kolcsdnhatasa allitia meg, azaz amoz-
gas atvalt az f, frekvenciaj befelé spiralozo
mozgéasba. A két rezgési médus kdlcsonha-
tsa megmagyaradzza, miért négydimenzids-
nak adodott a rekonstruélt rendszer, hiszen
minden (komplex) rezgési modushoz két
szabadsagi fok tartozik. A megfigyelések ér-
telmezésével kapcsolatban ez az eredmény
azértjelentGs, merta 2f ésaz f, kozotti frek-
venciatartomanyban a kélcsdnhatasbol
eredd frekvenciamodulacié megfigyelhetd
lehet. llyen jelleg( modulaciot sem a megfi-
gyelési zajok, sem a csillaghoz tartoz6 egyéb
folyamatok (pl. konvekcid, tdmegvesztéshdl
szarmazo csillagkorili anyag valtozo fényel-
nyelése) nem hozhatnak létre. Ezért az amp-
litddo véltozésaval korreldld frekvencia-
cstiszkalas a nemlineéris moduskolcsdnhatas
ésaz ebbdl szarmazo kaotikussag lenyomata
lehet. Félig szabalyosan valtozo csillagok (RV
Tauri, félszabalyos és Mira tipusu valtozok)
tucatjét vizsgaltuk meg az elmult évben id6-
frekvencia-eljarasok segitségével. Tobbsé-
guknél megfigyelhetd az emlitett modula-
ci6. Az adatsor egyszer(i Fourier-transzforma-
ciojaval nem vehetdk észre ezek a modula-
ciok. Ennek f& oka, hogy ezeknél e frekven-
cidknal az amplitadé egyébkeént is kicsiny, s
a periodus valtozasa miatt még inkabb elmo-
s6dnak ezek a komponensek. A Fourier-
transzformalt alapjan sokszor tévesen szaba-
lyosan periodikusnak gondoljak ezeket a
csillagokat. Ha megfeleld id6-frekvencia-el-
oszlasokon alapuld mddszerekkel vizsgaljuk
az adatokat, samagasabb frekvencigju tarto-
manyt szréssel felerdsitjiik, azonnal szem-
betind a val6jaban komplex viselkedés.
Egyes csillagokrdl egymaéstol fliggetlen meg-

figyelési adatok is rendelkezésre allnak: az
egyik professzionalis, majd két évtizednyi
fotoelektromos észlelési sorozat, a mésik
pedig amatdrcsillagaszok fénybecslései
alapjan. A fuggetlen és eltérd jellegh megfi-
gyelési zajok ellenére a kapott id6—frekven-
cia-térképek szinte tokéletesen megegyez-
nek, azaz a modus-kolcsonhatasok fenyval-
tozésbeli lenyomatai szignifikansak. Példa-
kéntaz X Aurigae Choi-Williams tipust idd—
frekvencia-eloszlasat a 3. Abrdn mutatjuk
be. Jol megfigyelhetd az elsé harmonikus
kornyezetében az er8s frekvenciamodula-
ci6, amirdl a Fourier-transzformalt semmilyen
informécidval nem szolgal.

A naptevékenység kaotikus jellege

A naptevékenység valtozasai foldi hatasok-
kal is jarnak, példaul a globalis klimaval-
tozasokban fontos szerepet jatszhat a je-
lenség. Schwabe 1843-ban kdzolte a napfolt-
szamok 11 éves ciklusét, s mérfoldkdnek
szamitd munkajaban mar a maximumok
nagysaganak valtozasara is bizonyitékkal
szolgélt. Ma mér tudjuk, hogy a naptevé-
kenység valtozasa nagyon dsszetett jelenség,
valtoz6 amplitidéval és periddusokkal. A
naptevékenység elbre jelezhetdsége régi
probléma, és manapség is Ujabb és Gjabb ki-
sérletek torténnek a folyamat modellezé-
sére.

A kaotikus folyamatok itt is fontos sze-
rephez jutnak. Osszefoglalénkban csak sze-
mezgetiink az utdbbi években megjelent
eredmények kozil, amelyek a nemlineéris
dinamikai jelenségek és a naptevékenység
kapcsolataval kapcsolatosak.

A napfoltok és mas aktivitassal kapcso-
latos jelenségek valtozasanak hatterében
egy dinamoeffektus van, amely a Nap diffe-
rencidlis rotacidjat kapcsolja a magneses
térhez. A dinamémodellek tébbsége mint
nemlinedris dinamikai rendszer képes kao-
tikus folyamatokat produkalni. A dinamo-
elméletbdl leszarmaztatott egyszerUsitett
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3. &bra = Egy Miracsillag, az X Aurigae fénygdrbéje (fent), annak Choi-Williams
tipust idé—frekvencia-eloszlasa (lent) és frekvenciaspektruma (jobbra)

modellek is j6 kiindul6pontot adnak a lehet-
seges kaotikus folyamatok tanulményoza-
séhoz. A redukélt modellekrdl Charbonneau
(2001) publikalt 6sszefoglal6t. A dinamé-
egyenletek alapjan tobb egydimenziés leké-
pezés is felirhatd, Iényegében a logisztikus
leképezéshez kdzeli tulajdonsagokkal. Ha a
napfoltszam maximumainak adatsorabol
levonjuk annak megfelelden képzett moz-
gdbétlagét, akkor egy olyan sorozatot kapunk,
amelyben felvéltva kisebb-nagyobb az ér-
ték. Az irodalomban pératlan-paros effek-
tusként szerepel ez a folyamat. Ez hasonl6 a
logisztikus leképezés esetén kaphatd perié-
duskétszerezddési tartomanyhoz. A redukalt
dinamoémodellekben is hasonlé folyamatot
figyelhetink meg. A vizsgalatok szerint a
paratlan-péros sorozat akkor is megmarad,
ha a leképezést zajjal gerjesztjuk. Ez fontos,
mivel a Nap esetén jelentBsek lehetnek ma-
gasabb dimenziéju (a konvekciéhoz kap-
csol6do) folyamatok is. Vizsgéltak olyan szto-
chasztikus leképezést is, ahol e leképezés
kontrollparamétere is véletlenszer(en valto-

zott, példaul mind ¢, mind y_ véletlen valto-
z06 az aldbbi egyenletben:
I:>n+1:’ann2 (1_pn)+8n'

Ha g, értekeit a [4,5, 6,5] intervallumbdl
valasztjuk, akkor ki-bekapcsol6 tipusu in-
termittencia jelensége is fellép, azaz a mo-
dell szerinti napfolttevékenységnek idd-
szakonként csokken az intenzitasa. Hosz-
szan tarté minimumok valéban megfigyel-
hetdk a napaktivitasban, de ezek jellege
kissé eltérd.

Mit mondhatunk a megfigyelt napfolt-
szam véltakozasa alapjan a jelenség hét-
terében Iévd dinamikardl? 150-200 évnyi
megbizhato adatsor all arendelkezésuinkre,
ami kevesebb, mint 20 ciklust jelent. Az
adatsor révidsége ellenére toébben is meg-
kiséreltek modelleket illeszteni az adatok-
hoz. Serre és Nesme-Ribes (1996) a mar
korabban bemutatott globélis fazistér-re-
konstrukci6t alkalmazva azt kapta, hogy
egy négydimenzios leképezéssel a megfi-
gyelthez hasonlé adatsorok készithetdk.
A jelenségkor fontossaga miatt modszerek
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széles skaldjat alkalmaztadk mar erre az
adatsorra. Erdekes megkozelités a leképe-
zés illesztése genetikai algoritmussal (Or-
fila és munkatérsai, 2002). Az eljaras lénye-
ge, hogy az idGeltolas modszerével kapott
allapotvektor véletlenszer(en kivalasztott
elemeit a négy alapmavelet kdzil véletle-
nil kivalasztott modon kapcsoljak 6ssze, s
a lehetséges paramétereket az adatsor
egyik részével illesztik. A kezdeti 120 po-
pulaciobdl kivalasztjak a legjobbakat az
adatsor masik részén megfigyelt eldrejelzd
képességlik alapjan. A megmaradt popula-
ci6 elemeit véletlenszerlien keverik, és mu-
taciokkal latjak el, s a természetes kivalasz-
todas” elolrdl kezdddhet. A 10 000 generacio
utan kapott egyenleteket fogadték el a nap-
tevékenység modelljének. Sajat kritikdm az
eljarasrol az, hogy a kapott egyenlet alakja
bevallottan nagyon esetleges. Kis valtoztatas
az adatok kezdeti feldolgozésaban (simitas,
sz(rés) mer8ben eltérd forméju eredményre
vezethet. Ennek megfelelden afelirt formula
nem mond semmit a folyamat hatterében
lévo fizikai folyamatokrol. Ne feledkezziink
el arrol sem, hogy ezzel amodszerrel is csak
akovetkezd ciklusrol mondhatunk valamit,
saztis meglehetdsen nagy hibaval.

Mivel még a kdzelmultban is hasznltak
linedris sztochasztikus modelleket a napfolt-
sz&m véltozasanak modellezésére, érdemes
ellendrizni, hogy ezek mennyire lehetnek
elfogadhatdak. Sello (2001) ezt a kérdést is
vizsgalta a napciklus el6rejelzését targyald
munkdjaban. A szurrogatumok maédszerét
(olyan helyettesitd adatok, amelyek az adat-
sor valamely tulajdonségait utdnozzak, jelen
esetben a linearis viselkedést) alkalmazta
arra, hogy statisztikailag elendrizze a linearitas
hipotézisét. A helyettesitd adatok a napfolt-
szdm véltozéséhoz illesztett linedris sztochasz-

tikus folyamatok voltak, amelyek egy meg-
felelden vélasztott lineéris és nemlineéris
statisztika segitségével hasonlithatok a meg-
figyelt adatokhoz. A nemlinearis statisztika
olyan redundancia volt, amelyet az adatsor
kapott kereszt-entropidjabol szarmaztattak.
Ehhez a nemlinearis redundancidhoz termé-
szetes mddon hozzéarendelhet egy linearis
is. Avizsgalatok szerinta linedris redundancia
nem tesz kiilénbséget a napfoltszam alaku-
lasa és s szurrogatumok kozétt, de a nemli-
nearis redundancia egyértelmden mutatja
ezen egyszerd modellek hidnyossagait. Sello
megadja a napfoltszamadatokbdl szarmazta-
tott Ljapunov-exponenseket is, melyekbdl
kettdt becsilt pozitiv értéklnek. A Ljapu-
nov-dimenzi6 4 felettinek adodik. Vélemé-
nyem szerint egy ilyen révid adatsorbol tllzas
egy ilyen értéket hatdrozottan megadni, de
az adatokban Iévd komplexitas meggydzo-
en adodik a vizsgalatbol. Munkdjaban az is
egyértelmdvé valt, hogy a napfoltszam eld-
rejelzéséhez nemlineéris modelleket kell
hasznalnunk, de a kaotikus viselkedés miatt
aprognozisok erdsen korlatozott jelleglek.

Avaéltozdcsillagok esetén az id6-frekven-
cia-eloszlasok finomszerkezete a kdosz
jellegzetességének bizonyult. Jelen sorok
szerzBje megvizsgalta a napfoltszdm adat-
soraitis a frekvenciatartalom iddbeli valtozésa
szempontjabal. Ittis léteznek kordbban nem
regisztralt szerkezetek. Serre és Nesme-Ribes
modelljeinek stabilitdsvizsgalata is utal arra,
hogy tobb rezgés kélcsdnhatasa is jelen lehet
ahattérben lévd dinamikai rendszerben. Ha
majd sikerl teljesen feltarni ezeket a kdz-
ponti csillagunkra vonatkozé fizikai jelensé-
geket, talan a szférak zenéjének a foldi élet
szempontjabdl legfontosabb hangszerét is
megismerhetjik.
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