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A kockázatok matematikai kezelése 

Dolgozatunk célja összegyűjteni m i n d e n esetet, ahol a vélet lennek valamilyen 
s ze r epe lehet. Gyerekesnek tűnhe t ez, védekezésül csak azt hozzuk fel, hogy 
s o k a k szerint a valószínűségszámítás alapfogalmai nem jók. Lehet. Mi mindenesetre 
megpróbá l juk szélesre tá rn i a kapu t . Mint minden, ami él, a véletlen is n é h a 
h a s z n o s , néha káros . Jel lemző lehet szembeáll í tani ezeket az ese teket , és meg-
m u t a t n i mögöttük a két ellentétes folyamat összefonódását : a r end apró hiá-
nyosságaiból kialakuló (esetleg m a g a s a b b szintű) s t r u k t ú r á k a t és a káosz mé-
lyén rejtőzködő törvényt. 

Általános ér te lemben kockáza tnak nevezünk mindent , ami n e m teljes in-
fo rmác ió jú döntéssel kapcsolatos . A kockáza t kezelésének különböző módszerei 
v a n n a k , ezek valamilyen értelemben mind redukál ják a helyzet bizonytalan-
s á g á t . A redukció egyik módszere tu l a jdonképpen nem csökkenti a lehetőségek 
s z á m á t , csupán rangsorol ja azokat a n n a k függvényében, hogy milyen mérték-
b e n s zámí tha tunk a bekövetkezésükre . Ez á l ta lában a sztochaszt ika, közelebb-
ről a valószínűségszámítás eszközeinek az alkalmazásával válik lehetségessé. 

Egy kis filozófia 
Az európiai gondolkodás apollói jellegű: szereti a fényt, kerül i a homályt, 

e l u t a s í t j a a tuda t lanságot . Csak korlátok mögül szeret a s zakadékokba ku-
k u c s k á l n i , borzongani olyan veszélyektől, amelyektől védve t u d h a t j a magát . 
Ö n n ö n tuda tunk kor lá ta i t önnön t u d a t u n k k a l kimérni nehéz küzde lmekben 
kel le t t meg tanu lnunk , h a egyáltalán meg tanu l tuk . Ebben a fo lyamatban a 
m a t e m a t i k á n a k mindig ket tős funkciója volt. Bizonyosabbnak kellett lennie 
m i n d e n más tudományná l , és amilyen mér t ékben körvonalazódtak korlátaink, 
olyan mértékben vált szükségessé ezek számokkal történő jel lemzése. A való-
sz ínűségszámí tás eszközeinek a lka lmazása képes csökkenteni a véletlen káros 
h a t á s a i t , de ezen tú lmenően fontos a sz tochasz t ikának az a szerepe, hogy 
p o n t o s a n meghatározza a b izonyta lanság mértékét . Ha jól működ ik , olyan, 
m i n t az orvos: segít, ahol tud, de ahol n e m segíthet, ott köte lességének ta r t ja 
tevékenységének kor lá ta i t világosan kijelölni. 

Tova tűnő s z á z a d u n k bőségesen szolgáltat példát olyan felfedezésekre, ame-
lyek mind azt bizonyít ják, hogy valamit nagyon sokáig rosszul t u d t u n k . A 
radioakt ivi tás , a tömeg és energia egymásba a lakulása száz év a la t t várat lan 
felfedezésből utcai közhellyé vált. Meg lehet-e most mondani , száz év múlva 
milyen eredmények veszik át a he lyüke t? Csak azt a világot i s m e r h e t j ü k meg, 
a m i t kézbevettünk, és ami ezért m a g á n viseli kezünk nyomát . Mit csinál a 
világ, amikor n incs a kezünkben? Nem vagyunk fizikusok, meg n e m t u d n á n k 
m o n d a n i , meg lehet-e határozni . Divat a miszt ika minden ága és divat ennek 
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mindenfa j t a e lu tas í tása . 1908 tá ján Freud és Jung ígéretesen induló együtt-
működése azért vált kibékíthetetlen el lenségeskedéssé, mert fénylő ö n t u d a t u n k 
homályba vesző ha tára i t nem ugyanot t vonták meg, és nem tud tak megegyezni 
abban , mit kell mondan iuk a l a ikusoknak arról, mit gondol janak a la ikusok 
arról, amiről egyáltalán semmit sem t u d h a t n a k még a beavatot tak sem. 

Gödel eldönthetelenségi tétele 
A Bolyaiak révén a plátói ax iomat ikus gondolkodás nemzeti s a j á to s ságunk -

nak mondha tó . Minden ax iómarendszerben megfogalmazható olyan kérdés , 
amit azon az axiómarendszeren belül n e m lehet megválaszolni. Tetszés szerint 
vá la sz tha tunk axiómarendszereket , amelyekben magunk í r juk elő, hogyan vi-
selkedjenek a pá rhuzamosok , avagy mi legyen a helyzet a kon t inuum-h ipo té -
zissel. A kiválasztási ax iómának nevezett halmazelméleti feltételt egy időben 
a ma tema t ikusok egy része nem a k a r t a elfogadni. A tudomár yok a m a t e m a -
tikától vár ják egzaktságuk megalapozását , miközben a ma tema t ika agyaglábú 
ór iássá vált: fogalmunk sincs, mi hiányzik igazán, mit hoz még a jövő ebben 
a folyamatban, hiszen igaz ugyan, hogy mikor J á n o s vitéz elpuszt í tot ta a bo-
szorkányokat , közben egyre világosabb lett, de mit tegyünk, h a ú j a b b felfede-
zéseink so rán sokszor az a kellemetlen é rzésünk támad, min tha mia t tuk egyre 
sötétebb lenne, legalábbis abban az ér te lemben, hogy hir telen kiderül, k o r á b b a n 
nem is volt olyan világos, amint azt h i t tük . 

Katasztrófa-elmélet 
Huszonöt éve divatossá vált a differenciálegyenletek vizsgálata során feltárt 

néhány aránylag egyszerű s t ruk túra - té te l re azt mondani : no most ezek minden t 
megmagyaráznak az életben. Csak részben tették, ezt a kissé kénkőszagú funk -
ciójukat azóta m á s témák vették át, valószínűleg ezek is c s u p á n ideiglenesen. 

Káosz 
Most a káosz talán a legkénköszagúbb, részben azért , mert matemat ika i 

vizsgálata szokás szerint nehezen követi a fizikusok empir ikus észrevételeit. 
A fraktálok világa inkább csak esz té t ikus j á t éknak mondha tó . De azt a gon-
dolatot szépen illusztrálja, hogy a részekben tükröződik az egész. 

Evolúció-elmélet 
Kicsit eltávolodva a tudományoktól l á tha t juk , hogy a ma tema t ika „árasztásos 

módszerrel" terjed: a fizika—kémia—biológia—orvosi tudományok mentén csak 
fokozatosan lépi á t a t e rmésze t tudományok és bölcsészet tradicionális ha tá ra i t . 
Ebben a folyamatban külön nyomon követhető a bizonyosság-bizonytalanság 
egymást követő hul láma. A felvilágosodás bizonyosságával felállított darwini 
elképzelést szer in tünk ma még mindig c s a k a hiedelmek világába soro lha t juk , 
noha folyamatos itt is a „most már egészen bizonyosan tud juk" közlések meg-
jelenése. Újabban épp a bizonytalanság eszközei dominá lnak itt is: te rmészetes 
gondolat, hogy amiként a kozmosz a káoszból emelkedet t ki, ezt tette az élet 
is. Egyáltalán elképzelhető, hogy Gács Péternek egy a ránylag ezoterikus ma-
tematikai konst rukciója n incs is olyan távol attól, hogy az élet keletkezésének 
rég kereset t ku lcsa legyen: világunk egymásba skatulyázot t önálló egységek 
végtelen láncolata, amelyek k ia laku lásuk során egy darabig egymástól függet-
lenül sa j á t életüket élik, az tán egymás vonzásába kerülvén kölcsönösen rabu l 

Magyar Tudomány 1999. 1. szám 8 1 



Mályusz Károly—Tusnády Gábor 

ejtik egymást, ú j abb egységekké szerveződnek. Bozonok, kvarkok, atomok, ve-
gyületek, nukleotidok, fehérjék, élő sej tek, többsej tű élőlények, ezek csopor-
tu l á sa in á t ma még n e m lát juk, hova fu t tovább a láncolat, h a egyáltalán van 
tovább út , és ha van , hogyan lehet azt megtalálni. 

Az élő rendszerek h ierarchikus egymásraépülése miat t n e m c s a k az élet 
e rede tének megér téséhez kell t i sz táznunk ezeket a kérdéseket , h a n e m az élő 
szervezetek megvédéséhez, gyógyításához is: az evolúció nagy léptékű folyamatai 
k i smér tékben megismét lődnek az egyedi életben is, szerepük van a veleszületett 
rendel lenességek k ia laku lásában , öröklődésükben, a rossz indula tú dagana tok 
keletkezésében és az immunrendsze r működésében is. Hasznos és veszélyes 
egyszerre az önszerveződés, ha egyáltalán értelmezhetőek ezek az értékitéletek 
ilyen nagy léptékű folyamatokkal kapcso la tban . 

Biztosítások 
Amit megismerünk, megbará tkozunk azzal. így a véletlen is — áttörvén az 

ismeret lenség kénkőszagú burká t — szerencsejá tékok szórakoztató világa u t á n 
prózaibb szerepeket k a p o t t é le tünkben. A kockázatok kezelésének ál ta lános 
módszere azok megosz tása az ér intet tek között . Itt a kal ibrálás , centiméterrel 
való méricskélés hé tköznap i szükséglet akkor is, ha a folyamatos változás ezt 
sokszor megnehezíti. A változások olyan felgyorsult szakaszában , mint nap ja -
i nkban , időnként el is lehetetleníti. A sztochaszt ika stat iszt ikai a lkalmazásai 
so rán szerzett legfontosabb t apasz ta l á sunk az, hogy a vélet lennek ugyanúgy 
egyénisége, saját arca, ujjlenyomata van, mint egy embernek, vagy bármilyen 
m á s bonyolultabb rendszernek. Egy kívülálló haj lamos úgy gondolni a véletíenre, 
mint valamilyen a lakta lan és kiismerhetetlen masszára: ez nem igaz, az viszont 
tény, hogy van ilyen véletlen is (kicsit talán pontat lan kifejezéssel azt szoktuk 
mondani , hogy ez a „tiszta" véletlen), és a bonyolultabb lehetséges arcvonásokról 
még nagyon kevés, c sak fokozatosan kialakuló elképzelésünk van. 

A kockázat fogalma nem azonos a véletlennel, szokásos értelmezés szerint 
a) egy ember vagy csoport tuda tos cselekedete, döntése ese tén beszé lhe tünk 

kockázatról , ami 
b) a jövőben v á r h a t ó következményeknek valamilyen előre nem látható, a 

tervezettől eltérő fo rdu la t a során 
c) kedvezőtlen, k á r o s kimenetelre vezet, és sokszor 
d) a cselekvést végző, a döntést hozó személy maga vál t ja ki, esetleg a 

bonyolul tabb fo lyamatban részt vevő egységek szervezetlensége révén. 
Napja inkban nagy h a t á s a van a vélet lennek a gazdasági és a piaci életre. 

A h a t v a n a s évek h ő s k o r á b a n elterjedt nézet volt az, hogy mode rn és ha tékony 
ipari tevékenység c s a k matemat ikai eszközök, közelebbről az operác iókuta tás 
módszere inek az a lkalmazásával lehetséges. A megbízhatóság-elmélet , a döntési 
folyamatok elmélete, a játékelmélet , a sz tochasz t ikus folyamatok vezérlésének 
módszerei , az a lakfe l ismerés technikájával együtt a szakértői rendszerek, a 
mes terséges intelligencia, robotika t émáiba épültek be nap ja inkra , de a ma-
temat ika m i n d e n h a t ó s á g á b a vetett hi t gyengülni látszik. A roman t ikus túlzások 
u t á n egyszerűen h a s z n á l j á k a ma tema t iká t a döntések előkészítésében. A pénz-
ügyi m a t e m a t i k á b a n a kockázat je lentősége például a befektetések megválasz-
t á sako r merül fel, egy befektetési tervet, portfoliót immun izá lha tunk a b e n n e 
szereplő elemek kockázat i jellegének a lka lmas vegyítésével. Sok esetben maga 
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a számí tás technika mint a gondolkodást segítő eszköz önmagában elegendő, 
m á s ese tekben viszont magá t a gondolkodást is a r endsze rnek kell elvégeznie 
azért, mer t a lehetséges esetek számbavétele az emberi gondolkodás s z á m á r a 
egyszerűen lehetetlen. 

Talá lkozásunk a kockázatokkal néha aktív, n é h a passziv, van úgy, hogy 
mi vadászunk más ra , és előfordul, hogy ránk vadásznak . A passzív találko-
zásnak legszemléletesebb példája a folyók menti gát rendszer . Magassága, ka r -
b a n t a r t á s a megbízhatósága idő ta r t amban mérhető: m o n d j u k kétszáz éve n e m 
fordult elő m a g a s a b b árviz. (Számtalan példa lá tható nap j a inkban , amikor az 
ilyen rekordok sorra megdőlnek a megváltozott körü lmények miatt.) Az aktív 
kockázatvál lalásra a t ipikus példa az üzleti élet. Mindenki maga t ud j a ö n m a -
gának lemérni, az ér-e többet neki, hogy egy év múlva vagyona tíz esetből 
egyszer megtízszereződhet, kü lönben a többi esetben elvész, vagy tíz év múlva 
biztosan megkétszereződik. 

Modellépítés 
A jelenségek okainak vizsgálatában fontos szerepe van a reprodukc ió juknak . 

A matemat ika i tételek egy része bizonyos matemat ikai lag jól körü lha tá ro lha tó 
dolgok létezését állítja. Ezt gyakran nem értik a la ikusok: azokban az ese tekben, 
amikor a szóban forgó dolog túl közel van a valódi megfelelőjéhez, azt hiszik, 
az objektív létezés eleve biztosít ja az elméleti szükségszerűséget is. Hasonló 
gondot okoz a véletlen szerepének pontos megértése. Századunk fizikájának 
néhány alapvető eredménye a r ra utal , hogy a véletlen egyrészt az anyag alap-
vető, mássa l nem helyettesí thető tula jdonsága, más rész t k i ik ta tha ta t lan az 
anyaggal való kapcsola tunkból . Mégis egy konkrét je lenség leírásánál h a s z n o s 
különválasztani a folyamatban eleve benne levő véletlent a megfigyelése so rán 
keletkezőtől. Ez utóbbi ese tben ismét két eset lehet: m a g á n a k a megfigyelésnek 
a megváltoztatásával a véletlen szerepe csökkenthető, ese tenként tel jesen ki-
iktatható, vagy a megfigyelés eleve csak bizonytalan információkkal szolgálhat . 
Más esetekben igaz ugyan, hogy a véletlen szerves része a vizsgált fo lyamatnak, 
de a nagy számok törvénye miat t egyszerűen lá tha ta t lan . Ez a jelenség az oka 
annak , hogy csak fokozatosan te r jednek a sz tochaszt ikus módszerek. Sok eset-
ben n incs is különbség a de terminisz t ikus és sz tochasz t ikus modellek között. 

Sztochasztikus számítástechnika 
A palackból k iszabadul t szellem szolgai m u n k á r a fogásának legjobb pé ldá ja 

a k iszámítha ta t lan véletlen a lka lmazása azoknak a konkré t , de te rminisz t ikus 
számítási fe ladatoknak a megoldásában, amelyek tradicionális eszközökkel n a p -
ja ink technikai feltételei mellett egyszerűen lehetetlenek. Csak utalni t u d u n k 
itt a hazai számitáselméleti iskola fontos sz tochaszt ikus eredményeire: hash ing , 
rendezés, többdimenziós integrálok kiszámolása, a ma temat ika i bizonyítások 
helyességének a u t o m a t i k u s ellenőrzése. 

Ramsey-számok 
Egy tizenkét fös t á r sa ság szilveszterkor azzal töltötte az Időt éjfélig, hogy 

minden lehetséges módon pároka t a lkot tak a t á r s a ság tagjaiból (66 eset) és 
mindegyikre fej-írás a lap ján eldöntötték, koccin tsanak-e éjfélkor. Mekkora an-
n a k a valószínűsége, hogy a kapot t koccintási r endben igaz az, hogy bárhogy 
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v e s z ü n k is a társaságból négy embert (495 lehetőség), azok között mindig van 
ke t tő , ak ik koccintottak egymással , és van kettő, akik nem koccin to t tak? 

No de ne áll junk meg félúton: ta lálható-e olyan koccintási r end , amelyben 
igaz az, hogy bárhogyan vá lasz tunk is ki a társaságból négy ember t , közöttük 
p o n t o s a n három olyan pá r van, akik koccintot tak egymással , és há rom olyan, 
ak ik n e m koccintottak. Szere tnénk ugyanis tökéletes rende t kialakí tani : ha 
e lha tá roz tuk , hogy a t á r s a s á g b a n csak az összes lehetséges kocc in t á snak fele, 
3 3 tö r tén ik meg éjfélkor, akkor ezt a t á r s a s á g minden részére érvényesíteni 
a k a r j u k . Végül is miféle igazság az, ami c sak á l ta lában érvényesül? Ebben az 
á r t a t l a n n a k tűnő ké rdésben a sztochaszt ika ú j a b b arca i smerhe tő fel: ott is 
j e len van , ahol a legkevésbé vá rnánk : a szabályosnak, tökéle tesnek hit t rend-
sze rek vizsgálatában. Erdős Pál és taní tványai számta lan ese tben a lkalmaztak 
sz tochasz t ikus módszereket a matemat ika k lassz ikus fe lada ta inak a megoldá-
s á r a . 

Pszichológia és szociológia 
Lelki életünk folyamatai valószínűleg legalább olyan mér t ékben sztochasz-

t i k u s a k , mint az elemi részecskék. Szaporodnak a példák a r ra , hogy h a még 
n e m is világos teljes mér t ékben a m ű k ö d é s ü k , azok u t á n z á s a ha tékony szá-
mí tá s t echn ika i módszereket eredményez. A t á r sada lomban együtt élő, egymásra 
h a t á s s a l levő egyedek rendszerének vizsgálata a kvantumfizika által felderített 
nehézségekkel küzd: m i n d e n vizsgálat h a t á s s a l van arra , amit vizsgál. És nem 
l á t j u k a teljes képet, mindig csak a vetületét . Ezért olyan vizsgálati módszerekre 
van szükség, amelyek a részekből képesek összeállítani az egészet. 

Tetszőleges méretű tá rsaság já tszhat ja tetszőleges ideig a következő játékot. 
Mindenki felír egy cédulára egy pozitív egész számot. Az nyer, aki a legkisebb 
olyan számot írta, amelyet csak egy ember írt. Egymást követő já tékok során a 
j á t ékosok nyeréseik számát gyűjtik, az egész folyamatot az nyeri, aki legtöbbször 
nyert . A tapasztalat azt muta t ja , hullámzások alakulnak ki: a nyertes szám egy 
ideig nagyon kicsi, aztán hirtelen megnő. A többszemélyes játékok alapvető veszélye 
a koalíció kialakulása: néhány játékos h a m a r rá jön arra, hogy h a t i tokban együtt-
működne k , azzal a csoport tagjai növelni tud ják a nyerési esélyeiket. 

Meg lehet-e tanulni egyáltalán a demokrác iá t? Bizonyítható-e az, hogy sok 
j á t é k o s egymástól független öncélú tevékenysége azon tú lmenően, hogy az egyes 
j á t é k o s o k n a k hasznos e redményre vezet, valamiféle közös célfüggvényt is op-
t imal izál? Mekkora a veszélye annak , hogy egy ilyen rendszer k a o t i k u s s á válik? 
Modern életünknek sok b a j a származik abból, hogy apró rendszerek hierar-
c h i k u s a n egyre nagyobb és bonyolul tabb rendszerekké szerveződnek, amelyek-
n e k a működési zavarai c sak azu tán je lentkeznek, hogy m a g u k a rendszerek 
m á r kialakul tak, v i sszavonhata t lanul ellehetetlenítve az apró egységek önálló 
lé tezését . Egyszerűbb ese tekben csak az okoz gondot, h a rosszul i rányí tunk 
egy rendszer t : megzavar juk az egyensúlyi helyzet k ia lakulásá t , vagy képtelenek 
v a g y u n k arra a pályára vezérelni, amiről t u d j u k , hogy helyes. Úgy gondoljuk, 
ezekben a helyzetekben a ma tema t ika legnagyobb ha szna az lehet , h a a maga 
viszonylagosan tiszta eszközeivel szétválaszt ja azokat a dolgokat, amiket való-
b a n t u d u n k azoktól, amike t csak tudni vélünk. 
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A kockázatok matematikai kezelése 

Zárszó 
Csak töredékéről volt eddig szó mindannak , ami a témához tartozik. Ha a 

bevezetőben azt mond tuk is, hogy minden esetet össze szeretnénk gyűj teni , 
ahol a vélet lennek valamilyen szerepe lehet, ezt n e m gondolhat tuk komolyan, 
így is éppen csak említeni t u d t u n k néhány sze r in tünk fontos témát . Mind-
azoktól viszont elnézést ké rünk , akik valamiért m á s véleményen v a n n a k : ez 
ilyen jellegű téma: akik művelik, erősen kötődnek hozzá, ezért a lakul ki vele 
kapcsola tban sokféle vélemény. 
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