Gévay Gabor

A kaleidoszkop tanulsagai

Veégezzilk el a kévetkezod egyszert kisérletet: forditsunk parhuzamosan szembe
egymassal két tikrot. Alkalmas nézoépontot valasztva, a titkrok altal alkotott tii-
korképek veglelen sorozatabol pillanthatunk meg egy részletet. Ez, ha tetszik, egy
ténylegesen végtelen rendszerrél ad vizualis élményt. A fizikus persze tiistént meg-
jegyzi. hogy a foncsor reflexios tényezoje szaz szazaléknal mindig kisebb lévén, a
fényintenzitas véges szamu visszaverddés utan nullava valik. A filozéfus finom mo-
sollval boncolgatni kezdi a potencialis és aktualis véglelen Arisziotelészig és Zeéenonig
visszanytilo problematikajat. Sajnos (vagy talan ez épp igy van rendjén. hiszen mint
Heisenberg megjegyezte, .a tudomany emberek muve”™ — s ez aldl a matemaltika
sem kivétel). a matematikusok tabora is megosztott egy ilyen szituacio értékelését
illetéen. Megadva egyfeldl az ill6 tiszteletet a konstruktivistaknak (akik szintén fenn-
tartassal logadnak a fenti kijelentést), megallapithatjuk masfelsl, hogy a matema-
tikusok jelentés hanyadanak nem lenne elvi kifogasa az ellen. hogy amit itt fizikailag
probaltunk modellezni. az egy végtelen matematikai objektum.

A fizikai (ikor képalkotasi folyamata egy geometriai (egybevagosagi) transzfor-
maciot modellez. A két — most mar geometriai értelemben vett — tiikrézés tjabb
tiikrézések véglelen sorozatat kelti. Elemi geometriai tény, hogy a két generalo
tilkroézés szorzata parhuzamos eltolast (transzlaciot) ad: masrészt, egy transzlacio
letszélegesen sokszor ismételve ijabb transzlaciokat eredményez; ezek pedig az ere-
deti tiikrézéspar végtelen sok eltoltjat allitjak elé mindkét iranyban. Fizikai model-
liink tehat e véglelen sok tikrozéshez tartozé tukorsikok rendszerét jeleniti meg (a
modellezéshez sziikséges idealizaciok tovabbra is [enntartva).

Keressiink most olvan mintat, amely titkérszimmetrikus mindeme (végtelen sok)
tiikrézésre nézve. Ehhez elegendé egyetlen motivumot (kezdé alakzatot) felvenni. s
hagyni, hogy transzformaciéink rendszere hasson ra. Leszukitve a képet két di-
menzioéra, s alapmotivumként a I alakzatot valasztva, az eredményt az alabbi sor-
minta mutatja (egy véges részletet kiragadva).
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ha meghatarozott muveletnek alavetve valtozast nem tapasztalunk”. Mintankat a
fent emlitelt osszes tukrozés és eltolas 6nmagaba transzformalja. azaz invariansan
hagyja: ezek tehat szimmetriamuveletek.

Mi héal az elsodleges? A minta, amelynek felfedezzitk a szimmetriait, vagy a
szimmetria, amelyhez egy létrejévé minta igazodik? A kérdés lényeges. fontos. és
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a lehetséges valaszok nemcsak diszciplinanként lehetnek kilénboézéek, de egy disz-
ciplinan beltl elfoglalt filozofiai alapallastél is figgenek. Ennek részletezése itt nem
lehet feladatunk: inkabb csak néhany utalasra szoritkozunk. Igy példaul a fizika
szimmetriaelveinek kerettérvény jellegével kapcsolatban Wigner Jend megjegyzi: .lel-
kiink mélyén azt hissziik. hogy az invarianciatérvények. melyek sokkal. sokkal
egyszerubbek, és igy talan szebbek is, mint a részletes fizikai egyenletek, tartosabbak
is azoknal". Carl Gustav Jung a munkassagaban alapvel¢ szerepet jatszo pszicho-
l6giai archetipus fogalom arnyaltabb bemutatasa érdekében tobb helyitt hivatkozott
a kristalyszimmetriakra. A hasonlat alapjaul 6nala a kristalyok tengelyrendszerének
formativ. strukturalé agensként vald felfogasa szolgalt.

A matematikaban legfeljebh térténetileg élvez a .minta” a .szimmetriaval™ szem-
ben prioritast, am napjainkra e kapcsolat sokrétiivé és szévevényessé valt. A szim-
metria matematikai vizsgalatat a csoport fogalmanak kialakulasa tette lehetové. Keét
szimmetriamiivelel egymas utan valé elvégzése ismét egy szimmetriamiivelet. mint
ahogy két szam szorzata ismét szam. A szamok szorzasanak asszociativ szabalya
a szimmetriamuveletek ily modon térténé .szorzasara” is érvényes. Egy szimmetria-
miivelet visszafelé toriéné elvégzése megint csak szimmetriamuvelet (az eredetinek
inverze); tovabba szimmetriamuveletnek tekintjiik azt is, ha nem csinalunk semmit
(azonossag. vagy identitas-transzformacié), hiszen ekkor sem tapasztalunk valtozast
(ez a szorzasnal az eggyel valdé szorzasnak felel meg). A csoport absztrakt definiciéja
szerint minden olyan halmaz csoport, amelyben barmely két elem szorzata a hal-
mazhoz tartozik, barmely elemnek van egy inverze, létezik egységelem, tovabba a
szorzas asszociativ (Huntington, 1902). Ez az absztrakl definicié azonban hosszu
fejlodési folyamat eredménye. hiszen (permutaciokbél allé) csoportokkal mar Lag-
range (1736—1813) is foglalkozott. Az absztrakt felfogas kialakulasaig azonban a
csoport elsdsorban valamilyen matematikai (vagy matematikailag leirhato) objektum
szimmetridinak vizsgalatara szolgalo eszkodz volt. S6t, Hermann Weyl a targyunkat
illetéen alapmunek szamité Szimmetria c. kényvében (irasanak éve 1951) hataro-
zottan kijelenti ,.a modern matematikanak ténylegesen vezérelvévé valt: Ha egy
strulcturalt ¥ sokasaggal tamad dolgod, igyekezz automorfizmus-csoportjiat megha-
tarozni: a minden strulcturdlis ésszefiiggést megtarté elemtranszformaciok csoportjat.
Ett6] mélyebb betekintést remeélhetnek a I felépitésébe.”

Ez a felfogas mar a kezdeteknél latvanyos attéorést hozott a matematikaban.
Evariste Galois (1811—1832) elmélete valaszt adott arra a {6bb évszazados kérdésre.
hogy mikor oldhatok meg gyokkifejezések segitségével az n-edfoku algebrai egyen-
letek. igy példaul tudjuk annak .okat” is, hogy az altalanos Stédfoka (vagy annal
magasabb foka) egyenlethez miért nem létezik legfeljebb a négy alapmiivelet és
gyckvonas segitségével felépitett megoldoképlet. A valasz az egyenlethez meghala-
rozott médon hozzarendelt (a gyoksk bizonyos permutaciéibdl allo) csoport szerke-
zetében rejlik.

Galois munkajat elérte az igazan uttéré tudomanyos eredmények nemegyszer
tapasztalt végzete: a kortarsak alig vettek tudomast rola, és az elméletet a maga
teljességében csak a mult szazad vége felé sikertlt megérteni. A csoportfogalom
azonban lassanként kezdett behatolni a matematika egyéb teriileteire is.

Ebben kivilrél jévé hatasok is szerepet jatszottak. Az egyik ilyen Oszténzést
példaul a természet nyujlotta megkapo anyagi alakzatok, a kristalyok szimmetriainak
vizsgalata jelentette. J. F. C. Hessel 1830-ban megtalalta a kristalyok morfolégiai
leirasanak alapjaul szolgalé 32 kristalyosztalyt {ezek a haromdimenzios euklideszi
tér azon véges egybevagosag-csoporijainak felelnek meg, melyek . krisztallografiailag
megengedett” szimmetria-transzformaciokbél! alinak). Ezeket a kalegoriakat 6 azon-
ban még nem csoportként kezelte. Ugyanezekhez az osztalyokhoz eljutott a francia
fizikus. August Bravais (1849) és a finn kémikus, Axel Gadolin (1867) is, Iényegében
szintén a csoportfogalom hasznalata nélkiil. (Megjegyezziik, hogy Hessel munkaja
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csak kényvének egy a halala utan 25 évvel megjelené kiadasa — 1897 — alapjan
valt ismertté.) Arthur Schénflies német matematikus 1891-ben megjelent kényvében
a kristalyszimmetriak matematikai leirasanak eszkdzeként viszont mar megjelennek
a csoportok.

Az els¢ dsszefoglalé munka. amelyben a tér mozgascsoportjainak fogalma mar
kidolgozott formaban és a rendszerezés igényével jelenik meg, Camille Jordan francia
matematikus Mémoire sur les groupes des mouvements cimu dolgozata (1869).
Ebben mind a kristalytanban eléfordulé diszkrét, mind a kinematikabol szarmazoé
folytonos mozgascsoportok szerephez jutnak. igy hat természetes, hogy befolyassal
volt Felix Kleinre és Sophus Lie-re, akik a csoportelmélet diszkrét, illetve folytonos
+aganak” olyan jelentds fejlesztéi lettek, hogy hatasuk napjainkig érezheto.

E térténeti megjegyzések soral most kénytelenek vagyunk megszakitani: hadd emlit-
stink meg azonban még egy igen jelentds fejleményt. Ez pedig Klein 1872-es professzori
székfoglalojaban megfogalmazott elképzelése (a nevezetes .erlangeni program”). mely sze-
rint egy-egy geometridhoz {euklideszi geometria, projektiv geometria stb.) egy-egy jellemzé
csoportot lehet rendelni, s az illeté geometria voltaképpen nem mas, mint e csoport in-
varidnsainak elmeélete. Kissé leegyszerusitve ugy is fogalmazhatnank, hogy a kuilénbézé
terek, illetve az 6ket leiré geometriai elméletek kozétt e terek ,szimmetriai” alapjan tudunk
kulénbséget tenni — masrészt. kilénbézé kéntdsben megjelend, de lényegében azonos
geometriak egyezése kimutathaté a csoportjuk dsszehasonlitasa révén.

Térjiink azonban most vissza tikorrendszerinkhéz! Kis moédositassal végtelen
csoportunkat véges csoportta tudjuk alakitani. Ha a két tikér sikja nem parhuza-
mos, hanem példaul 60 fokos szbget zar be, egyetlen Gjabb — virtualis — tukérsik
jelenik meg, az egyiknek a masikra vonatkozé tiikdrképe. A harom sik egy kozos
egyenesben metszoédik, amely két ilyen tiikrézés szorzataként eléallé 120 fokos for-
gatas tengelye:; a forgatas torténhet pozitiv vagy negativ iranyban. Van végil iden-
titas-transzformacio is (mint példaul az emlitett két forgatas szorzata). 3 tukrozés.
2 forgatas és 1 identitas — e hatelemu csoport az un. diéder-csoportok egyike, jele
D3. (Ezt igen konnyu sikban szemléltetni: lesziikitve e csoport hatasat a tiikrokre
meroleges sikra, tengelyes tiikrézéseket és pont koruli forgatasokat kapunk, amelyek
éppen a szabalyos haromszog szimmetriacsoportjat alkotjak.)

A cimben igért jatékszert6l most mar csak egyetlen lépés valaszt el minket.
Ehhez egy ujabb generatorelemet kell a rendszerbe iktatni: egy ujabb tikrozést,
amelynek sikja szintén 60 fokos szdégben hajlik az elsé kettéhdéz. de nem megy at
azok kozos egyenesén. Nos, a kaleidoszkopban elhelyezett harom tikér (a total-ref-
lexio feltételének teljestilése miatt altalaban csupan foncsor nélkuli Giveglap) sza-
balyos haromoldali hasabot képez. A képmez0 igy egy egyenlé oldali haromszog,
amelyet a hatarolo tiikrok egy-egy szomszédos haromszdgbe transzformalnak. Ezeket
a sajat — virtualis — hatdarolé tiikrei tovabbi szomszédos haromszégekbe transz-
formaljak. és igy tovabb, ad infinitum. A sik egyenlé oldali haromszogekkel kipar-
kettazhato, azaz hézagmentesen és atfedések nélkiil lefedheté6 — az alapharomszog
Osszes lehetséges transzformaltjai éppen egy ilyen parkettazast szolgaltatnak. Készen
all a szimmetria .allvanyzata”™ -— a tiitkrok és forgastengelyek végtelen rendszere
—. ehhez mar csak a szines Givegdarabkak kellenek, melyeknek az alapharomszégben
kialakulé. mindig valtozé, véletlenszeru elrendezodése szigoru rend szerint véglelentil
ismétlédve létrehozza a jol ismert latvanyt.

Véletlenszeruség és szigoru rend. Talan épp a ketté szimultan jelenléte az, amely
gyonydrkodtetévé teszi a képet. A rendetlenség, a kaotikus Osszevisszasadg énma-
gaban zavaré. nyugtalanité. Az 6nmagaban egyhanginan ismétlédé szigora rend
puszta vizudlis élmény formajaban unalmas, véglegességet, befejezetiséget sugall.
S6t. Hermann Weyl nevezetes kdényvében e felfogasnak egy végletes valtozatara is
utal. Thomas Mann Varazshegyébol' idézve: ....az élet irtozott a tokéletes pontos-
sagtol, halalt sejlett benne, a halal titkdt — és Hans Castorp érteni vélte, hogy
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régi korok pogany templomépitéi miért épitették oszloprendjeiket titkon és szant
szandékkal Ggy. hogy kissé eltérjenek a teljes szimmetriatél®. Ehhez a gondolathoz
szorosan kétédik Ny. B. Belov orosz krisztallografus egy érdekes felvetése. Osszevelve
az Otszégszimmetria viszonylag gyakori megjelenését az élovildgban azzal. hogy e
szimmetriatipus (egyszerti matematikai okoknal fogva) tiltott a kristalyok vilagaban,
arra a megallapitasra jut. hogy ....az 6tfogasn szimmetriatengely a paranyi élolények
sajatos védekezési eszkoze a létért folyd kuzdelemben, biztositék a megkovesedés.
a kikristalyosodas ellen. melynek elsd 1épése az lenne. hogy a kristalyracs »megfogna«
oket™?. A pusztulas, az életidegenség asszociacidéjaval kapcsolatban ide kivankozik
még egy megjedyzés: a militaris paradék mesterkélten ostoba alakzatai a szemléld
pszichéjének primitiv mélyrétegeiben rezonanciat keltve talan ennek készénhetéen
(is) képesek a fenyegetettség érzetét felidézni. A kontraszt kedvéért azonban hadd
utaljunk egy az el6zével szoges ellentétben allo — és talan elterjedtebb — felfogasra:
arra. amely az isteni tokéletességgel tarsitja a szimmetria fogalmat. Bizonyos ko-
rokban és kulturkérokben ez a felfogas is korlatozasokat rott a mivészekre: alko-
tasaikba itt azért illett rejtett aszimmetridkat beépiteni, nehogy a tulzott tékéletes-
séggel fejikre vonjak a féltékeny istenek haragjat.

Mindenesetre a kaleidoszkop a maga egyszertuségében azt is modellezi. hogy a
rend és rendezetlenség kozott ivelo fesziiltség hogyan lehet az esztétikum forrasa.
A latott kép kétségteleniil szép — természetes volt tehat a skét lizikus, Sir David
Brewster (1781 —1868) névadasa (kalosz / eidosz / szkopeuu szép / alak / latni).
(Brewster — 1816 kérul vizsgall — kaleidoszkopja éppen a korabban emlitett, két
egymashoz 60 fokos szdgben hajlo tiikérbol allt; megjegyezziik, hogy az ilyen esz-
koéz6k mar joval korabban is ismeretesek voltak — az elsé ismert ilyen témaju
koényv, Athanasius Kircher muve. 1696-ban jelent meg.)

A kaleidoszkép-fogalom matematikai altalanositasanak iranyaba a kezdé lépést
az az észrevétel jelentette. hogy tikoérrendszerunk .térbelivé” teheté a koévetkezd
értelemben. Az elsé keét titkorhéz ugy csatlakoztatunk — alkalmas szégben — egy
harmadikat, hogy a harom tiitkdrnek csak egyetlen kozos pontja legyen (egy test-
szogletet. illetve .triédert” képeznek). A harom generator altal létrehozott teljes ti-
korrendszerben a takrék ekkor mar nem mind egyetlen kozos tengelyre illeszkednek,
hanem a tér tobb kilénbézd iranyaba mutaté tengelyekbol allé rendszer keletkezik
(minden egyes tengely korul egy a Brewster-féle kaleidoszképra emliékezteté titkoér-
alrendszerrel). A triéder-kaleidoszkop gondolata mar 1852-ben felmeril Ferdinand
Mobius egy (kristalyszimmetriakrol irott) dolgozataban. 1918-ban W. A. Wythoff
holland matematikus négydimenzios szabalyos alakzatok elballitasara hasznalja a
megfeleloen tovabbfejlesztett — immaron kizarélag absztrakt értelemben létezé —
kaleidoszkdpot {ehhez 4 generator szlikséges).

Az ilyen tiikorrendszerek legszabalyosabb tipusai a platéni testek, azaz szabalyos
poliéderek szimmetridjat jellemzik. Ugyanez igaz a platoni testek tetsz6leges dimen-
zi6ju megfeleloinél, a szabalyos n-politopok esetében {n dimenziéban ezek szimmet-
riacsoportja n tukroézéssel generalhato). Masrészt. mindezek az alakzalok meg is
kaphatok Wythoff konstrukcidjaval: vegytink egy alkalmas helyzetti pontot a kalei-
doszkopunkban (szines (vegdarabka helyett). s hagyjuk. hogy a tiikrok az Osszes
lehetséges modon eloéallitsak a transzformaltjait: a generatorok és a kezdépont megfeleld
valasztasaval az igy eloallé pontrendszer egy-egy szabalyos .test” (politop) cstiespont-
jainak Osszességét adja.

ime. a Wytholf-konstrukeié megjelenése mar a fordulépontot jelzi a ,szimmetria”
és .minta” viszonyadban. Az elore kir6tlt szimmetria (a kaleidoszkép, illetve a csoport
lerogzitésével) a kivant mintat generalja — természetesen egy alapmotivum lerdgzitése
is szlikséges, ugy ahogyan azt fentebb a sormintankkal kapcsolatban bemutattuk.
A szimmetria — ez esetben a .kaleidoszkop-csoportként™ valé matematikai megtes-
tesitlése révén — a lehetséges mintaktol fliggetlentil 6nallé életre kelt.
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A thkroézésgeneralt csoportoknak avagy tukrozéscsoportoknak ez az 6nallo élete egy
kiterjedt elmélet keretében teljesedett ki, amelynek alapjait H. S. M. Coxeter (mara a
geometria egyik .nagy oregje’) rakta le. A Bourbaki nyoman ma Coxeter-csoportoknak is
nevezell csoportok segitségével maga Coxeter példaul részletesen meg tudta vizsgalni a
szabalyos és félig szabalyos testek és végtelen (érkitdltések tetszoleges dimenzéju megfe-
lelsit: masfelol, kidertilt az is. hogy (a hat-. hét- és nyolcdimenziés euklideszi terekben)
olyan kaleidoszkopok is vannak, amnelyek nem kéthelok a platoni testek. illetve szabalyos
végtelen térkitoltések semmiféle kozvetlen analogonjahoz. Az ilyen kuldénleges csoportok
éppen a Coxeter-csoportoknak egy masik ,természetes leléhelyére” utalnak — ez pedig a
Lie-csoportok és Lie-algebrak elmélete. A Lie-algebrak (és -csoportok) szerkezetének vizs-
galataban fontos szerepetl jatszo un. Weyl-csoportokrdl kideriilt, hogy lényegében Coxe-
ter-csoportok specialis esetei.

A kutatasokat elég természetes volt kiterjeszteni a Bolyai—Lobacsevszkij-geo-
metridban eléforduldé  hiperbolikus kaleidoszképokra” is. Az els6é lépéseket itt is
Coxeter tette meg, késobb svéd, illetve szovjet matematikusok csatlakoztak ehhez
az aghoz. Az elmélet egyik korai eredménye azzal kapcsolatos. hogy bizonyos, még
a mult szazad masodik felében felfedezett csoportokrdl nehéz volt eldénteni, hogy
végesek vagy végtelenek. Miutan ezeket osszefliggésbe lehetett hozni mar jol ismert
kaleidoszkopokkal, és meg lehetett mutatni. hogy az ilyen csoportok mely esetekben
hoznak létre olyan mintakat, amelyek kiterjednek az egész (akar euklideszi, akar
hiperbolikus) sikra, meg lehetett adni egy egyszeru kritériumot, melynek alapjan a
kérdés eldéntheté minden egyes ilyen csoport esetében.

Ennél a pontnal érdemes kissé megallnunk, hiszen ismét utjelzé6héz érkeztiink.
Amellett, hogy megint felvetodétt (ha mégoly érintdlegesen is) a véges és véglelen
kérdése, érdemes megligyelni, hogy itt mar felcserélédtek a szerepek. Ezuttal a
csoportrél. ha tetszik. magarél a .szimmetriarol” szeretnénk megtudni egy fontos
informaciét. Ennek érdekében egy .mintat" hozunk létre. majd annak vizsgalata
alapjan hozzajutunk a kivant adathoz (vessiik ezt 6ssze a tanulmany elején Weyl
meglogalmazasaban idézett elvvel!).

Ez a modszertani iranyvaltas persze azzal is Osszefliggésben van., hogy idékozben
maguk a csoportok (nemcsak a kaleidoszkép-csoportok és nemcsak altalaban a transz-
formacio-csoportok) nagyon is behat6 kutatasok targyava valtak. A matematikaban a ku-
tatas targya és a kutatds eszkéze sok mas tudomanyszaktdl eltéréen sokkal kevéshé
kulénul el. 1évén mindegyik: fogalmi természetti. A csoportnak nevezett matematikai struk-
turakat mas matematikai strukturakkal kapcsolatba hozva, a konkrét probléma jellegétél
fugg, hogy melyiktik jatssza a fészerepet — amennyiben egyaltalan ilyenrél sz6 lehet, s
éppen nem mellérendelé viszonnyal van dolgunk. Am barmennyire is terjedelmes és sokagu
fejezetévé valt a csoportelmélet a matematikanak, a gyockereitél sohasem szakadt el. Ezt
az is mutatja, hogy valamely csoport szerkezetének vizsgalatakor igen gyakran kovetett
modszer. hogy — a forditott szereposztasnak megleleléen — egy .strukturalt Z sokasagot”
hoznak létre. s ez lesz az a minta. amelynek az illeté csoport (valamely abszirakt vagy
kevésbé absztrakt értelemben) a transzformacio-csoportja. S6t. a csoportelmélet egyik aga
— a csoport-reprezentaciok elmélete — éppen erre a forditott médszertani elvre épul.

Egy idevago latvanyos példa a koézelmultbol: 1982-ben Robert Griess amerikai mate-
matikus a Szérny néven ismert csoportot meg tudia adni a 196883 dimenzios térben
értelmezett szimmetriacsoportként (ekkora a legkisebb tér, amelyben ez megteheté). Ez a
— Baratsagos Oriasnak is nevezett — csoport a legnagyobb létez$ sporadikus véges egy-
szeri csoport (egyszeru csoportnak lenni olyasmit jelent a csoportok kérében. mint prim-
szamnak lenni a szamok kérében: a ,sporadikus” jelzé pedig az egyediségre utal, arra,
hogy nem sorolhaté be mas egyszerii csoportoknak egymassal szoros rokonsagban levé
valamely csaladjaba). Targyunk szempontjabdl is emlitésre mélté kortilmény tovabba, hogy
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az ugyancsak amerikai J. H. C. Conway-nek sikertilt e csoporinak bizonyos tiikrézéscso-
portokkal valé szoros kapcsolatat kimutatni.

Visszatérve a kaleidoszképokhoz, az alkalmazasok egy példajaként még hadd
emlitsik meg a géombok Newton-szamanak problémajat. 1694-ben Newton vitaba
keveredett a kortars skét matematikussal. James Gregoryval. A (csillagaszati ihletésti)
disputa arrél folyt, hogy egymasba nem nyuld, azonos méretti, merev gémbokbol
maximalisan hanyat lehet elhelyezni egy ugyanilyen gémb kéril uigy, hogy mindegyik
érintse a kdzéps6t. Newton e szam értékét 12-nek vélte, mig Gregory 13-nak. New-
tonnak volt igaza, am erre matematikai bizonyitas 1874-ig nem volt ismeretes. A
kerdés tetszbleges dimenzioszam esetén is feltehet6. igy példaul mar rogtén 4 di-
menzidoban mind a mai napig nem tudjuk, hogy a két lehetséges érték, 24 és 25
kozul melyik a helyes. Magasabb dimenziok felé haladva a bizonyitott also és fels6
korlatok kozotti intervallum egyre jobban szétnyilik. (A meghokkenté kivételt a 8-,
illetve 24-dimenzios gombok jelentik, melyek Newton-szamat ismerjik: 240, illetve
196 560). Marmost figyelemre mélté tény, hogy egészen 8 dimenzidig az alsé kor-
latokat (illetve a pontos értéket) gombok olyan ismert elrendezdédései szolgaltatjak.
amelyek egy-egy alkalmas kaleidoszkop segitségével allithaték elé, a korabban mar
vazolt médon. (Két dimenziéban: letéve az asztalra egy tizforintost. hat masik tiz-
forintost tudunk koérulétte igy elhelyezni és tébbet nem — a hat tikoértengely is
kénnyen megtalalhaté.) Az eréfeszitések, hogy ezektol eltéro, a térkihasznalas szem-
pontjabdl gazdasagosabb elrendezédéseket taldljunk. sorra zatonyra futnak. Lehet-
séges, hogy (4—7 dimenzidéban) a goémbdknek éppen ilyen  kaleidoszkopikus” mintai
jelentik a végsé valaszt a problémara?

Szimmetriarol szélva, annak legegyszertibb. leghétkéznapibb valtozata, a tikor-
szimmelria szokott legel6szér esziinkbe 6tleni. Ki hinné mindaddig, mig kozelebbrél
nem talalkozik vele, hogy néhany tukér alkalmas egymas felé forditasaval a szim-
metria — sz0 szerint — végtelen lehetoségei tarulnak fel? A tikrok természetét
megvaltoztatva, vajon mas tertileteken is igy van ez? Egy lehetséges valaszért for-
duljunk Goethéhez®: .Ha meggondoljuk. hogy a tébbszérss erkolesi visszatitkrozo-
dések a multat nemcsak életben tartjak. hanem magasabb rendu életre emelik,
emlékezni fogunk arra az entoptikai jelenségre, amelynek soran a képmas tukorrol
tukorre haladva nemhogy halvanyulna, hanem épp ezuton lobban igazan fényre.
E jelenség szimbélumaul szolgalhat annak a szamtalan ismétlédésnek, amely a
muvészetek, a tudomany. az egyhaz, so6t alighanem még a politikai élet térténetében
is eldadodott. és nap mint nap eléadédik.”
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