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A MATHEMATIKA
A POSITIV PHILOSOPHIA RENDSZEREBEN.*

A mennyiségtan a tudomanyok legrégebbike és legfejlettebbje, de
fogalmit mostanig nem tisztiztik. Az utolsé szizad elején kezdett csak
viligosabban kiemelkedni az egésznek valodi szelleme, wmidén kiilonbozo
tudomanydgai mar némi befejezettségre jutottak. A tudosok lizas tevékeny-
sége u. 1. amnyira kifejleszté a mathesist, akir magat, akdr alkalmazi-
sit tekintsiik, hogy a haladis szempontjabol annak egységes rendszerbe
valo foglalisa foltétleniil sziikséges volt. Hogy e boilesészeti  eljardst mér
a tndomdny allaspontja is kivetelte, azt Lagrange-nak .Mécanique ‘ana-
Iytique (1788)% és ,Traité des fonctions analytiques (1797)% miivei is mu-

* Régi, tgy szélvin keletkezésekor tett igéretnek tesz eleget a M. Phil,
Szemle, midén ezuttal megkezdi Comte rendszerének eldaddsit. E rendszer, mely-
nek jellemvondsait a Szemle 1884, folyamdban Bshm Kdroly feltiintette, a megis-
merés viszonylagossigdban, a neki megtelelé médszerben s végiil az alapvetd tudomé-
nyok encyclopaedidjiban domborodik ki s nyit az értelem korére  eddig semmi
philogophiai rendszer dltal feliil nem mult perspektiviit. Hol és mennyiben wvir
kiegészitésre Comte rendszere ? e kérdésre mellzziik itt o wvilaszt. Volt arrél
misuft s26. a tobbek kozt alaposan fejtegette Bohm Kiroly ,Ember és Viliga®
czimii terjedelmes kionyve s fog boven foglalkozni vele az ismervetek e faja ivdnt
mind fokozottabb mértékben érdeklodd jovo. Annak érestitk sziitkségét, 's6t paran-
esat, hogy a rendszert, a mint Comte .Jigost megalkotta, leheté hien dsmerbessiik
meg a magyar kizonséggel. Kozleményeink sordt a mathematikival kezdjiilk -meg
mint a mely a rendszernek alapjit képezi. Tudvalevé ugyanis, hogy Comte a k-
vetkezd médszeres dsszefiiggéshen adta elé rendszerét: 1. Mathematika, még pe-
dig az elvont, — s a conerét mathematika, mely utibbi ali & geometridt s a rat.
mechanikit foglalja. 2. Az anorganikus physika, még pedig a) az astronomia,'b)
physika. Az utébbi a e) barologia, f) thermologia, y) akustika, d) optika, g) electro-
logia, £) chemia. 3. Organikus physika, még pedig a physiologia és a sociologia.
E rendben fogjuk tirgyalni az imposans vendszert. arra villalkozott szakértik
szives kbzremitkédésével. kiknek a hazai tudomdnyossig érdekében tett faradozi-
saiért eleve is koszonetet mondunk. Szerk ’

M. Phil. Szemle. V. évf, VIL fiiz, 1



2 A MATHEMATIKA A POSITIV PHILOSOPHIA RENDSZEREBEN.

tatjik, melyeken a forészekben egy eddig eld nem fordult egység nyoma
vonul at. :

A mathesist rendesen kivetkezd hatirozatlan; jelentéktelen. scholas-
tikus m6don definialjak :

»A mathesis a nagysfigok (grandeur) tudomdnya®, vagy .az a tu-
domany, melynek czélja a nagysigok mérése.

E meghatarozésnak azonban két hibija van: 1. hidnyos, 2. nem
elég mélyrehaté. — A mérést ugyanis az ész ngy tekinti, mint ko zve-
tetlen dsszehasonlitisat bizonyos nagysignak a vele egynemiivel, mely
utobbit egyséanek tekintjiik és ismertnek foltételezziik.

E szerint a mély értelmi munka végtelen linczolata helyett, mely
szellemi tevékenységiinknek kimerithetetlen tiplilékot nyujt, 4 mathesis
oly mechanikus eljardssd torpiil, mely a vonalak egymdsra helyezé-
sével analog miivelet utjan hatdrozza meg a megmérendd nagysagokat.
Az emlitett meghatiarozis tehat directnek tiinteti fel azt a dolgot,
mely csaknem mindig indirect, nem viligositja meg a mathesis lényegét. £
primitiv tervbol kiindulva, kionnyen eljuthatunk a helyes definitiohoz.

A superpositio csaknem mindig cserben hagy a nagysigok megha-
tarozasanal. Mar az egyenes vonal kizvetetlen lemérése is igen megszo-
rito foltételekhez van kiotve (egész hosszaban végig haladhassunk rajta.
se tulsiagos nagy, se tulsigos kicsi ne legyen, alkalmasan fekiidjék, pl
ne legyen vertikalis), hogy az evéghil czélzatosan megszerkesztett vona-
lokon kiviil alig taldlunk lemérhetit. Ha mdr az egyenesnél ily nehézsé-
gek dllnak elé mennyivel inkdbb mads nagysigokndl (teriilet, kobtarta-
lom, erd, stb.) E koriilmény okozta, hogy az emberi szellem lemondva a
nagysigok kozvetetlen megmérésérl, azok indirekt uton valé me g-
hatarozasat tiizte ki feladataul, s ez a mathesis megteremté-
sére vezetett. A nagysdgok ilyetén meghatirozisa kiilonbozo mértékben
lehet indirect. Legtobbszor azok a nagysigok, melyekre a meghatiro-
zandok megalapitisit visszavezetjilk, maguk sem lemérhetok; igy hit
ezek meghatarozisa is hasonlé kérdés targya lesz, s ez igy folytatodik.
Az értelemnek is igen sokszor fol kell olelnie az intermediir kérdések
egész sorat, melyek elsé pillanatra a kérdéses feladattal semmiféle kap-
;solatban sem latszanak allni, hogy a lemérheté és keresendd nagysigok
kizotti osszefiiggés segitségével az utobbiakat meghatirozza.

. Pontos meghatirozisa a mennyiségtannak abbanall, hogy az oly tudo-
many, mely feladataul tiizi ki a nagysagokat egymdssal kifejezni azon pon-
tos kapesolat alapjan, mely koztiik létezik.
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E meghatavozas tiinteti fel a mathesisben levé tudomanyos momen-
tumot. Minden tudomdny ugyanis arra torekszik, hogy a korébe vago tii-
neményeket egymis altal meghatirozza az ezek kozt fondllo relitick
alapjin. A tudomdny ataliban a tények coordindlasaban leli alapjit. Ha
a kiilonbozé megfigyelések elszigeteltek volndnak, nem is léteznék tudo-
many. — A tudominy az, mely a direkt megfigyeléstol felold és az ada-
tok kis sz4dmabol a legnagyobl eredmények lehozatalira képesit. FEzen
czél elérését a mathesis nagyobb mértékben valositotta, mint a tudomé-
nyok barmelyike. Ez okozza, hogy a memyiségtan tanulmdnyozisa dltal,
és csak altala alkothat az ember magdinak helyes és mély fogalmat a
tndomany mibenlétérél. — A mathesisnél kell keresni azt az altalinos
modszert, melyet az emberi szellem minden positiv kutatisndl alkalmaz,
mert sehol masutt nincsenek a feladatok oly teljesen megoldva, sehol
sincsen a bebizonyitds oly messzire, oly ellendllhatatlan szigorral ki-
terjesztve.

A mathests folosstdsa.

A ezél: a mathesis kutatisinak egymastol kiilonboz6 foirdnyait pri-
cise jellemezni.

Minden mennyiségtani kérdés meofejtése szitkségképpen két részre
oszlik, melyeknek természete lényegileg kiilonbozio. Ismeretes, hogy a
mathesis az ismeretlen nagysagokat ismeretesekkel fejez ki a kiztok
levi bsszefiiggés alapjin. Iy formdn eloszor a mennyiségek kozt fen-
allo bsszefiigoést kell pontosan megismerniink, s ez képezi a kutatds con-
cret részét. & miivelet utin azonban megvaltozik a tfeladat, mert tisztin a
szim kérdésévé lesz, mely abban dll, hogy egy ismeretlen szimot is-
mertekkel fejezziink ki, ha azokat pontos kapesolat koti ossze. Kz pedig

“az eljirdsnak abstract része. A mathesist tehit két tudomanyigra osat-
hatjuk: az abstract mathematikara és a concret mathema-
tikdra.

A menyiségtani kérdésnél egyszeraz abstract, masszor a concret rész-
nek megfejtése okozza a fonehézséget; mert hisz lehet egy tiineménynek
mennyiségtani tirvénye igen egyszerii, de nehezen megnyerheto, és lehet
a torvény konnyen folfedezhetd, amellett azonban igen osszetett. — Vild-
o0s tehdt, hogy a menmnyiségtani tudominy e két része terjedelemre és
nehézségre nézve egyenértékii.

E két rész azonban nem csak a szellem Altal vizsgdlt targyra nézve,
hanem a kutatis természetére nézve is kiilonbozik. — A tiinemények
egész sordndal ugyanis ugyan azon kapoes dllhat fon, hogy a tiineményeket,

1*
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Dbéar igen kiilonboznek egymistol, a menyiségtudios az analysis egy kér-
dése gyanant tekinti és egyszer s mindenkorra megoldhatja. Igy pl. a
szabadesésnél (iives térben) az at és 1dokozti relatio, a gomb feliillete és
az atmérd kozti kapesolat, s6t a fény, hang és ho intensitasa és a for-
dsnak a hatisnak kitett testtol valo tévola kozti osszefiiggés targyaldsi-
nak abstract része egyforma; a concret részt azonban mindenikre nézve
kiilon kell megvizseidlni a nélkiil, hogy egyiknek vagy misiknak megol-
ddsa a tobbire nézve segitséeet nyujtana. Nem lehet tehat dtalinos maod-
szert. megalapitani, mely meghatirozott és valtozhatatlan uton barmily
mennyiséeek kizti relatiok felfedezésére vezetne : mindig esak kiilonds mod-
szerrol lehet szo. mely itt a geometriai, mechanikai, physikai tinemé-
nyekre vonatkozik. Foltéve azounban, hogy a mennyiségek kozt levi rela-
tiokat pontosan ismerjiik, ngy arra néve, hogy ezek egyikét a misikkal
kifejezziik, mar vannak dtalinos modszereink. A mathesis abstract része
tehat dtalanos, a coneret rész pedig kiilonos természetii.

A concret mathesisnek kisérleti, physikai, tiineményszerii jelleme
van: mig az abstract rész tisztan logikai. — A concret rész a kiilviligra
van alapitva és nem fejthetd meg pusztan értelmi combinatiok utjan. Az
abstract részellenben csak a levezetések rivvidebb vagy hosszabb sorabol all.

A concrel &s abstract malhests mibenléle.

A concret mathesisnek, melynek feladata a tiineményeket egyenle-
teknek alavetni, annyi részbol kellene allnia, ahdiny egymistol 1ényegesen
kiilonhozo categoridja van a timeményeknek.

Az osszes tiinemények osszetartozo fajtal kozt azonban pontos quan-
titativ kapesolatot megalapitni csak idedlis czélja lehet a coneret mathe-
sisnek, elérni azt soha nem fogja az alkalmazasnal follépo lekiizdhetetlen®
nehézsée miatt. Ha azonban egy tudomdny teljes szellemi jelentGségércl
van sz0, ez esetben ki kell azt terjeszteni minden kérdésre, mely lo-
goikailag véve hatiskorébe tartozik.

Az emberi szellem jelen dllapotiban a tiineményeknek két dtalinos
categoridja van, amelyekre vonatkozo egyenletek ismeretesek: az egyik
categoria a geometriai, a masik a mozgdsi tiineményeket oleli fol.

E beosztas logikai atalanossiga akkor tiinik ki, ha a tiineményeket
a természet-philosophia legmagash Allaspontjarol vizsgaljuk. Ha u. i. a
mindenség mozdulatlan volna, csak geometriai tiinemények Iéteznének,
mert alakrol, nagysigrol és helyzetril lehetne esak szo. De tekintetbe véve a
nmindenségben az ididben lefolyd helyzetyviltozasokat, szikségkép még a
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mechanikai tiineményekkel tagul megfigyelésiink kore. — Blainville e meg-
gondolast igy fejezte ki: a mindenség statikus szempontbdl tekintve geo-
metriai tiineményekhez vezet, mig dynamikus dllisponthol tekintve a min-
denséget a mechanikus tiimeményekhez jutunk.

Az abstract mathesis kire mdr pontosabban, s6t teljes pontossigeal
meg van hatirozva. Targyit a caleulus (szimtan a szo legtigash  értel-
mében) képezi, mely a szdmmiiveleteken til kiterjed a trancendens analy-
sis legmélyebb kérdéseire. A szamtan a szimokra vonatkozd osszes kér-
dések megfejtését czélozza. Kiinduld pontja pedig a kérdéses nagysigok
kizt fennallo kapesolatoknak vagyis egyenleteknek pontos ismerete.

A mennyiségtani analysis fogalmai abstractabbak, dltalinosabbak és
egyszeriibbek mint akdr a mértaniak, akir a mechanikaiak. Igaz ugyan,
hogy az analysis fo alkotdsai a geometiiai és mechanikai vizsgdlatok ha-
tisa alatt keletkeztek, sot ezek eldrehaladdsa befolyt nem egyszer az ana-
lysiséra is; mégis a logika allispontjardl tekintve, az utobbi a geometrid-
tol és mechanikitol teljesen fiiggetlen, mig ezeknek az analysis képezi
alapjat. — S6t kimondhatjuk, hogy az analysis az6sszes positiv ismeretek
alapja, mert fogalmai az osszes fogalmak kozt, melyeket realisan ész-
revehetiink, a legegyszeriibbek, legelvontabbak, legatalainosabbak. Tagad-
hatatlan az, hogy nincs kérdés, mely végsoelemzésben szimviszonyokra ala-
pitott ne volna, mely tehdt a mennyiségek kozt fenallo relatiok alapjin a
szdmok kérdésévé ne vilnék: és ha a szdmviszonyokat a mennyiségek
kizt nem ismerjiik, végezélunk mindig oda irdnyul, ezeket megalapitni.
Hiaba hoznd fel valaki Kant dtalinos beosztasat, mely szerint a fogal-
mak két kategoriiba oszthatok mintség és mennyisée szerint, s csak ez
utobbi kategoria képezi a mathesis targyat. K metaphysikai beosztds fe-
lilletes megkiilonboztetését maganak a mathesisnek fejlodése is megezi-
folta. A mathematikiban follépd concretnek és abstractnak Osszefiiggésé-
sérol valo alapvetd gondolat is kimutatta, hogy minden mindség szimbeli
fogalmakra vezetheté vissza. E gondolatot Descartes csak a  geometriai
tiineményekre mutatta ki; utodai mdr a mechanikai, hi-, hang- és fény-
tiimeményekre is Kkiterjesztik. E fokozatos dtalinositas hozta magaval,
hogy a mennyiségtudés minden tiineményt egyenletben valo kifeje-
zésre alkalmasnak tekint, mint ez a gorbe vonalnil vagy mozgasnal le-
hetséges, fentartva az egyenlet foltaldlidsdnak és megoldasdanak
nehézségét, a mely tobbnyire folilmulja az ember értelmi erejét. Hogy
w. 1. egy kérdés a mathematikai analysis korébe léphessen, meg kell ala-
pitani a tiimeményekhen levi. coexistilé mennyiségek kapesolatat, mert en-
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nek megalapitisa kiinduléo pontja az analysisnek. E kapesolat folfedezése
azonban anndl nehezebb, minél kiilonish és ennek kivetkeztében tsszetet-
tebb tiineményrsl van szo.

Az élettelen targyak dtalinos tulajdonsdgai csaknem valtozatlanok,
vagy legaldbh igen egyszerii viltozisoknak alivetvék, mely viltozasokat
az egyformasig jellemzi s kovetkezéskép pontos torvényeknek hodolnak.
Pl. az anorganikus szilird testek alakja, dlloménya, fajsulya, ruga-
nyossaga sth. jelentékeny idore megtartja szamértékét s ez megengedi
azok mathematikai szempotbol valo vizsedlatat. Mdar a chemikai tiinemé-
nyek dsszetettebbek, tobb koriilménytol fiigedk, tobb valtozdasnak ald-
vetettek, szabilytalanabbaknak litszok.

Az organikus testek tulajdonsigai azonban akdr a geometriaikat,
akdar mechanikaiakat, akar a chemiaikat, biologiaiakat tekintsiik, a valtoza-
sok megszamlalhatatlan sokasigdnak vannak alivetve még a legkisebh
idékiozokben is, mely valtozisokat belsé vagy kiils6, magukban is valtozo
kiriilmények okozzak. Hogy azonban a timemények nagy compliciltsiga miatt
nem vethetjiik ald a tiineményeket mathematikai torvénynek, mée nem jele an-
nak, hogy ily torvény dtaliban nem létezik. Ha szigornan elkiilonitheto lenne
minden egyszerii ok, mely kozremiikidik egy élettani tiinemény létreho-
zatalangl, nagyon hihetd, hogy kelld hatirok kizt a behatis és a vissza-
hatds mennyisége kozt oly szigoruan pontos kapesolat léteznék, mint a
mily pontos kapesolat a gravitatiohan a természeti torvények példanyké-
pében van kifejezve. A tiinemények latszélagos szabilytalansigat az agen-
sek igen nagy szama okozza. Hisz nem is kell az él6 testekhez fordul-
nunk, mar az cElettelen testeken is megokolva latjuk allitisunkat. A me-
teorologiai tiineményeknél az agensek, melyek némelyikét még nem is is-
merjiik, bizonydra mathematikai torvényeknek alivetettek; de sokasiguk
a megfigyeléseket oly szabalyszeriitlenekké teszi, mintha semmiféle pricis
filtételnek sem hodolndnak. S6t biarmely abstract esetrdl térjink a con-
cretre, tekintetbe véve mindazon foltételeket, melyek modositolag hathatnak,
ily értelemben a mathematikai megoldds legtobb esetben lehetetlenné lesz.
Igy pl. nincs megoldva a nehézsée hebatisa alatt allo folyadéknak egy
esovon valo kiomlése, lia minden lényeges koriilményt tekintethe vesziink ;
s ngyanigy all a dolog a szilird projectil kérdésével is, ha az ellenillo
kozegben mozog. Hogy az égi tiinemények behato vizsgilatira az analy-
sis oly esoddlatosan alkalmasnak mutatkozik, annak oka is csak az, hogy
e tiinemények arinylag rendkiviil egyszeriiek ama — szinte mondhatnd az
ember — esefleges okokndl fogva, hogy szimuk kicsi, tomegik csaknem
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elenyészi a napéhoz képest, tavolsiguk egymdstol ardnylag igen nagy,
palydjuk csaknem koralaku és viszonos inclinatiojuk kicsiny. Ha ezen
kiriilmények nem Allandnak fon, ngy a gravitatio torveényeének ismerete az
égi tiineményeket mostanig sem vetette volna ali a mennyiségtani analy-
sisnek, st a gravitatio-torvényt sem inducalhattuk volna.

E meggondolashol levonva a kivetkezményeket, azt mondhatjuk, hogy
ha a mathematikai tudomény szigori logikai dtalanossigiat csak az inorganikus
physika egyes részeire kiterjesztjiik, még ez esetben is nagyon kibovitet-
titk valodi kiterjedése hatirait. E hatiron tal alkalmazva a mennyiségtan
a chimerikus és elérhetetlen tikéletességli kutatisok dltal tudomdnyos ird-
nyatol fosztatnék meg. : /

Ataldnos vizsgdlat a malhematikar analysisre nézve.

Descartes ota az abstrakt analysis haladasat a concret rész hala-
ddsa szabta meg; sot az abstract vész fibb alkotdsai még jelenleg is
magukon hordjik geometriai vagy mechanikai eredetok bélyegét, bar
jelenleg ezen kezdetleges jellegtil egészen folszabadult az analysis kiilonosen
Lagrange uttoré miivei altal, ki az analysist mair teljesen abstract, egy-
séges és folytonos rendszerbe foglalta.

E rendszer ismertetése lesz feladatunk, de esak a legatalanosb
vizsgalatokra terjeszkediink ki.

A concret mathesis czélja a természeti torvényeket kifejezé egyen-
letek folallitisa, s ez egyenletek kiindulo pontjit képezik az abstract
mathesisnek, melynek targya kifejezni az egyik mennyiség értékét a ma-
sikéban. Ilyformdn sziikségképi kivetelmény az egyenletnek fogalmdt szi-
gorfian meghatirozni. Kz eszkiozli majd, hogy az abstract és concret
mathesist elvilaszté hatdrvonalt is pontosabban megvonhatjuk.

Igen tigas az egyenlet azon meghatirozisa, hogy az a tekintetbe
vett nagysiagok barmily kifejezése kizt fendllo egyenloségi viszony. Min-
den egyenlet egyenliségi viszony ngyan: de a megforditis logikailag hi-
bis, correlationdlis tévedés van bemne. E lényeges megkiilonbiztetést nem
téve, megmagyarizhatatlannd valnék ama fo és roppant nehézség, melyre
az ember bukkan, midén a concret viszonyt abstracte kell kifejezni, a mely
lépés minden mennyiségtani kérdésben elGjo. Ha az egyenletnek oly tigas
értelme volna, mint az az imént £l volt emlitve, akkor biarmily foladatra vonat-
kozo egyenletrendszer folallitasa semmi nehézséggel sem jarna, mivel az egyen-
16ségi viszonyt rendesen esak kizvetetleniil, vagy legtolebb igen csekély trans-
formatick mellett fogjuk fel. Az egyenlet fogalma viltozott a tudomdny ha-
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Jadtdval, s megalapitdsa okaért a figgvények egy szempont szerinti osztalyozd-
saval kell tisztaba jomniink. -— A flicevények abstractak vagy concretek
lehetnek, s ezek kozill az egyenletekben csak az elsék szerepelnek. A
figyelembe vett nagysigokra nézve finallo két abstract fiigevénynek egyen-
I6séei viszonya teszi az egyenletet. Itt azonban meg kell jegyezni, hogy
az abstract fiigevények nemesak a feladat dltal nyujtott nagysigokra vo-
natkozhatnak, hanem minden mis segéd-nagysigra is, melyek a kérdeés-
hez kapesolodnak s melyeket csak a tiimeményekre vonatkozo egyenletek
folfedezésének konnyitésére vezetiink be mathematikai eljards utjan.

A fiicovények emlitett felosztdsa a priori és a posteriori torténhe-
tik ; t. i. dtalanosan jellemezzik a fiiggvények mindenik nemét és azutin
elosziamliljuk az ismeretes abstract fiigevények kioziil azokat, melyekbol a
tiobbi Osszetehets. I két eljards kiegésziti egymast.

A priori tekintve abstractak azok a fiiggvények, melyek a nagysa-
gok kizt oly isszefiiggést fejeznek ki, mely szdmok kizt fendllonak te-
kinthetd a nélkiil, hogy egy tiimeményt kellene filhozni, melynél e kap
esolat valosul. Kzzel ellentétben concretek azok a fiiggvények, melyek
kozti kapesolat csak ney definialhato, gondolhato, ha azt egy physikai, geomet-
riai vagy mechanikai esetet megjelolének tekintjiik.

A fiiggvények - nagyobbara concretek voltak eredetileg. A mostansig
teljesen abstract fiiggvények is a tudomdny kezdetén nem voltak ilyenek:
A hatvany példaul csak Viéte és Descartes ota abstract fliggvény. Az
okor mathematikusai elétt x2, x? a teriiletnek illetélegesen a kobtarta-
lomnmak a hosszhoz vald viszonyit fejezték ki, s a fiigegvények elemi tu-
lajdonsdgait is geometriai uton ismerték fel. A fiiggvények e beosztdsira
egy alkalmas példa még a divect vagy invers korfiiggvények is. melyek még
most is concretek vagy abstractak a szerint, a mint kiilonbozié szempont-
bol vizseidljuk dket.

Mintin rivviden megemlitettiik a jellemzo tulajdonsigot, mely egy fiige-
vényt abstractta vagy concretté tesz, egyszeriivé valik annak a posteriori
megalapitdsa, hogy egy fiiggvény az analytikus egyenletekben szerepelhet-e,
vagyis abstract jellege van-e, mert minden efajta fiiggvényt eld fogunk
sorolni.

De hisz az analytikus fiiggvények szama végtelen, tehat elésorold-
suk nem lehetséges. K feladat azonban konnyiivé lesz, ha a fiiggvényeket
egyszeriekre és dsszetettekre osztjuk; mert ha végtelen is az
abstract fiiegveények szdma, ugy ezek igenkis szimuelemifiigevények-
bil tehetdk Gssze. melyeket definialbatunk s egy fiigavény concret vagy
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abstract jellegti lesz a szevint, amint csak ez alapelemekhbol dsszetett, vagy
méasokat is foglal magdban. Vildgos, hogy itt elég az egy viltozos figg-
vényekre kiterjeszkedni, mert a tobb fiigeetlen valtozojuak is ¢sak tobbé
vagy kevésbé isszetettek.

Ha x a fiigeetlen és y a fiiget viltozo, ugy egymastol valo fiiggé-
sitknek 5 faja lehet, melyekliez az dltal, hogy y-t tekintjiik benniik tiig-
getlennek és x-t figgonek, még 5 invers egyszerii fiunetio jarul ;

L 1. y=a-+x osszeg
PRSI X kiiloinbség
il 4 1.y = ax szorzat
Gt PR s hanyados
: _ T SR e hatvany
3. par. .
2. x =1y ayok
Bstl, 1y =a exponentialis tiiggvény
DAL N9 x =gy logarithmikus fiiggvény
X direct kir fligpvé i g -
5 p,‘il. T y — sinx irect in “.tlﬂg[.::l}ij (trigono
k Sl S aréi(sin =iy fi=Saiiesinfa i Y ioxersiion fi‘]{-;ﬁ;‘:‘;\)' (kyklome:

A sin x egyszerii fiigevény, ha ngy tekintjiik, mint egy geometriai
relatio megjelolését, ekkor azonban coneret functio. Miskiilonben teljesen

i s e a1 A 3 ;!xi,_ axi
megfelel egy abstract fiiggvény kivetelményének, ha azt © = C altal de-

finialtnak tekintjitk, de ekkor nem 1j fiigevény, mert a megelozokbol tsz-
szetettnek tiinik el. — Lehet ily formin még mdas coneret fiiggvényt is
az analytikus elemi tigevények kizé folvenni: ilyenek pl. a Legendre és
Jacobi dltal Bevezetett elliptikus fiigegvények, s Fourier-nek ,Théorie ana-
lytique de la chaleur* 1822 miivében eléfordulé néhiny ‘integril, melyek
az analysis mezejét lényegesen kitigitottak.

A priori semmiféle rationdlis meggondolis sem il;i_-fi_ koriil szigornan
az analysis elemeinek e kis szimdat, mely a tudomdny jelen dllisdinak
tényleges kifejezése. Hisz analytikus elemeink jelenlég szimosabbak, mint
Descartes, Newton, Leibnitz idejében voltak: a két utolso par figgvényt
esak Bernoulli Jénos és Euler hozta be: az elliptikus fiigevények = sziile-
tési ideje szizadunk elejére esik. Valoszind, hogy idovel még ezekhez is-
wjak fognak jarulni, de szdmuk gyarapoddisa soha sem lesz nagy, mert
sziamuk novesztése igen nagy nehézséget okoz.

Az elmondottak - alapjin juthatunk  az egyenlet fogalmihoz., — K
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magyarizat egynttal megértetheti, mily nehéz a tiineményekre vonatkozo
egyenletek folallitisa; ez u. iscsak ugy lehet, ha a felemlitett kis szami
mathematikai (elemi) fiiggvények segitségével azon tsszetett fiiggvényeket
birjuk kifejezni, melyekben a tiineményekre vonatkozo torvények benfog-
lalvik. Ez 4ltal a problema abstracttd valik és a szam kérdésévé lesz,
mert az emlitettek az egyediili egyszerii functiok, melyek szimok kozt
fonallnak. Latjuk egyuttal, hogy a concretrdl az abstractra valo dtmenet
nehézségét az analytikai elemi functiok kis szama okozza.

Miutin az analysis tirgyit és korét szigorfan megjeliltik, most
annak filosztisa kovetkezik.

Elsé meggondolisra rogton két egymistol lényegesen Kkiilinbizo
részre oszlik az analysis. Az egyik rész az algebra, a masik az arithme-
tika, itt azonban e kifejezéseknek a leheté legtigabb logikai értelem
adando.

A calculus minden kérdésének mecfejtése két folytatolagos, lényegé
ben killonbozo részbol all. Az elsének feladata az adott egyenletek transforma-
tioja a végbol, hogykitiinjék az ismeretleneknek értéke kifejezve azismeretesek-
ben; ez az algebra feladata. A misodik résznek czélja azalgebra altal nyert
képletek értékét kifejteni, vagyis meghatirozni a keresett szamokat, me-
Iyeket mdr adott szimokbol alkotott explicit fiigevények képviselnek; ez-
zel az arithmetika foglalkozik. Ha pl. x3+ 3ax—2b=0 egyenletet vizsgil-
juk, mely a szig hdrom egyenlé részre valé osztdsdnal is szerepel, nyil-
vanvalo, hogy egyrészt x masrészt a és b kozti fiiggés teljesen meghati-
rozott ; de mig az egyenlet e primitiv alakjit megtartja, nem latszik, hogy
szarmazik az ismeretlen az ismeretesekbil. Kz a kérdés, mieltt az is-
meretlen értékének kifejtésére gondolhatnink. Ha a transformdtiok egy
sora utin mindinkabb viligossi lett az ismeretlennek az ismeretesek bl
valo szirmazasi modja, ez alakra jutink:

R ] / b+1 b fas 4 l/l{ —V b2+ a3,

ekkor az algebrai rész be van fejezve, itt kezdédik az arithmetika fela-
data, t. i. az x-nek a és b specialis értékeire valé kiszamitasa.

Az algebra és arithmetika tehat eltérnek egymastol kitiizott czél-
jukra nézve, de kiilonboznek a szempontban is, melybél a szdmokat te-
kintik. Az algebra ugyanis a szamok kozti relatiokat, az arithmetika a
szamok értékét vizseidlja. ;

Az algebra (algebre oulecaleul des fonetions) targya az egyen-
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letek megolddsa, e definitiot lehetd legtigash értelemben vevén ugy,
hogy ide még az implicit fiigevényeknek explicitekké valo véltoztatasat
is folveszsziikk; az arithmetika (arithmétique ou le calcul des valeurs)
feladata a fiiggvények értékének kifejtése.

Innen litszik, mily elégtelenek, sit tévesek a haszndlatos meghata-
rozdsok. Rendesen a tulbecsiilt fontossign megjelilés, melyre az okoskodas
folyamdn sziiksée van, nyujtotta a felosztasi alapot, a mi elvben Kképtelen;
ség, tényleg pedig téves. Sit Newton hires definitigja is: az algebra
dtaldnos arithmetika, helytelen fogalmat nyujt az algebra és arith-
metika természetérol.

Kivetkezikben a caleulus két vészének terjedelmét, jelentd-
ségét 6s nehézségét dtalinossighan fogjuk téargyalni, hogy ezutin
csak a fiiggvényekre kelljen kiterjeszkedniink.

Az arithmetika elso tekintetre oly terjedelmesnek latszik, mint az
algebra. Rovid meggondolis azonban mér elég, hogy az avithmetika szii-
kebb korét belissuk. A figgvények egyszeriiek és osszetettek, le-
lietnek ; s vildgos, hogy ha az egyszeviiek értékét meghatirozni tudjuk-
az Osszetett fliggvények e tekintetben semmi nehézséget sem nyunjtnak. Algeb-
rai tekintetben azonbanaz isszetett fiigevény egészenmastulajdonsdgokat
mutathat, mint azon egyszerii fiiggvények, melyekbol all; inmen ered a fénehéz-
ség. Az arithmetikai operatiok szima atalibanazon 10 abstract fiicevény altal
van megadva, melyek tablizatilag is felsoroltattak. B tiz fiiggvény érték-
kiszdmitisa minden mds analytikai functio értékkiszdmitdsinak modjit is
megadja. Az avithmetika kore tehat meg van szoritva, az algebraé vég-
telen.

Az arithmetikinak azonban tigasb mezeje van, mint az elmondot-
tak utin valaki gondolhatnia. A logarithmikus és trigonometrikus tabli-
zat, oly szimegyenletek megolddsa, melyeket algebrailag megoldani nem
lehet, a hatirozott integralok meghatdarozasa, melyeknek hatarozatlan in-
tegralja ismeretlen, mind az arithmetika uradalmiba tartoznak, bdr erre
nézve az ezen vizsgilatokndl hasznalt jelvényeknek tulajdonitott tulsigos
fontossdg habozova is tehetné az embert. Arithmetikihoz tartozik a szdm-
elmélet is, mely a kiilonbozo szamokhoz tartozo, értékiikhoz tapadd tu-
lajdonsdagoknak folfedezésével foglalkozik. E részre illenék 1d leginkabb
Newton definitigja.

Bér elég tigas fehit az arithmetika mezeje, mégis osszehasonlitva
azt a functick tandval, az avithmetika csak ecy fejezete az abstract ma-
thesisnek,
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Ez ntobbi gondolat megértésére meg kell jegyezniink, hogy ha ki
kell szamitani egy ismeretlen szimot, melynek alakulasi torvénye adva
van, gy e szam az arithmetikai kérdés puszta foltevésével is mar ki
van valamilyen alakban fejezve. Az ismeretlen szimnak meghatarozasa
azonban abban all, hogy a megadott kifejezést mas meghatdrozott és
megszokott. alakban (a szimldlis rendszerében eldforduld valamely szam-
mal) irjuk, s ez alakban valé kifejezéséhez, mint toltételhez, kitjiik a kii-
6nos szamnak pontos ismeretét. Az értékmeghatirozas sem egyéb tehit,
mint oly transformatio, mely a szamot ily alakra hozza :

n n—| 0
ad +ac+.... +ac+ac6 +ac +....4+ac
u 1 -

1 -1

hol o rendesen 10-et jelent, a, dtalaban egész, positiv ¢-ndl kisebb szam.
Az arithmetikai operatiok ilyformén ugy tekinthetok, mint az algebrai
transformatioknak kiilinos esetei, tekintetbe nem véve azon killings ne-
hézségeket, melyek a coefficiensek megalapitisara hdaramlanak ezeknek
viszonos fiigeése kivetkeztében.

Ebbil aztan vilagosan kitiinik, hogy az abstract mathesist fokép a
functiotan alkotja, mely annak legfontosabb, legelterjedteblb és legnelie-
zebb része, s ezért a kivetkezik az algebrara fognak vonatkozni.

Megalapitottuk a concretrdl az abstractra vald atmenet nehézsége-
nek okat, kiséreljiik meg philosophiailag méltanyolni azt az eljirdst, mely-
lyel az esetek oly nagy szdmdndl e nehézségen diadalmaskodott az em-
beri ész. Kozvetetleniil vizsgalvan e fontos kérdést, a nehézségek elhdri-
tasara elso eszkoziil uj elemi fiigevények képzése ajanlkoznék, mert hisz
ezeknek kicsiny szima a fGbaj. Béarmily természetes is e gondolat, mé-
Iyebb vizsgdlodasnal illusoricussd lesz. Lehet ungyan egy vagy més tekin-
tetben hasznos az elemek gyarapitisa, de okvetetleniil elégtelen.

Eey uj elemi fiigevény megalkotisa mar magdban véve ellentmon-
donak latszik. Egy uj analytikai elem nem teljesithetné azon lényeges
foltételeket, melyek az elemi fiiggvényeket jellemzik, t. 1. értéke nem
volna kizvetetleniil kiszamithato; mikép lehetne masrészt kiszamitni egy
uj, valoban egyszerii fiiggvényt, mely a mir ismertekkel nines va-
lami kapesolatha hozva. Egy uj elemi fiiggvénynek, illetileg egy dssze-
tartozo tliggvényparnak (minden fiiggvényhezegy invers fiigevény is tarto-
zik) az analysisbe valo behozatala uj alapmiivelet megalkotisit foltéte-
lezné, a mi igen nehéznek latszik. :

Ha kutatjuk a maddot, melynek segitségével az emberi szellem uj
analytikai elemeket alkotott, ney azt latjuk, hogy ez eljardis teljesen ki
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van mar meritve. Az exponentialis functio: a* és a logarithmikus: lgx
eey ismert fiigevénynek. a legdtalinosabh hatvianyalaknak, mas szempont-
bol valé vizsgalata dltal keletkeztek. A hatvanyban u. i. az alap helyett
az exponenst kellett viltozonak tekinteni. Ez eljiris azonban barmily
szellemes legyen is, ezen kiviil semmi ujat nem nyujt, mert tobbi analy-
tikai elemeinkben ugyanily modon forditva a dolgon. azok egym:isha men-
nek at. Lathato, hogy aligha van mod, melynek segitségével oly abstract
analytikai elemeket képezhetnénk, melyek az elemi fiigevényeket jellemzi
szitkséges és  elégséoes foltételeknek  megfelelnének. De azért semmi-
esefre sem allithato, hogy jelenleg ezen tekintethen értelmi Dbelitiasunk
hatarihoz értiink ; s6t bizonyos az. hogy az analysisnek legutobbi idében
tortént haladdsa kibovitette elemi figovényekre vonatkozo ismereteinket,
midén bizonyos értelemben vett hatirozott integrilokat, az elemek kozé vé-
tettek fel, melyek tobh tekintetben azegyszerii fiigevények helyét potoljak.
hir a sziikséges foltételek mindenikének nem felelnek meg.

Az elemi figgvények szam-szaporitasinak eszméjétol tehdt el kell all-
nunk, s igy csak az az eszkoz marad hitra, hogy nem talilhatvin meg
kizvetetleniil a tekintetbe vett mennyiségek kozti egyenletet, ezt segitd
mennyiségek kozott keressitk, melyekbol a kezdetleges nagysagok kozt fen-
allo egyenletre tériink at. Ez a conceptio az emberi szellemnek kiilonosen
termékeny alkotdisa, mely a természeti tiimemények mennyiségtani kutatisa-
nak leghatasosh eszkozét szolgdltatja, a transcendens analysist

Philosophiai szemponthol a segédmennyiségek a kérdésben eldjivo
elemekbil valamilyen torvény szerint szarmaznak, s igy e gondolat na-
gyobb hordozo-erejii, mint milyet neki még a legjelesh mennyiségtudo-
sok is tnlajdonitnak. Fontos e gondolatot egész logikai terjedelmében fel-
tiimtetni, mert ez altal a derivationak sokszorosan atalinosabb modjihoz
jutunk, mint a mily értelemben a derivatiot most venni szoktik; ez dta-
linos mod a mennyiségtani analysis tokéletesitésére és a jelen eszko-
zoknél sokkal hatdsosabbak megalkotasira van hivatva a természeti tor-
vények folfedezésének czéljabol. Hogy miként torténik ez, még targyalas
ald keriil. A kezdetleges mennyiségek helyébe a tudomany jelen dllapoté-
ban segédmenmnyiségekiil a végtelen Kkis elemeket hozza be a
transcendens analysis. E véitelen kis elemeket - Leibnitz  kiilonbozo
rendiit. differentiale-knek mondta. Newton fluxio-knak vagy az
eredeti két mennyiség egymisnak megfelelé nivekedése kezdet- és vég-
aranydnak nevezi. Lagrangemdl e segédmennyiséeek derivil-
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taknak neveztetnek, melyek alatt az Osszetartozo nivekedéseket ki-
fejezé egyenletek egyiitthatoit értjiik.

A transcendens analysisnek e harom f6szempont szerint valo felfo-
gasdra még késébb attériink, Most csak arva haszndljuk fel a segéd-
mennyiségek eszméjét, hogy a fiiggvénytan alapfelosztisit létesithessiik.

A gondolatok természetes rendjét kovetve a transcendens analysis-
nek elsének kellene lennie a tirgyalasndl, mert czélja az, hogy konnyitse
a mennyiségek kozti egyenletek folallitisat, minek mindenesetre elibb kell
megtirténnie mint a kozonséges analysis (analyse ordinaire) feladatit ké-
pez egyenlet-megoldasnak. De bar ez a kapesolat az analysis e
két része kozt, a kozhaszndlatban az utébbi mégis megeldzi az elsot,
mert a transcendens analysis a kérdés megfejtésénél mindig redszorul a
kozonségesre s igy ha ezt elélegesen nem tanulmdnyoztuk, sok kérdést
fiiggtben kellene hagynunk.

llyforman azt mondhatjuk, hogy az analysis két részbol &ll: 1) a
functiok tanabol (caleul des fonctions) vagy a kozonséges ana-
lysisbol vagy az algebrabdl (legtigabb értelmében véve e szot), e
résznek kizvetetlen czélja az egyenletmegoldds, ha az egyenletek a
tekintethe vett mennyiségek kozt kizvetetleniil fonallnak, és 2) a transe.
analysishél, vagy infinitesimalis calculusbol vagy a flu-
ensek és fluxiok tandabél vagy az elenyészG  (evanuissants)
mennyiségek tudomanyabol. Comte dtalinositvén és praecisirozvin Lagrange
eszméit, az elso részt a dirvect, a masodikat az indirvect fiiggvé-
nyek tandanak nevez.

A direct frigovények tandnak dlaldnos vissgdlala.

Feladatunk a direct fiiggvények tandnak alkotisit és jelenlegi fej-
lettségének fokdt vizsgalni.

E résznek czéljat képezi az egyenletek megoldisa, vagyis az isme-
retes 6s ismeretlen mennyiségek kizti egyenletekbil az ismeretlenek érté-
két kifejezd ismeretes nagysigok oOsszekottetési modjanak folfedezése; —
s igy amnyi részre oszlik, ahdny - kiilonbozi faju egyenletet lehet megkii-
Ionboztetni. Terjedelme tehat hatirtalan, mert a kiilonbozo fajta fiiggve-
nyek, melyekbol az egyenlet dllhat, végtelen szimuak, jollehet igen kevés
elemekbol alakulnak.

Az egyenletek amaz analytikai elemek szerint osztatnak fel, melyek-
bol keletkeznek.,

Ugy az egy mint a tobb valtozos egyenletek két foosztilyra oszla-
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nak: 1) az algebrai egyenletekre, ha az elemi fiiggvények koziil
csak a  hdrom elsé  pirt tartalmazzik és 2) transcendens
egyenletekure ha exponentidlis vagy circularis fiiggvények
fordulnak el6 az egyenletben. Kz utobbi osztilyra vonatkozo isme-
reteinkigen tokéletlenek. Felviligositasul szolgr't.]jona.x+ bx=cxegyszerﬁ alak
egyenlet, melynek megolddsit semmi modon sem Ilétesithetni.

Azalgebrai egyenletek elméletébenmar valamivel tovabb haladtunk, Ez
egyenletek a viltozok irrationdlisvagyra tionalisfiiggvényeit tartalmazzik,
de konnyebb vagy nehezebb transformatiokkal az irrationdlis
fiiggvényeket rationdlis alakra hozhatjuk. Ez az oka, hogy a mennyiség-
tudosok csak az utobbiak megoldisiaval foglalkoznak.

Az algebra keletkezésekor az egyenleteket a bennok elétfordulo ta-
gok szdma szerint osztilyoztik. E beosztis hibds volt, mert alapul egy
esetékes jelt (note accidentale) valasztott. Mellesleg megjegyezhetiiik,
hogy e hiba a differentiilis egyenletek osztilyozasianal is ismétlodott. Elo-
nyosnek bizonyult mégis a kéftagu (binomidlis) egyenleteket mds nemii-
ektol megkiilonboztetni.

Az egyenleteknek fokuk szeriuti osztilyozdsa természetes alapon
nyugszik. K beosztdis megjeloli a megoldas nehézségének a fokszim na-
gyobbodtival valo novekedését, mi onnan jom, hogy a magash foki egyen-
let a ndla alacsonyabb fokii egyenletek megoldisit foltételezi (lega-
1labb negyedik fokig ez allitis érvényes). A nehézségek, a bonyodalmak
miar a 4. foku egyenletnél nagyok. Az otodfoku egyenletekrél pedig, ha
bizonyos foltételeknek nem aldvetvék, kimutattik, hogy atalinosan meg-
oldhatatlanok. Egy n-ed foku dtaldanos egyenlet megoldisarol ilyformin
nem szolhatunk, mert az Lagrange szerint tilszirnyalja értelmiinket.

De ha az n-ed fokn egyenletet meg is tudnék oldani, az algebrai
kérdéseknek csak igen kicsiny része lenne letargyalva. Maskiilonben a fi-
gyelmes vizsgdalat mutatja, hogy az emberi természet hatalmash uj kér-
dések foltevésében, mint a milyenek az ezek megtejtésére szolgalo kit-
forrasok, mas szavakkal: az emberi szellem képzelé ereje nagyobb, mint
az érveld. Kzért nem gyozhetjiik le soha a képzeloero felhalmozta nehézségeket,
barmily kifejlodést érjen is el szellemi mitkodésiink. Igy ha a jelenleg ismert
egyenletalakokat meg is oldandk valaha, amiképzelodésnél nem egyéb, bizonyi-
ra tilhaladnd az emberi szellem a nehézséget, hogy — e czélt elérendé — uj
elemi segédfiiggvényeket dllitson fel, de ezek megint uj megoldatlan fiigg-
vények alkotisira vezetnének, s igy az analytikai ismereteknek ekkor is
a jelenlegi illapothoz hasonlé relativ tokéletlensége dllana eld.



16 A MATHEMATIKA A POSITIV PHILOSOPHIA ]{.I!lNl_JHZIi]i{]:lB]!JK.

Algebrai ismeretiink osszege az elst-, masod-, harmad-, negyedfoku,
a binomialis, néhiny specidlis magash foku, igen kis szimu exponentidlis,
logarithmikus és cireularis egyenlet megoldasira tevjed ki. A szizados
torekvés nem e cseppnyi ismeret tagitdsat, hanem hasznositasit czélozta
és e firadozast teljes siker koronazta.

A tudésok belitvan, hogy anegyedik foknal magash foku egyenlet
dtalianos megolddsa nem sikeriil, ¢ nagy hidnyt kitelhetileg potolni
akartdk a mathematikai tudomdny azon részével, mely az egyenletek
szimbeli megoldasanak neve alatt ismeretes. Czélja e tndomsiny-
szaknak egy-dtalinos megolddsi képlet ismerete nélkiil az ismeretlen osz-
szes értékeit ngy meghatirozni, hogy azok az adott foltételeknek megfelelje-
nek, Az analystiknak erre vonatkozo kiilonos és nem teljes miivei, hol az
algebrai és arithmetikai kérdések vegyesen jonnek eld, oda vitték a dol-
got, hogy e czélt tetszoleges pontossigoal elérhetjillk, s igy ez irdanyban
még csak az eljaris egyszeriisitése van hitra.

A direct functiok tudomanya két részre oszlik a szerint amint az
egyenletek algebrai megoldisa vagy szambeli megfejtése a fGczél. Nem-
esak a czél, kiillonbozo, e két esethen hanem a szempont is, melylyel a szim
szerepel. Az elsd rész  az  egyenletek természete szerint oszlik fel.
fiiggetleniil az ismeretlenck értékétdl. A masik vész éppen ellenkezileg
nem az egyenletek neme, hanem az ismeretlenek értékének szimneme sze-
rint valaszt mis és mas eszkizoket czélja elérésére. Az incommensurabilis
vagy commensurahilis gyokik megkiilinboztetése semmi jelentoségeel sem
bir az algebrai megolddsnal, mert a gyokok rationalitisa vagy ira-
tionalitisa az eljardst nem viltoztatja meg:; s ép igy all ez, ha a gvi-
kiknek realis és imaginarvius osztilyat kiilonboztetjik meg,

B két vész folott All az egyenletek elmélete s for-
vasul szolgdal hol az els6, hol a masodik résznek. Két feladatot kell
az egyenletek elméletében targyalni: 1)azegyenletek elemibb fiigevényekboli
bsszetételét (composition) és 2) az egyenletek transformatiojdt. Ez
utobbi egy egyenlet valamennyi ismeretlen gyokének ugyanazon tir-
vény szerinti megviltoztatisit foglalja magaban. Az elsi feladatot az egy
ismeretlenii  egyenletnél targyaltdk legbehatGbban, a tobb  ismeretlent
egyenleteknek decompositioja egyszeriibb fiiggvényekre mindig az egyiitt-
hatok kozott fenallo relatiok eredménye, de altaldnos szemponthol vald
targyalasa igen nagy nehézségekkel jdr.

Hogy a direct fiiggvények tananak kiilonbozo részét folkaroljuk, még
a Descartes megalkotta hatarozatlan egyiitthatok modszerét kell
megemliteniink. Ez sokat vesztett fontossagdbdl az infinitesimalis szamitis
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folfedezése dltal, mely utobbi tudomanydgat a fiigevényeknek sorba fej-
tésénél annyira mennyire potolja. Az infinitesimalis calculus azonban té-
oitotta a hatirozatlan egyiitthatok modszerének alkalmazisi korvét és for-
risait. e modszer alkalmazasa azota gyakoribb lett, mint annakeldtte.

E vazlat utan a direct funetick tandra vonatkozé néhiny fobh szem-
pont philosophiai megviligitasa valik sziikségessé. Metaphysikai meg-

gondolisok az algebraban eldjové néhany symbolumra — pl. comple-
xeknek nevezett kifejezésekre — vonatkozo nehézségeket mértéken fo-

liil hajtottak a helyett, hogy ez eredmény ek valddi
lényegiik szerint, mint egyszeri analytikai
tények vétettek volna tekintetbe. Igy tekintve a szimalakokat.
kimnyen Delithato, miutin a mathematikai analysis szelleme a nagysigo-
kat egymashoz valé vonatkozasuk szerint fogja fel, fiiggetleniil a meghatarozott
érték barmily gondolatatol is, hogy a mathematikus minden fajta kifejezés
elfogadiisara foltétleniil kitelezve érzi magat, ha e Kkifejezések az algebrai
combindtiok eredményei®. Ha csak egyre nézve is kivételt csindlnank latszo-
lagos kiilinlegessége miatt, mint a hogy ez megtorténhetik particularis fGltéte-
lek mellett, melyeket a tekintetbe vett értékekre nézve tesziink, mir
kényszeriilve volndink conceptidink Atalinossagat filadni, s minden okos-
kodisba a dolog lényegéhez mnem tartozo, idegenszerii megkiilonboztetést
bevezetni, s igy elveszne a mathem. analysis jellemzi tulajdona: a kap-
csolatba hozott fogalmak egyformasiga és egyszeriisége. A zavar, mely
még a mathematikusok értelmét is nem egyszer elfogta ily kiilonis kife-
jezések esetén, a fliggvény és az érték foocalminak osszetéveszté-
sébil ered. Igy pl. metaphysikai vizsgalatok a negativ mennyiségrdl hany
helyén nem levd, minden alapot és tudominyos becset nélkilozo fejtege-
tésre vezettek. — Pedig abstract értelemben véve elfogadisuk sziksée-
szeriiségét az elobbi meggondolis igazolja; s ha mint analytikai eszkizt
tekintjiik cket, hogy képleteink dtalanossiga anndl nagyobb legyen, a ve-
lok valo bands semmi nehézséget sem okoz. Kételyt a negativ szamokra
nézve csak sophistikus okoskodds tamaszthat. A negativ szamok abstract
elmélete kielégitd, de nem igy dll a dolog concret elméletiikkel. —- Az utobbi
elmélet abban all, hogy az értelmi ellentéteket + és — jellel jeloljitk meg analy-
tikailag, mit Descartes philosophiai megfigyelés eredményeként hozott hasz-
nalatba. A tény az: ha a memnyiségek kapesolatat kifejezo egyenletben a
mennyiségek néhanyit ellenkezd értelemben akarjuk tekinteni, mint amilyen-

_ * B gondolatban van a jelenleg kivétel nélkiiléség (ausnahmslosig-
keit) neve alatt ismeretes elv teljes pontossiggal koriilirva.

M. Phil. Szemle, VI. 6vi, L. fiiz, 2
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ben az egyenlet folallitasdnal az tortént, nem kell az egyenletet ujbhol szir-
maztatni, csak minden értelmét ellenkezire valtoztaté mennyiségnek elijelét
megviltoztatni, s az igy nyert egyenlet Osszeesik azzal, melyre jutotfunk
volna, ha az uj timemény szam:ira kerestiik volna az analytikai Kifejezést.
E tényt dtalinosan okadatolni nem lehet, de oly szamos geomefriai €s
mechanikai eset igazolja azt. hogy dtalinos érvénye kétségbevonhatlan

Tgen fontos ezenkiviill & homo genitas principiuma; lényege
abban all, hogy a mennyiséeek kozti relatick fendllisa nem fiigg a via-
lasztott e e ységtdl, melyhez azokat viszonyitni kell, hogy szimokban
kifejezhessiik, tehat a tiinemény analytikai kifejezése nem valtozhatik meg,
ha a szerepld mennyiségeket egységeik viltozisinak megfelelfleg meg-
masitjuk. Lehetséges, hogy az egyséoek egymastol figgetlenek, s ekkor
a homogenitds az Osszetartozo mennyiségekre terjed ki. Maskor az egy-
séoeket relatiok kotik Ossze: ekkor az egységek alirendeltséoére tekin-
tettel kell leniink a homogenitas megitélésénél. — lgy ha a geometriai
tiimeményt kifejezé analytikai alakban vonalt, teriiletet, kibtartalmat ve-
sziink tekintetbe, condolni kell e harom mennyiség egységeinek kapesola-
tava: [t] = [h]% [k] = [h]%. — (A homogenitis vizsgilatival dtalinosh
szempontbol Fourier . Théorie analytique de la chalem® mitvében foglal-
kozott).

Az indirect funcliok  landra wvonaticosd  dlaldnos  szemipontol  ossze-
hasonlité vizsydlata.

Az indirect functiok tana hdrvom szemponthél vizsgalhato. melyeknek
Teibnitz, Newton és Lagrange voltak megalapitéi. Mindeniknek meg van
a maga jellemzé elénye. Lagrange conceptiojaba fog valészinileg a tudo-
many haladtaval a masik kettd beleolvadni, s ekkor a Leibnitz és Newton
alkotisa csak torténefi becsii lesz. Addig azonban e tudomdnynak azon .
ideiglenes allapotban kell maradnia, mely a Kiilonbozd szempontoknak
egyidejii tekintetbe vételét koveteli meg. Logikailag nem kielégité ugyan-
azon targynak tobhféle conceptio szerinti vizsgialata: de ez nem ejt cso-
dilkozasba, ha megzondoljuk a tudominyig roppant terjedelmét, nagy ne-
hézséeét és ardnylag nem- régi fonallisit.

E tudominy csivdjat a givdgikre lehet visszavezetni, kik a Lnne—
rités (exhanstio) modszerével hidaltik at a kozt, mely az egyenes
vonalu és girbe vonalu idomok kozt fonall. De ha megezifolhatatlan is ez
elv fontossdga, nem jarnak el mégsem helyesen azok. kik az exhaustio
modszerét a mi modern felfogisunkkal egyenértékiinek tekintik, mert a
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régieknek semmiféle dtalinos eszkiziik sem volt, melylyel a hatirértéke-
ket meghatirozhattdk volna, eljirisuk elvont és viltozatlan szabalyoknak
s egyontetii eljarasnak nem volt alivetve, pedig ez jellemzi a jelenlegi
transcendens analysist. Fermat a maximumok é minimu-
m o k meghatarozisindl valamint az érinté vonal problemdjara vonat-
kozolag megtette az els6 Kisérletet: eljardsa hasonlitott a jelenlegihez.
de nélkiilizte az dtalinossigot. Félszazaddal késobb Tleibnitz lett meg-
teremtdje a transcendens analysisnek. De oly megérett volt mir ez eszme.
hogy., mint rendesen a nagyszabdsu conceptioknil tirténni szokott, New-
ton is, bir egészen mias megeondolissal ngyanazon eredményekre jutott. —
B torténeti részlet utin az a kérdés, miben all a harvom-féle conceptio
lényege? Leibnitz a szamitisba az egyenletek folillitasinak kinnyitésére
a végtelen kis mennyiségeket hozza be, melyekbil az egymiassal relatio-
ban 4llé mennyiségeket isszetetteknek kell tekinteni. K végtelen  kis
mennyiségek (differentialé-k) kozt egyszertibh relitiok léteznek, mint a
kezdetleges mennyiségek kizt Ez egyszeri relitiokbol pedig egy kiilinis
szamitisi mod a keresett egyenletekhez vezet, melyeket directe legoyak-
rabban nem lehetett megkapni.

Ha az itt jelolt dtalinos gondolatmenelet megismételjitk. a masod-
rendit sth, differentialékhez jutunk.

E meggondolisbol azonban még nem ldthatd be, hogy a differenti-
ale behozatala miért konnyitse a tiinemények torvényeinek filfedezését.
mert hisz egy mennyiségnek kisebb vagy nagyobb értéke semmi befolyist
nem gvakorolhat oly vizsgilatra, mely természeténél fogva a szimérték
fogalmatol fiiggetlen. S mégis atalanosan foltiintethetni a differentiale be-
hozatala :ltal az egyenlet folallitisara kiterjedd egyszeriisitést. A végtelen
kis mennyiségeknek kiilonbozo rendjét veszik fol, ezek vagy az elstrendi
differentiale egymasutini hatvanyai, vagy oly kifejezések, melyeknek ezen
hatvinyok valamelyikélhez vald viszonya véges és  meghatirozott. Az in-
finitesimalis analysis sarkelve, hogy a végtelen kis mennyiségek a  vége-
sekhez képest és atalin a magash rendit differentiale az alacsonyabb ren-
dohoz képest elhanyagolhato. Ebbil kozvetleniil kiviliglik, miért kinnyebb
a memnyiségek differentialé-i kozt feldllitni az egyenleteket: e differentia-
16k helyett n. i barmily ugyanazon rendil differentialéket helyettesithetiink
ha az uj elemek a megel6zoktsl a ndluk magasbrendii differentialekben
kiilonbiznek is. Kz az alapja, hogy a geometriaban a girbéket végtelen
sok egyeneskébil, a gorbe feliiletet sikelemekbdl. a valtozé mozgdst a végte-
len kis idében torténd egyenletes mozgisbol tekinthetjitk dsszetettnek. E tu-

2$ :



20 A MATHEMATIKA A POSITIV PHILOSOPHIA RENDSZEREBEN,

doménydg jellemének felviligositisira szolgdljon a sik girbe eey pont-
Jjahoz tartoz6 tangens amplitnde-jére vonatkozo
tegp = dy
dx
egyenlet. Bz egyenlet minden girbéhez tartozik. Egy misik példa az, ha
egy adott girbe hosszat akarnok meghatirozni, melyet ugy tekintiink,
mint a girbe végpontjaihoz tartozo abscissik fiiggvényét. A legmélyebh
vizsgdlat sem tudna relitiot talalni az iv és e coordinitak kizitt, mig a
geomefria elemeibil — az ivet végtelen kicsinek gondolva — kivetkezik :
ds2=dx24dy? vagy ds2=dx2+dy24-dz?
Az elsi és masodik példiaban mar cxak a differentialeket ki kell kiiszi-
billni s magukat a viltozokat kell a specialis esetekben helyiokre hehozni.
s ez az indirect funetiok korébe vag.

A franscendens analysist tehat két fontos tulajdonsae jellemzi: az dta-
linossig (pl. egy diff. egyenlet adja az Osszes gorbék tangenseit, egy mi-
sik teriiletmeghatirozasukat, az n. n. quadraturit, egy viltozatlan egyen-
let az dsszes mozgisokat magaban foglalja sth.)és a timemények mennyi-
séetani torvényeinek  kinyii kitejezése.

Leibnitz conceptioja Descartes eszméjét: a természeti tiitneményeknek
analytikai abrazolasit is mélto vildgitasba helyezte ; addig még Pascal sem
méltatta ezt figyelmére. Oka, hogy trancendens analysis nélkiil Descartes
eszméje jelentékeny eredményekhez nem vezethetett; mar pedig még a
nagy szellemeknek is  az a sajatja, hogy a modszereket nem pllil‘nsnphiﬂi
jellemik szerint. hanem azazok dltal kizvefleniil elért tényleges ismeretek
szerint becsiilik meg.

Leibnifz eszméjének g}cmne oldalat a  bizonyitisnal kivetett logikai
eljards teszi. — Az infinitesimalis analysis elsd kordban Bernoulli Jinos.
Jakab és masok iukibb Leibnitz halhatatlan folfedezésének sokivanyn ki-
terjesztését czéloztik, nem gondoltak a tan logikai alapjinak biztos meg-
vetésére. Ok misodrangu tudosok ellenvetéseire a legnehezebb problemik
megtejtésével feleltek bizonyosan azon meggeydzidéstsl athatva, hogy az
uj eszkoziket fol lehet haszndalui, ha azok termékenyek. mert a  tévedés
nem fog sokd észrevétlen marvadni, ha a helyes eredmények megsoka-
sodnak.

Mindennek daczara sziikségessé vilt a gondolkozas rendes szabalyai-
val ellentétben allani latszo haszndlatos eljardst szigoruan megokolni.
Leibnitz megkisérlette e czélt. de téves magyarazatot nyujtott, midon a vég-
telen kis memnyiségeket dsszehasonlithatatlanoknak moudta és
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midon azokat a végesekkel szemben ugy tekintette elhanyagolhatoknak,
mint elhanyagoljuk a porszemet a tengerhez képest: ez az
infinitesimalis analysist kozelito szdimitissd  alacsonyitand, mi alapjiaban
helytelen volna, mert hisz dltalinossagban nem Jeletne eldve litni, meny-
nyire noveszthetik meg a miiveletek a kezdet-hibdikat, melyek ily koviil-
mények kozt itt-ott tekintetbe veendtk is volndnak, — Leibnitz tehit a
maga alkotta tudominy alapjat igen homalyosan foeta fil. Kivetoi Leib-
nitz eljarasinak jogosultsigat abban talaltik. hogy egyes problemdkat
Leibnitz szellemében megoldottak, (e modszer lévén legalkalmash azok
folfodozésére) s azutin a régi modszerekkel kisérlették meg a megoldast
s firadozdsuk eredménye a nyert végkifejezések identitisa volt., Midén
késobb e mély kérdés ujbol széba jott, azt nem megoldani, hanem kike-
riilni iparkodtak mint pl. Euler és d’Alembert, kik kimutatni torekedtek,
hogy Leibnitz conceptija megegyez a tibbi szokdsban levikkel, kiilonosen
Newton-éval, melynek pontossiga ment volt minden ellenvetéstdl. Iy ata-
lanos igazolis elégséges a Leibnitz-féle analysis jogos hasznalatira vo-
natkozo kételyt eloszlatni: de e conceptio oly fontos, az alkalmazisnil
annyival elonyisebb a tobbinél. hoey az infinit. szamitis jellemének to-
kéletlensége volna, ha tnmagaban nem hovdana jogosultsagdt és azt lo-
gikailag méasnemii vizsgdalatra alapitanok, melyet ezutin nem hasznalhat-
nink elonynyel. Lagrange miivei voltak kiilontsen, melyek az infinitesi-
milis szamitds alapjanak meggondolisara terelték soknak figyelmét, és
Carnot nyujtotta Leibnitz modszerének helyes logikai magyarizatat, mi-
don azt a hibak sziikségszerii compensatiojanak elvén alapulénak mondta.
Ez szigoru és viligos kifejezése Leibnitz zavart és hatarozatlan szavai-
nak, melyekkel tana rationalis alapjit magyarizni igyekezett. Carnot e
gondolatit nem méltattak mindeddig érdeme szerint, noha az infinites-
milis szamitis e logikai viza is csak ideiglenes, amennyiben lényeeében
véve hibas. Alljon itt mindazondltal Carnot dtalinos bizonyitdsa, mint
olyan, mely Leibnitz analysisének jogosultsigit Kimmtatja.™

Midén egy tiinemény differentidl-egyenletét folillitjuk, a  kiilonbozé
tekintetbe vett mennyiségek helyébe mas egyszeribb azoktol véetelen ke-
veset kiilonbozoket helyettesithetni, s e substitutio Leibnitz modszerének fi-
momentuma, mely nélkiil az gemmi konnyebbitést sem nyujtana a  diff.
eeyenletek képzésére. Carnot az eljards dltal az egyenletbe hibat vél he-
hozni 8 ezért az ily egyenletet tokéletlennek mondja, de e hiba csak
végtelen kicsiny lehet. Azonban az analytikai eljarisok, gy a differenti-

* Carnot »Reflexions sur la métaphysique du calenl infinitesimal¢.
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alds mint az integralis, melyeket e differential-egyenleteknél alkalmaznak,
hogy a végtelen kicsinyek kikiiszobiolésével véges mennyiségek kizti egyen-
letekhez jussanak. analog de ellenkezi hibikat okoznak s ilyforma madon
a hibak teljes kiegyenlitidése dllhat els, a végegyenletek tehat Carnot
kifejezése szevint tokéletesek® lehetnek. — Carnot e sziikségképpeni
hiba-kiegvenlitidés sziikséeszerti és valtozatlan jelének a Kiilonbizé rendii
végtelen kicsiny mennyiségek teljes kikiiszobilését tekinti, s ez czélja
egylittal a transcendens analysisnek. Ha u. i. az okoskodis dtalinos tor-
vényei ellen esak az infinitesimalis modszer kivetelte modon  vétiink, az
igy okozott végtelen kis hibik minden egyenletben ecsak végtelen kis
hibikat okoznak. s igy a relitiok szicorn pontossiguak, ha véges meny-
nyiséeek kizt fendllokka lesznek. wert hisz ily koriilmények kozott csak
véges hibik létezhetnének. pedig ily nemii hiba nem estszhatott be. Kz
elmélet elég szellemes ngyan, de nem elég alapos. Logikai szemponthol
tekintve gvinge oldalit maga az infinitesimdlis modszer teszi, melynek gy
latszik természetes fejleménye és dtalinos magyarizata.

Newton a transcendens analysist tobbféle szempontbol fogta fel. Je-
lenleg leginkiabb az van elterjedve, melyet az elsd és végsd vi-
szony vagy alimesek modszerével jelilt meg.

E szemponthol tekintve a fransc. analysis datalinos szelleme abban
all, hogy a kezdetleges mennyiségek helyébe vagy azokkal egylitt a
mennyiségek osszetartozo novekedéseinek végss viszonyit vezetjiik be, vagy
mds szoval a nivekeddsek viszonyinak limesét (hatdrdt), melynek ‘megha-
tarozott és véges értéke lehet. Koy kiilinids szimolds van azutan hivatva
e hatdrértékbol a kezdetleges mennyiséeek kozt fendllo egyenletekre valo
attérést eszkizolni. Hogy az analysis a timemények mathematikai torveé-
nyeinek kionnyebb kitejezésére alkalmas. annak oka az. hogy e szimolds
nem a mennyiségek dsszetartozo nivekedésére, hanem a nivekedések ard-
nydanak limesére vonatkozik, s igy az egyes nivekedések helyébe sokkal
egyszeriibbet tehetink. filtéve hogy a helyettesiti és a helyettesitett vi-
szonyanak hativértéke az egysée, E principinmbol Kiindulva a  Leibnitz-
féle analysis kinnyebbségét érezziik egyes kérdések térgyvalisanal, csak-
Lhogy mis szemponthol tekintjilk azokat. Ha pl. ezy girbe érintéjének
iranyat kellene meghatirozni, ney ezt azon hatirnak kell tekinteni, mely-
hez egy metszi Kiozelg, mely az adott pont koril ngy forog, hogy a mi-
sik metszési pont az elséhoz végteleniil kizeledik. Ha Ay és /Ax a két
pont coordinatai, ugy a secansnak az abscissa tengelylyel képzett szig-

WA

nek tangense: t — e €8 vévén a hatiresetet, a tangensre nézve lesz:
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NN : 5 : i Sk
t = lim %\ . Hasonléan vanha egy girbe kiegyenesitése (rectificatio) volna

a foladat, figy a girbe s ivének nivekedése helyébe ezen nivekedéshez
tartozd hirt substitudljuk, mely ketti nivekedésének hatirértéke az egy-
ség ; s Leibnitz eljarasival megegyezin talaljuk :

R
(lm/_\,x -+ (1111 A x) vaZy

(]im /Al ;)? -1 4 (]inl 2 i)? e (Iim %-:)J

Hasonlo komnyiiséggel targyalhatok a limesek modszerével a mar
elébb az infinitesimalis modszernél folemlitett egyébb dtaldnos feladatok
is. Kz lényegében véve Newton, helyesebben Maclaurin és d’Alembert gon-
dolata, melyet 6k Newton eszméinek dllandositdsdinal mint az analysis leg-
helyesb alapjit jellemeztek.

Miel6tt Lagrange conceptigjara dttérnénk, meg kell emlitniink New-
tonnak egy misik az analysisre vonatkozo modszerét, melyet egyrészt
egyes esetekben viligossiga, misrészt a transcendens analysis vég-czél-
janak megértetése tiintet ki. Ez a fluxiok és fluensek tana, mely a sebes-
Ség dtaldnos ismeretén alapul.

E tan alapgondolatimak megértésére tegyiik fel, hogy egy adott
girbe mentében egy pont bizonyos filltételeknek alivetett, dtalaban véve
valtoz6 mozgist végez. Az abscissa, az ordinata, az iv, a teriilet a moz-
gas kizben egyszerre létrejitteknek tekinthettk: s fluxiénak nevez-
zilk a sebességet, melylyel e memnyiségek kizil az egyik leiratik, a flu-
eus pedig maga a leirt mennyiség. K szerint az indivect functiok tana ab-
ban all, hogy kozvetetleniil folallitsuk a fekintetbe vett memnnyiségek flu-
xioinak egyenletét s ezekbil kiilonds eljirassal a fluensek kizotti egyen-
letekre térjiink dat. Ami itt a girbékre nézyve mondatott, barmily nagysa-
gokra vonatkozhatik, ha ezek egyikét a masiktol figed coordindtanak
tekintjiik. E felfogdis teljesen identikns a limesek modszervével, csakhogy ez
utobbiba a mozgds idegenszerii fogalma is be van vonva. Mert filtéve,
hogy az abscissa nivekedése arinyos e nivekedésre sziikséges idovel, ugy
eltekintve az idd intermediiiv gondolatatol az ordindtinak, az ivnek. a fe-
liletnek fluxidja e kiilonboz6 mennyiségeknek az abscissilioz vald végso
viszonya, E modszer tulajdonkép nem egyéb, mint az elsé és végsi viszo-
nyok (premiéres ef derniéres raisons) modszerének mechanikai uton valo
targyalisa.

Lagrange modszere csodilatosan egyszerii s abban all, hogy a trans-
cendens analysist aleebrai  szdmolisi modnak tekinti, mely szerint az
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egyenletek folallitisanak konnyitésére bevezetjiik az eredeti egyenletek
helyébe vagy veliik egyiitt derivaltjukat, derivilt alatt értvén La-
grange definitioja szerint a fiiggvényben eldjovi viltozo nivetének emel-
kedd hatvanya szerint rendezett fiiggvény-nivet elsi tagjanak egyiittha-
tojit. 1 defiinitiot kivetkezi kifejezésbil egy pillantésra megérthetjiik:

5 <E ] : i it 8
f (x+h) — £ (%) - ; ' (x) + _,I, fu (x) +":;,- AR ()R

Az indivect functiok taninak czélja e segitségiil vett dervivalta-
kat kikiiszobilni s a kezdetleges mennyiségek kozt fenndllo  megfeleld
eeyenletet megalapitani.

A transcendens analysis ilyen formdn esak jelentékeny kiterjesztése
a kozonséges analysisnek. A mathematikusok régi eljardsa az, hogy az
egyenlet egyszeriisitésére és konnyebb folallitisa czéljabol a  vizsgdlando
mennyiségek helyébe azok valamely hatvinyit, logarithmusit, sinusat sth.
hoztdk be. Az egymasutani derviva tio ugyanily természetii atalinos ér-
vényii miivelet,

De bar a priovi belithato, lhogy a derviviltak eszméje az egyen-
letek folallitisat konnyitheti, nem komnyii azt kimagyardizni, miért kell
a derivationak éppen az elfogadott modon s nem egy egészen masming
transformatio szerint torténnie. Nem is érthetd meg dtalinossigban abstract
uton a transcendens analysis mds conceptidinak tekintetbe vétele nélkiil,
miért nyujt az ily értelemben folfogott analysis a tiinemények mathema-
tikai torvényeinek kutatdsdinal konnyebbséget. E meggondolis alkalmazasi-
nak bemutatdsira az érinté problemdjat tirgyaljuk. A tangens e conceptio
szerint nem — mint Leibnitz mondta — a givbe egy elemi ivecskéjének meg-
hoszszabbitdisa, nem is a metszik hatira — mint azt Newton felfogta, —
Lagrange az dintit, a végiek definitioja szerint, oly egyenesnek mondja,
melynek érintési pontjin it kizte és a girbe kozott mds egyenes nem
mehet. Bzért az érintd irinyinak meghatirozdsira keresni kell az egye-
nes 6s a girbe két megfeleld pontjanak tavolit az ordinata irvdnyiban
68 az egyenes iranyszigére vonatkozo allandot ugy kell vdlasztani, hogy
e tavolsig lehetdleg Kiesiny legyen. Ha x y pont az érintési pont, ugy
a gorhére nézve: y — f(X) az egyenesre vonatkozolag: y -~ a x4h.
Lesz  tehdt a gorbének és egyenesnek (x + h)-hoz tartozd  ordi-
nitdja : '
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Vi = £ (x+Eb) = E5E)+ £ (x) b + £ (x) ht -
1 21
Vo e L (ax+b) i+ a h y 4+ ah s ig
Vi—Vo [f1x) —alhia fR20E) b2 hytipomiy dadim
21

Az (y, —y.) tavolsag pedig akkor lesz legkisebb h-nak alkalmas vi-
lasztasa esetén, ha az utolsd egyenlet jobb oldalinak . elsd tagja zérus,
mi csak ugy lehet, ha f' (x) — a — o, vagyis

3 — 11.(x)
oly eredmény ez, melyre az infinitesimalis vagy hatiarértékek modszerével
is jutottunk.

A mondottakbol kivilaglik, hogy mind a hirom modszer w. a. logi-
kai eljirason alapul, mely a segédmennyiségek bizonyos rendszerének be-
hozatalan fordul meg, melyek az eredetiek helyébe helyettesittetnek, hogy
a timemények mennyiségtani tivvényeinek analytikai kifejezése kinnyebbé
viljek. A segédmennyiségek ezutin egy kiilonis szimolissal elimindltat-
nak. Kz vitte Comte-ot arra, hogy a transcendens analysist az indirect
funetiok tandnak mondta. Mind a hivom modszer sajatja. hogy a
concretril az abstractra valo dtmenetelt kinnyiti, akar Leibnitz  szerint.
differentidalis egyenletek, akdr Newton szerint hatdirértékek
egyenletei, akir Lagrange szerint a derivaltak kozt fondallo
egyenlet ek nevét viselik az egyenletek, melyekbdl egy kiilonis, meg-
hatarozott modon az eredeti mennyiségek kozitti  kapesolatot | alapit-
juk meg.

A héarom modszernél azonban nemesak az eredmények egyeznek,
hanem ezek elérésének modja is; mert mind ‘a hdrom modszernél ' beho-
zott segédmennyiséeek teljesen identicusak, csak a felfogis modjara nézve
kitlomboznek. Kzt kinnyen kimutathatni. Vegyiik kiindulo pontul Lagrange
conceptiojat, mely idegen elemtil leginkabb ment. A derivalt fiieg-
vény ek definitioja’ mutatja, hogy ezek nem mdsok, mint Leibnitz  dif-
ferentidal-quotiensei, vagyis a figevény differentialjanak ~a  benne
eloforduld valtozo differentialjihozi viszonya. mert az elsé differentiale
meghatirozisa utin az infinitesimalis modszer természete szerint a vial-
tozd differentialejének elsé hatvanyat tartalmazé tagra kell esak = szovit-
kozni. ]*']p ugy a derivilt fiiggvény nem sziikségképpen hatara-e a fiige-
vény és a benne elGjové viltozo novetének, ha az utobbi végteleniil fogy,
meggondolvin, hogy az elsi derivilt azt fejezi ki, mivé wilik a fiigevény
dsoa henne elGjove valtozo viszonya, ha ez ntobbinak nivetét - zérusnak
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gondoljuk. Amit Leibnitz : el jelol, azt Newton szerint hm’%\ elettes
Lagrange szerint t1(x)-el irjuk, smind a harom u. azt jelenti Mas 6s mis
szemponthol vizsgdlva.,

Ha a hirom madszer beesét akarjuk megalapitani, mindenikben elé-
nyokre és hiatranyokra bukkanunk, s ez utobbiak okai amnak, hogy a
mathematikus ezek egyikéhez sem tarthatja magit kizdrolag. véglegesen.

Leibnitz gondolata az alkalmazdsnil nagy elénnyel jar:; mert gyor-
sabban, kevesebh szellemi megeriltetéssel vezet a segédmennyiségek kizti
egyenletek megilapitisirva. I modszernek kiszonhetjilk a magas tiokélyt,
melyet a geometria és mechanika elértek. Barmilyen is a mathematiku-
sok véleménye az infinitesimalis modszerrdl, abstract szemponthol tekintve
azt, mégis halleatagon megegyeznek annak alkalmazisiaban. valahdinyszor
nj kérdést tareyalmak, hogy ne nagyitsik a nehézséget tisztin mestersé-
ges akaddalyokkal, melyeket nem kelld helyen alkalmazott akaratossig az
dltal okoz, hogy nehezebb uton akar haladni. Maga Lagrange is, miutin
a transcendens analysist uj alapon folépitette, viligos jelét adta Leibnitz
conceptioja iranti fiszteletének, midon kizarolag ezt kivette ,Méchanique
analytique* miivében.

Ha azonban tnmagdra logikai szemponthol vizsgaljuk Leibnitz alko-
tasdt, be kell ismerniink Lagrangeval amak téves alakjit. A végtelen
kicsiny ismerete hibas fogalom, melyet elgondolni nem lehet, bér itt-
ott. képzelodésben ringassuk is magunkat. Comte e fogalmazisban a trans.
analysist még mindig metaphysikai alaptételen nyngvinak litja,
melytil az emberi szellem nem gyéz minden positiv ismeretet elégeé fiig-
getlenitni. £ modszer kordnak és lingeszii megalkotdjanak jellegét hordja
magan,

Newton alkotisa ment a Leibnitzé ellen emelt ellenvetésektol. A
hatdarok ismerete igazsiga és csinossiga dltal vilik figyelemre méltova.
Az ily modon megalakult transcendens analysis egyenletei kezdettil fogva
helyeseknek tekintendok, s a bizonyitds dtalinos szabilyai ép oly kovet-
kezetesen tekintethe vétetnek itt, mint a kozinséges analysisben. De hid-
nya. hogy tavolrol sem oly hatalmas eszkoz a problemik megoldasira,
mint az e!6bbi, mert asegédegyenletek folallitasat igen hitriltatja az dltal,
hogy azt koveteli, hogy ne a mennyiségek noveteit kiilon onmagunkban,
sem ezek viszonyat, hanem e viszonyok hatirértékét vegyiik figyelembe.
Newton modszerre azonban az atalinossignak azon ferjedelmével sem
rendelkezik, melylyel Leibnitz conceptioja bir. Igy pl. Newton theoridjit
a tobb valtozojn fiicgvényekre csak nehézkesen lehet kiterjesztni.
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Tobben Newton modszerét fogadtik el és azzal fodték el annak
tokéletlenségét, hogy kivetkezetleniil a Leibnitz conceptiojat jellemzé meg-

elolést hasznalt:k. Mit lim ’-.-'-"‘"_-PI kellene jelolni, azt “-el  iriak s ez
.] X ‘] Y l],‘( :]

irasmodot kiterjesztik minden egyeéb analytikai ismeretre is, ez dltal a két
modszer elonyeit kétsée kivill egyesiteni gondolvin ; ez Altal azonban esak
zavar tamad és a két modszer lényegének megértése van meggdtolva.
De furcsa is a gondolat, hogy valamiféle megjelilés az alapjaban véve
oly kiilonbizi két elméletet egyesithetné!

Végre a limes behozatala, biar kisebh mértékben, elvilasztja a ko-
zimgéges analysist a franscendenstdl s ez i egy tikéletlensége Newton
alkotasanak,

Az analysis egysége, alap ismereteinek tiszta abstract jelleme teljes
mértékben fillelheté Lagrange conceptiojaban, és mdsutt nines meg; éppen
ezért philosophiailag a legtokéletesh. Lagrange melliz minden méasfajta gondo-
latmenetet s a transcendens analysist valodi alapjira vezette vissza, ney-
tekintvén azt, mint az analytikai transformatiok egyigen atalinos: fajit, mely-
‘nek  segitségével a killonbozi - teladatok - foltételeinek kifejezése  kiilonis
modon egyszeriisiil. K szellemben felfogva, a frans. analysis a kizonséges
analysis kiterjesztése. Kz ota az analysisnek anmyira ossze nem tartozo
részel egy egységes rendszerré alakultak. ——  Alkalmazisnal = azonban e
modszer még a Newtonéndl is nehézkesebb, s igy kizdirolag nem fogad-
hato el. Lagrange a maga megalkotta modszerrel csak nehezen tudta az
infinitesimalis modszer eredményeit  bebizonyitni; innen kovetkeztethetni,
mely akaddlyokkal jarna uj és' nehezebb feladatok tirgyalisa Lagrange
modszere segitségével.

Czéhimk ezek utin a transcendens analysis téirgyanak attekintése :
s a mint a czéhak megfeleld lesz, az ismertetett modszerek kioziil majd
az egyiket, majd a misikat hasznaljuk.

Az endirect funcliok dialdnos. képe.

A mondottakhol  kivetkezik, hogy az indirect functiok tana két
részbol all. Kereshetni u. i, a segédmennyiségek kizti relitiot ha
adott a primitiv mennyiségek kizt fonallo egyenlet, vagy meg-
forditva a divect egyenleteket keressiik a kozvetetlenill megalapi-
tott indirect egyenletekDdl. B két miiveletet Leibnitz difteren-
tialis és infegralis szamolisnak nevezte; Newton a fluxiok
cés flnensek tandnak mondta; Lagrange utin pedig a devivilt és
primitiv functiok tandinak nevezik.



28 A MATHEMATIKA A POSITIV PHILOSOPHIA RENDSZEREBEN,

A differentialis szamoldis alapja a mdsik résznek; mert csak a diffe-
rentidlis Kifejezések integralhatok kozvetetleniil, mely differentialis kifeje-
zésekhez az alapfiigevények differentialisa vezet, melyek a transcendens
analysis alapjat képezik. Az infegralas lényegében véve minden esetnek
az alapintegralokra valo visszavezetésében all.

Ha azonban a transcendens analysist egészben véve tekintjitk oly
értelemben, nint azt mar eldadtuk, nem lathaté be a differentialis szi-
Jnolas haszna, eltekintve ama kapesolattol, melyben az a latszolag kizirolag
nélkiilozhetetlen integril-szdamitissal all. De megviltozik e nézetiink, ha
meggondoljuk, hogy a differentiilis szdmitis okvetetleniil sziikséges a
fiiggd valtozok differentidleinek a fiiggetlen valtozo difterentialejével valo
kifejezésnél, és ez iltal a differentialis egyenlet keépzésénél folhaszndlt in-
termedidr fiiggvények és differentialeik eliminatiojanal. Pl a gorbe vonal
ivhosszanak differential-egyenlete :

ds'=—=dx24dy2+dz?

Itt- @ a fiiggetlen valtozo, s benne kell a keresett s fiiggvényt kife-
ezni. De egyidejilleg y és z intermedidr fiigevények differentialjai is sze-
repelnek. Ez esetben a differential egyenlet integratiora nem alkalmas,
Az intermedidr fiigevények differentialjait eloszor ugy kell elimindlni, hogy
csak a keresett s fiipgvény és a fiigeetlen viltozé « differentialeja
forduljon elo—miy @ (x) ész —w(x) egyenletek segitségével meg is tirtén-
hetik — s ekkor a kérdés egyszerii integratiéra van visszavezetve.

Sok kérdés van ezen kiviil, hol a keresett mennyiségek éppen diffe-
rentialis dltal nyerhettk, igy van ez pl. a tangensek problemajindl, a
sebességek kérdésénél, a maximdlis minimdlis feladvinyoknal sth. Itt te-
hat az integratio szoba sem jo.

De vamnak oly kérdések is. melyek természetiikve nézve az elébbi-
eknek éppen elentétét képezik. Kzeknél a differentidlis egyenletek kozve-
tetleniil alkalmasak az integratiéra. mert kezdetleges wmegalakulisuktol
fogva csak a keresett fiiggvények és az egymdstol fiiggetlen viltozoknak
differentiale-it tartalmazzak a nélkiil, hogy intermediir fiiggvények diffe-
rentidléit kellett volna bevezetni. Vagy ha esetleg ily intermedidir fiiggveé-
nyek alkalmaztattak volna is, ugy azok differentialias alkamazisa nélkiil
directe eliminalhatok a kizonséges algebraval oly forman, hogy a kérdés
megfejtése csak integratiotdl fiigg. Igy a quadraturdt Kkifejezé egyenlet
dA=—ydx kozvetetleniil alkalmas lesz integralisra, ha az intermedidr y
fiiggvényt kikiiszobiljiik a kérdésben levi gorbe egyenletének megfelelileg,

Kgészben véve tehat hirom részre oszlanak a transcedens analysisre
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vonatkozo kérdések: 1) olyanok, melyek kizirolag differentialis szamitds-
sal megoldhatok, 2) melyek csak az integral-szamitist kivanjik. 3) me-
lyek mindakét szamitisi-madot megkdvetelik.

Vizsgaljuk mar most a hirom rész alkotisit, megkezdvén azt a
differentialis szdmoliason. .

A transcendens analysis targyalisanal vendesen osszezavarjik a tisz-
tan analytikai részt. mely a differentiatio és integratio elvont tireyaldsit
foglalja magdaban. e tanoknak fGbb alkalmazdsdval. A fogalmak ezen za-
vara, mely a tudomdny tirténeti fejlodésének kivetkezménye, nem egyszer
meggatolja az analysis és geometria Iényegének kell szempontbol valé
felfogdasit. K helyen esak a tulajdonképeni indirect funetiokra ter-
jeszkediink ki, a geometriai és mechanikai nagyszabdsu alkalmazis vizs-
gilata a concret, mathesis philosophiai tanmlmanyozasihoz tartozik.

A differentialisnal két eset kiilonbiztethetd meg. a szerint, amint
explicit vagy implicit fiigevényeket differentidalunk. E két esetnek megte-
(differentiation des formuleset des équations). E megkiilinbiztetés
sziikséetelen volna. ha minden egyenletet megtudnink oldani algebrailag.
mert ekkor minden implicit figevényt explicitté lehetne tenni. Mi-
vel az egyenletek meeoldisa eyermekkorit éli. s6t mi Comte ellenében
kimondhatjuk. hogv bizonyos tekintetben tovabb nem is fejlidhetik, egé-
szen maskép alakul a dolog, mert itt eey biar meghatirozott, de ismeret-
len alaku fiicgvény differentialisarol van szo, Az implicit tiiggvények dif-
ferentialdsa  fermészetszeriien mds, 6s szikségszerileg bonyodalmasabb,
mint az explicit fiicevényeké. * Ilyen forman a képletek differentidjan
kell kezdeni és ezutin ezen esetre kell atalinosan visszavezetni az
eovenletekét.

E két {6 esete a differentidlisnak még mas sziikségszerii szempont-
ban is kiilonbozik. Az implicit figgvények differentialéi kozt fonnalé kap-
esolat vonatkoztatva azt a véges mennyiségekre. okvetetleniil indirectebb.
mint az explicit fiiggvényeknél. Hisz ismeretes Lagrange vizsgilata sze-
vint, hogy neyanazon egyenletnek derivilt egyenlete igen Kkiillonbozo
alaku lehet. bar alapjukban equivelensek, amint mas-mas dllando  szerint
oldjuk meg; ennek az explicit képletek differentiatiojaindl helye nines.
Tudjuk azt is, hogy w. a. derivalt egyenletnek az eredeti (primitive) egyen-
letek nagy szima felel meg és sokkal nagyobb valtozatossigot nyujt,
mint az ngyanazon explicit differentialével bird egyenletek, melyek csak
eoy dllandoban kiilonboznek.

E két vész mindenike ujhol két elméletre oszlik, a mint egy vagy
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tobb fiiggetlen valtozos fiigevényrol van szo. A masik rész nyilvin isz-
szetettebb az elsénél ugy az explicit filggvényeknél, mint még inkdbb az
inplicit-eknél. Kiilonben egyiket a misikbol vezethetni le egy igen egy-
szerii alapelv segitségével, mely abban dall, hogy a totalis differentidlét
ugy tekintjilk, mint az egyes fiiggetlen valtozokra vonatkozo partialis dif-
ferentidlék Osszegét, partialis differentiale alatt értve a fiiggt viltozo azon
végtelen kis novetét, -mely a fiigoetlen viltozok egyikének differentiale-
jéhez tartozik, mikozben a tibbi fiiggetlen valtozd dllandénak tekintetik.
Meg kell még azt a kiilonbséget is figyvelni, mit az egy és tobh fiigget-
len viltozo létesit. — Az egyviltozoju fiiggvényeknél csak egy derivilt
lehet, mig a tobh viltozdjuaknal a derivilt minden fiigeetlen viltozora
nézve mas-mids, sot szamuk a derivatié rendjével is mindinkabb novek-
szik. Timen kovetkezik, hogy a differentialék kozti relatiok, melyek tiobb
fiiggetlen valtozohoz tartoznak, sokkal indirvectebbek és hatirozatlanab-
bak az egy fiiggetlen viltozot tartalmazoknil. Kz Killonosen az inplicit
egyenletekre nézve all, hol tetszileges allandok helyett a differentialds-
nil a viltozok fiiggvényei esnek el; innen is mir kiovetkeztethetni az
ily differentialek integratiGjanal tolléps nehézségekre.

A differentialis szamolas képének kiegészitésére még azt az esetet.
midén tobb fiiged valtozot tartalmazo egvenletet kell differentiilni, meg
kell kiilonboztetni attol, midén mindezek a fiiggd valtozok kiilin, egy-egy
egyenletben fordulnak eld. Viligos, hogy a functiok elst esethen még in-
plicitebbek, mint a mdisodikban: ez esethen w. i. nemesak megoldani nem
lehet a primitiv egyenleteket, hanem az elimindtiot sem végezhetni. A
differentialds is tehat ez esetben bonyodalmasabba vilik, Ez természetes
kapesolata és rationalis felosztisa a differentiatio fobh tanainak. De mert
az implicit fiiggvények differentiatioja allandé alapelv szerint az  explicit
fiigevények differentiatiojabol vezetheto le, s a tobh viltozos fiiggvények
differentiatioja meghatirozott tétel szerint szintén az egy viltozésokéval
egyezik : ugy végelemzéshen a differentialis tana az egy valtozos explicit
figevény differentidldsira van visszavezetve. Enunek azonban a tiz alayp-
fiiggvény differentidlisa képezi kiindulo pontjat, mert az osszetett
nyek differentiatioja dltal el van érve, A tiz alapfiiggvény (uﬂl*l't‘-llti&l;‘jiif.
és még az emlitett alapelveket kell tehdat ismerni s ezekre vezetendd visz-
sza a differentiatio minden kérdése. Logikai szemponthol hatirozottan ez
a, legérdekesebb kép, melyet a mathematikai analysis értelmiinknek
nyujthat.
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E kép azonban igen hézgos volna, ha ziradékul nem emlitenénk
meg még egy igen nevezetes elméletet. mely a dervivaltak transformitio-
Jaban dall. minek kivetkezménye. hogy a megalapitott differentidlis egyen-
letekbe mds valtozokat vezetiink be, mint a milyenek azokban eredetileg
voltak. E transformitio teljes dtalinossigban meg van oldva és egysze-
ritbb, mint a differentialis szimitis barmely mas vésze. Iy transformatio
altal oly wviltozokat hozhatunk az egyenletekbe. melyek a czél elérésére
legalkalmasabbak. Igy a legtibb geometriai kérdés legkinnyebben oldhato
meg orthogondlis coordinatikkal, s ép ezért kizvetitdiil ezeket haszndl-
hatjuk. de az dtalinos elmélet szerint akarmikor harmily végleges rend-
szerre dttérhetni,

A kiilonbizd rendit differentiilék képzése unj problemdt nem nyuijt,
mert. minden analytikai funetionak akarmely differentidléja a differentiatio
tohbhsziros ismétlésével nverhetd meg. fontog azonban e megkiillonbiztetés
az integrial-sziamolisban emmek nagy tokéletlensége miatt.

Alljon itt egyuttal a differentiale-nek tisztin analytikai kér-
désekre vonatkozo alkalmazasa. B kérdések harom rvészre oszlanak: 1.
az egy eés tobh viltozos fiigevényeknek sorba fejtése. vagy dtalinosabban
afitigevények dtalakitisa, ez a differentidlisnak az dtalinos analysisre vonat-
kozo legszebh éslegfontosabb alkalmazisa s magiban foglalja Taylor, Maclan-
rin, Bernoulli. Lagrange sth. sorait, 2. az egy vagy tibb viltozos fiigegvények
maximuma-minimuma. a differentialis szamolis természetében fekszik s két-
ségen kiviil a legérdekesh filadat, mit az analysis nyujthat, 3. a fiige-
vények értékének meghatirozisa a valtozd oly értékére, melyre nézve a
fiigevények hatirvozatlanok. ez a rész legsziikebh kirii és  legkevéshé
fontos a hdarvom kizill. Az dtalinossig, melyet meg kell ovnunk, hateal-
tat e targyakba mélyebben beleereszkedniink. s igy az integrilis szamo-
i beosztasira tériink at,

Az integrdl-szamolis beosztisa is ugyanazon modon torténik, mint
a differentialszamolasé, t. 1. megkilonboztetik az explicit és implicit diffe-
renfidlok infregratiojat. ez utobbiakat differential-egyenleteknek is mond-
jak. E két résznek megkiilonboztetése az integril-szamolisnal még sokkal
fontosabb, mint a differentiational. A differential-szimolasnil e megkii-
lonbiiztetés esak kiozinséges analysis nagy tikéletlenségébol ered. De vi-
ligos, ha minden egyenlet algebrailag meg volna is oldva, ugy a diffe-
rential-egyenletek mégis egy egészen mds integrationalis esetet képezné-
nek, mint a milyen explicit differential integralisa. Mert ha y fiiggvénye
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x-nek, s ha foltessziik, hogy egy %—é-re nézve magasb foku elsorendit
rendii differential-egyenletet algebrailag meg is oldunk, ugy a derivilt
fiiggvény ki lesz fejezve x-ben ¢és y-ban; mely utébbinak alakja x-ben
volna meghatirozands, s igy az integratio kérdése semmiben sem vilto-
zott, 8 a’'megoldis tényleg elébbre csak annyiban vitetett, hogy a deri-
vilt elsd hatvanyon van, ez azonban kis fonfossigu dolog, mert az al-
gebrai megoldds az implicit  differentiil-egyenleteket csak igen kivételes
esetekben véltoztatja explicitekké, mi akkor torténik, midén a differen-
tial-egyenletben 33{ egyiitthatoi az x fiiggvényei, ekkor a kérdés
quadraturara van visszavezetve. Kz eset megfelel az egyvaltozos
explicit fiiggvények differentidldsdanak.

E meggondolis még nagyobh fontossign a magash rendii vagy tiobh
fiiggetlen viltozot és ezek fiigevényeit tartalmazo differential-egyenletekre
nézve. Az implicit differential-egyenletek tehat fiiggetleniil az algebra fej-
lettségi dllapotatol, egészen mas esetet alkotnak., mint a figgetlen vilto-
zokban explicite kifejezett differential-egvenletek. Az implicit differential-
egyenletek integratioja complicaltabb, mint az expliciteké: ez utobbiak
megoldisa szillte az integral-szimitast, s ezekre tirekszenek az elsiket
visszavezetni. A valtozok elvalasztisa s a multiplicator elve sem egyéb.
mint differentialis képletekre visszavezetése a kérdésnek.

Az integrilszimolds mindkét része megint ketté szakad épugy. mint
a differentidl szamoldsnil, amint egy vagy tibb fiiggetlen viltozo van a
difterentiil egyenlethen. K beosztis is fontosabh az integrationdl. mint a diffe-
rentialasnal. Itt w.i. az az eset johet nem egyszereld, hogy a keresett fiige-
vény meg van hatirozva egy differentidlis egyenlet altal, mely e fiigevénynek
kiilonbozo fiiggetlen viltozok szerinti partidlis deviviltjai kizt all fon. Hz
azon rész, mely a partidilis differentialegyenletek
tandnak nevét viseli, megalkotta d’Alembert. s Lagrange wméltatisa
szerint ebben a mathematikusoknak egy uj szamolist kellett volna  lit-
niok, melynek philosophiai jelleme nines eléggé pontosan megitélve. Ezen
eset, és az egy fiiggetlen viltozos egyenlet kizti Iényeges killonbség ab-
ban dll, hogy a tetszileges viltozokat tetszileges fiiggvények helyettesit-
hetik, s ez altal a megfelels integralok tetszileges dtalinossigot nyernek.
E rész azonban még csak gyermekkordt éli, mert mdr a legegyszeriibh
esethen, midén a két fiiggetlen valtozot tartalmazo fiigevény partialis
derivaltijai elst rendiiek, nem tudjak teljesen visszavezetni az integratiot
kizonséges differential-egyenletekére. A tibb valtozot tartalmazé fliggve-
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nyek integratiojival sokkal jobban allunk, ha teljes differentialéval van
dolgunk, de ez eset végteleniil egyszertibb is a most targyaltnil.

Egy 1j megkiilonboztetés, melynek ugy az implicit mint az explicit
fiiggvények alavetvék, a differentialas rendjéhil folyik; ez a differentidlis
szimolésban semmi {1j kérdéshez nem vezet. Ami az explicit differentidlis
egyenleteket illeti, gy itt a rendnek megkiilonbiztetését az integral szd-
mitis nagy tokétetlensége teszi sziikségessé. Ha u. i. minden differentidlis
képletet tudnink integrilni, ugy a magasbrendii derivaltak egymdsutani
integratioval a primitiv functiohoz jutnank. Mivel az integratiora vonat-
kozo ismereteink igen kicsik, ez az oka, hogy a magasbrendid differenti-
alékbil a primitiv fiiggvény megnyerésénél uj meg uj nehézségek halmo-
zodnak Ossze. Mert lehet, hogy egyszer vagy tobbszor is el tudjuk wvé-
gezni az integratiot, de végre oly differentialékhez jutunk, hogy a szi-
moldst tovabb nem folytathatjulk.

Még fontosabb a rendszim megkiilonboztetése az implicit differen-
tidleknél, mert. eltekintve a most emlitett oktol, mely itt is érvényes ma-
rad, a differentialis egyenlet magasb rendje sziikségkép uj természetii
kérdéshez vezet. Valoban, ha minden elsé rendii differential — egyenlet egy-
gyel alacsonyabb rendiire visszavezethetd. Mert ha y az « fiiggvénye is
van egy relatibnk y, @, .j_i:., %:’% kizt, nem lehet kizvetetleniil levezetni
egy elso integratio véezése dltal az ezen relationak megfelelé kapesolatot

Yy, © s :;;‘: kizt levezetni, mely kapesolathol uj integratioval a primitiv

egvenletet nyernck, Iz elsd integralis u. i. csak akkor volna lehetséges,
olyan forma mod szerint, mint az elsé rendii differentialis egyenleté, ha
a masodfoku differentialis egyenlet y-t nem tartalmaznd. f&talﬁban, a ditfe-
rential -— egyenletek annyival inkdibb inplicitek, minél magash a rendszamuk,
s mindeniknek alacsonyabb rendiire valo visszavezetése specidlis mbdsze-
reket igényel, melyeknek kutatisa a kérdések uj osztilyit alkotja meg,
melyekre mnézve még egy fiiggetlen vAltozo esetén is alig - tu-
dunk valamit. Kivételt esak a linearis akdr hinyadrendi, dllando  coffi-
ciensekkel biro diff. egyenletek képeznek, s ezek megoldisa is oly alge-
brai egyenlet megoldisitol fiige, melynek foka a differentiatio rendjével
egyenlo.

Ha mélyebb pillantast vetimk a diff. egyenletek kiilonbozé rendjére.
azt talaljuk, hogy egy végs6 megkiilinboztetést tehetiink rajuk nézve. Az
egy vagy tobb viltozos diff. egyenletek u. i. vagy esak egy, vagy npedig

M. Phil, Szemle, VI. évf, 1. fiiz,



34 A MATUHEMATIKA A POSITLY PHILOSOPHIA RIENDSZERIEBEN.

4 s

(s ez az implicitebh és bonyolodottabh eset) tobb fiigevényt tartalmaznak,
amely eset a differential-szamitasnal implicit simultan - fiigevények  diffe-
rozui'a differential-egyenletek’ rendszerébol, melyben e fiigevények  deri-
valtjaikkal vegyitve fordulnak el A kérdés ily alakban uj nehézséggel
jar, mert a kevesett fiigevényeket ugy el kell killoniteni uj  differenti-ilis
egyenletek képzése dltali hogy az igy nyert diff. egyenletben esak egy
figevény és ennek deriviltjai jojjenek eld. Ez eldleges munkilatot, mely
az algebra eliminatio-feladataval  analog, specialis ' esetek kivételével
el kell végezni, hogy a fiiggvényeket kizvetetleniil meghatarozhassuk. De
konnyii ezen megkiilonboztetésnek a- differentialis’ egyenletek rendjére vo-
natkozoval valo didentitasat kimutatni. Ismeretes, hogy a fiiggvények el-
killonitése a simultan  differentidl-egyenleteknél az egyes fiigevényekre
kiilon vonatkozo oly diff. egyenletek alakitisiban dll, melyeknek rendje
az adott egyenletekének isszegével egyenls. K transformatio mindig el-
végezhetd. Mdasrészt bivmily rendii e g y fiigevénynyel bird differential-
egyenletet elsd rendiire vezethetiink vissza, ha megfelels szimu segéd diff.
egyenletet hozunk be az dltal, hogy melyek a kiilonhozo rendd deriviltakat uj
filgevényeknek tekintjiik. A diff. egyenletek dtalinos elméletéhen sziikséo-
kép dquivalens e két fajta foltétel: a fiigovények bizonyos szamdnak si-
multanitisa és u. a. fiiggvény bizony szimu magash differentialja. A dif-
ferentidlegyenletek szimdnak novesztésével elkiilonithetjiik a fiiggvényeket,
és mesterségesen novesztvén a fiiggvények szimit minden diff. egyenletet
elso rendiivé valtoztathatunk. Kovetkezoleg mindkét esethen n, a. a ne-
hézség, esak mds szemponthol tekintve.

Minden integrationak alapja az explicit differentialis képletek integ-
ratioja, s ezt is csak akkor végezhetni el, ha elemi képletekre vihetni
vissza, melyek integratidja directe torténhetik. 1z integratiot quadraturd-
nak ' nevezik, mert minden ily alaku [ f(2)dz inteardl egy girbének :
y=F(=x) teriiletét képviselheti. I& kérdés a differentialis calculushan az egy
valtozos | explicit fiiggvények differentidjinak felel meg. De az integral
szamolashan természeténél fogva sokkal bonyolodottabh és sokkal terjed-
tebb e kérdés mert a differentidlszimolis a feladatot megoldja az alap-
fiiggvények differentiatiojinak ismeretével ; ellenben az isszetett fiiggvények
integratioja nem vezethetd le az egyszeriiekébil, s igy mds-mis osszetett
fiiggvény integratitja mas-mas nehézségekkel is jar.

Atalaban két forésme oszlik az integratid, a szerint amint a deri-
valt algebrai vagy franscendens. Kz utobbi osztily analytikai integratioja
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keveset haladt akdr az exponentialis, akar a logarvithmikus, akiar a cir-
cularis fiigevényeket tekintsiik. Philosophiai szemponthol azt emlitjitk meg,
hogy a quadratura kiilonbozé eljardsit semmiféle egység sem jellemzi,
nagyszimu dssze nem fiiggd kis hatdskorii fogdsbol (artifice) all. Ataldnos-
sdgandl fogva megérdemli, hogy megemlitessék a Bernoulli Jdnostol szdr-
mazo .integratio per partes,“ mely azonban kordnt sem édtalinos modszer.
Ezzel minden integralt mis alakuva valtoztathatni, mely utobbi néha
konnyebben meghatarozhaté. — K szellemes kapesolat volt az indité ok
az ismeretlen integraloknak oly egymisba valé transformatifjira, melyet
kiilintsen Fourier a hd elméleténél oly sikerrel hasznalt.

Az algebrai egyenletek integratidja mar elébbre haladt, baraz irra-
tiondlis fiigegvények integratijardl most is csaknem semmit sem tudunk.
A rationdlis fiigovények integratiGja teljes terjedelmében targyalhato, s
iy philogsophiai szempontbol legkielégitébb, de egyittal a leglényegtele-
nebb. St még e kérdés is csak abstracte van megoldva, mert coneret
esetben az integratiot legtobbszir gdtolja a kozinséges algebrara vonat-
kozo tikéletlen ismeretiink, mert ez integrati6 az egyenletek algebrai
megoldisatol teszi fiige.

A quadraturandl hasznilatos eljarisok atalinos megértésére elég, ha
megjegyezziik, hogy a tiz alapfiggvény differentialjan alapul, mely diffe-
rentialok invers szemponthol tekintve az integratiénak ugyanannyi fotéte-
16t alapitjik meg. Az integratio abban all, hogy minden quadraturat ez
elemi quatraturdk valamelyikére kell visszavezetni, ez eljards — sajnos —
Jegtibbszor nem ismerefes.

Az integralis szimitas {6 részeinek logikaikapesolat szervinti el6szimlilasa-
nial niem emlitettiik az Euoler és Laplace dltal vizsgalt singularis (hi-
bigan: particularis) integrdlokat Kiilon szolunk e részrél, mert bar
a differentialis egyenletek integrationak dtalinos elméletébe tartoznak,
mégis némi tekintetben azon kivill allnak és mert alkalmazisuk szépsége
altal és elméletiik tokéletességével kitiinnek. — Claivaut talalta fil azo-
kat s az integratio — szdmitas paradoxonjatlitta hennok, mert bar megfe-
lelnek ezek az egyenletek a differentidl egyenleteknek, még sem foglal-
tatnak a differentiil — egyenlet megoldisanak atalanos alakjiban. Lagrange
adta ezek epyszerii és atalanos elméletét, megmagyardzva szellemesen és
kielégitden e paradoxont, midén kimutatta, hogy a singuldris megoldis az
dtaldnos integralbol ered egy tetszéleges valtozojinak viltoztatisa altal.
O foglalkozott behatéan ez integraloknak alkalmazdsival, megmutatta
eoyfittal mily egyszerit modon lehet barmely differentidlis egyenlet sin-
3*
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guldris megolddsit nyerni, foltéve, hogy ily megoldis van, Ez eljards
diffevenfiatiot kivan csak, s igy a differentiatio ez esetben hivatva van az
infegratio tikéletlenségét, potolni.

Hitra vamnak még a hatarozott integralok, melyeket
az integral szamoldsnal azért nem emlitettiink fel, mert tényleg nem
kell velok integratiot végezni, siot éppen potolni hivatvik az analytikai
integralokat, melyek kiilonben is legtobbnyire ismeretlenek. Az integralnak
sorba fejtése ily sorban uralkodd tirvényszeriiség folfedezésének nehézsége
miatt nem foutos algebrai szemponthol, de annal fontosabl arithmetikai-
lag, mert ez azaz eszkoz melylyel legtibbszor meghatirozzuk a hataro-
zott integralokat, vagyis ismeretlen fiiggvényeknek értékét az ezen fiigg-
vényekben elojovo fiiggetlen viltozonak specidlis értékére.

I kutatdsnak az algebriban az egyenletek numerikus * megoldisa
felel meg. Ha nem tudjuk az atalinos vagy hatirozotlan integralt
megnyerni, mely differentidlva az integrandust adnd, feladatunk oda ira-
nyulhat, hogy az integrale ismerete nélkiill mégis megalapitsuk ez inte-
gralnak értékét, ha benne a valtozé valamely kiilonts értéket vesz fel. Ez
nyilvin egy szamtani kérdésnek mego’disa, mielott a megfelelé algebrai
feladatot megfejtettiik volna. pedig ez utobbi volna az atalinosabb, Ily
analysis mar természeténél fogva tokéletlen, mint azt littuk az egyen-
letek szambeli megoldisanal.

s valoban olyforma zavar is van a hatdrozolt integralok taniban
mint az egyenletek szambeli megoldiasanal, lépten nyomon viltozik az
algebrai és avithmetikai szempont ; ebbol aztin, akar a logika akar azalkal-
mazis szempontjabol tekintsiik a dolgot, nagy nehézségek erednek. Annyi azon-
ban igaz, hogy az atalinos integralnak ritka esethen vald ismerete mel-
lett fontos rank nézve a hatarozott integralok nyujtotta tikéletlen és
elégtelen megoldas is. Valoban vannak is dtalanos modszerek a hatiro-
zott integralok érték meghatirozisira, melyek legfolebh a szimitis egysze-
riisitését igényelnék itt-ott, s ez egyszeriisitésre irdnyulnak a mennyiségtu-
dosok specialis fransformatioi. Ha e transcendens arithmetikat
tokéletesnek tekintjiik, az alkalmazisoknil a nehézség egy hatirozott in-
tegrilnak folallitdsaban all, ami nem mindig sikeriil.

Meggondolasunkbol kovetkezi eredményt vonhatjuk le: a differenti-
alasnak véges és tikéletes a rendszere, melyhez valami lényegest hozzd
fiizni alig lehet; az integralis mezeje azonban kimerithetetlen, ha alkalma-
zasatol el iz tekintiink, Egy atalinos integrationdlis modszer filfedezésére
voratkozolag Lagrange maga mondja, hogy azt még remélniink sem lehet.
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Nem is az indirect fiigevények ehnéletének képzelt tovabb vitele lesz majd
a czél, hanem ha ezen analysis legfontosh alkalmazisit a tuddsok kime-
ritik, uj forrdst alkotnak majd a derivatio modjinak megviltoztatdasival,
mis segédfiiggvényeket hozvin alkalmazisba az egyenletek folillitisinak
konnyitésére, melyeknek megalkotisa az igazsigoknak uj és végtelen
nagy szamdt ismertetheti meg. Ily természetii segédeszkiz sokkal taga-
sabba teheti ismereteinket, mint az indirect funetiokra vonatkozo tan to-
vabb vitele.

Az indivect functiok alkalmazdsdival ngy allunk, mint az algebrié-
val. Igaz, kicsik ismereteink. Kiilonisen az integratioban, s ezek segitsé-
gével mégis alegfontosh geometriai, mechanikai, physikai kérdéseket megfej-
tették. Philosophiai magyarazata ennek az abstract ismeretek fontossiga-
ban és sziikségszerii és tnluralkodd jelentoségében rejlik; ez ismeretek
legkisebbike is a concret kutatisok egész seregében érvényesiil, mert az
emberi szellem folytonos tigulasinak egyediili forrdisa
az abstract de egyunttal positiv fogalmak vizsgalata.

A transcendens analysisnek még egy részét targyaljuk, mely altal
Lagrange még kinnyebbé tette a legnehezebb problemiakra vonatkozo
egyenletek folallitasit ez a variatiok modszere,

A variatio-szdmolds.

A variatio-szamitis philosophiai jellemének megértésére czélszerii vsz-
szegezni azon problemdkat, melyek ily hypertranscendens analysis megal-
Kotasdt sziikségessé tették. 1 szdmolis-mod még igen kozel van keletke-
zéséhez, alkalmazisai nem nagyon viltozatosak, s ezek alapjin rola Ki-
elégitd és viligos fogalmat nem igen alkothatunk. A mathematikai kérdések,
melyek a variatio-szamitist sziilték, ataliban egyes ismeretlen integral-
kifejezések maximuma- vagy minimumdnak keresésében dllnak; ez integ-
rilok a geometriai vagy mechanikai tiinemény analytikai torvényét fejezik
ki. A menyiségtudosok e fajta kérdéseket isoperimetrikus proble-
mak nevével jeloltek, bar ezek a foladvinyok a variatio szimitisnak igen
kis részét teszik.

A maximum-minimum-keresés elméletében a czél, egy adott egy
vagy tobh viltozos fiigevényben mily értékeket kell a fiiggetlen viltozok
helyébe tenni, hogy a kérdéses fiiggvény megfeleld értéke maximum
legyen az ezen értékre nézve kozvetleniil szomszédos értékekkel sszeha-
sonlitva; vagyis keressiik, mikor sziinik mee a fiigevény néni a véghil.
hu,lrﬁ fogyni kezdjen, vagy megforditva. A differentialis szimitis teljesen
megfejti a kérdést; s az eredmény az, hogy a fiiggetlen viltozok érték-
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rendszere, mely a maximumnak vagy minimumnak megfelel, a fiiggvény-
nek az egyes fiiggetlen wiltozo szerinti dervivaltjat mindig zérussia teszi.
E szimolds arra nézve is ismertetd jelet alapit meg, maximum vagy mi-
nimumrol van-e szo. Eey fliggetlen valtozo esetén példaul a mésodrendii
derivaltnak positiv - értékéhidl aira  kovetkeztetni, hogy a helyettesitett
érték minimuma az eredeti fiiggvénynek, mig a negativ érték  a maxi-
mumot jelsli. Tobh viltozo esetén ugy a maximumok vagy = minimumok
meghatarozisa, mint annak megitélése is: maximumrol vagy minimumrol
van-e sz0, abstract és viltozatlan, bar mindinkabb ' bonyolultabb torvé-
nyeknek van alivetve. Middn ez elméletnek dltalinos megalakulisa ele-
nyésztette az érdeklodést, melyet eleinte kelett a tudésokban, 0 magash
fontosabb gondolathoz emelkedtek, s ez az isoperimetricus prob-
ITema. Ez nem adott fiigevényeket maximumma vagy minimunmma tevo fiig-
getlen viltozok értékének meghatirozisiban, hanem a fiigevényalaknak a
maximumot vagy minimumot jel6lé hatdrozott integral filtétele szerinti
meghatarozisiban Aall.

Tlynemii kérdések legrégebbike a legkisebb ellendllisu  szilird  test
feladata, melyet Newton principinmainak mdsodik kotetében targyalt, hol
meghatirozza azon forgisi test meridian-gorbéjének alakjit, mely test
egy folyadékban tengelye irinyiban bizonyos sebességgel haladvin, lehetd
legkisebb ellendllisra taliljon. Dontd hatdissal volt a mathesis e nemii
vizsgdlatara Bernoulli Jinosnak 1695. évi brahystochvonra vonatkozo fela-
data, mely hasonlo kévdések egész ozonét hozta felszinre. Bernoulli fela-
data azon girbének meghatirozisiban all, melyen haladva egy sulyos
test legeyorsabban ér egy magasablb fekvésii ponthol egy alacsonyabb
fekvésiibe. Eltekintve a surlodastol, a levegd ellendllisitol és a gyorsulis eset-
leges virtozasitol, e girbét kinnyen megtalilhatni, mely egy megforditott
cyclois lesz, melynek kezddpontja a magasabb fekvésii pontban van.

Bir eleinte a mechanika nyujtotta az anyagot a variatio-szamitis-
hoz, kés6bb a geometria vezetett igen fontos kutatisokhoz ez irdnyban.
Iey a feladat lehet, két  pont kozdtt “Thuzodo  meghatarozott
hosszusigu gorbék koziil azt meghatirozni, melynek teriilete legnagyobh
vagy legkisebb (inmen ered az isoperimeterek problemdjimnak
elnevezése is); vagy kereshetni, hogy az adott foltételnek megfelels gin-
bék melyikének forgatisa dltal szarmazik a legnagyobb feliletii vagy
kobtartalmu test sth. Bernounlliak, Taylor, Enler, ilyforma foladatot igen
sokat megoldottak] és Lagrange-¢ az érdem, hogy a  megohdast egy -
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vont és dtalanos érvéryii modszerre vezefte vissza. Nem torténetét akartuk
ezzel adni, hanem néhiny ecyszerii egyenlet folemlitésével a varviatio-sza-
mitas hivatasit megjelolni, melylyel kiilongsen feltalilisakor birt.

Analytikai szempontbol e problemak  mindenikében az a  ezél, hogy
eey vagy tobb vialtozos ismeretlen fiiggvény alakjit meghativozzuk ugy,
hogy ezen fiiggvénynyel kapesolatban 4llo integral maximummi vagy mini-
mumma legyen, ' tekintettel  mindazon értékekre, . melyeket  folvehet az
integral, ha a fiigegvény barmily mas alaku volna.

E feladatokat Lagrange elott a maximuwm-minimum - theoriara akar-
tik visszavezetni, de ezen transformatiora  hasznalt  eszkozik  csak @ az
egyes esetekre kiilin alkalmas mesterfogasokbol dlltak, wmelyeknek  folfe-
dezése viltozatlan 6s biztos szabalyokhoz nem vezetett . s @ igy  minden
egyes nj kérdés megoldisa uj nehézségekkel jart, s a feloldisokbol | esak
annyiban volt haszuna, a szellemnek, amennyiben bizonyos irinyn iigyes-
séore tett szert.

Lagrange a kiilonbozo isoperimetrikus feladatokat egy egyontetii
eljaras altal torekedett megoldani, s ekkor a differentialisnak uj moédjira
jutott, melyet megkiilonbiztetends a & betiivel jelolttél, d-val vezetett be.
Kz uj differentidlokat ¢ variatiok-nak mondta. Ezek alatt az integral
végtelen kis értékvialtozisit értjitk, ez értékvaltozist azonban 'nem a
fiiggetlen viltozo viltozisa (igy van ez a transcendens analysisben), hanem
az integral jele alatt 'levd fiiggvény alakjanak végtelen kis valtozisa
okozza. Konmyen megérthetd e megkiilonboztetés a  girbéknél; hol az
ordinata, vagy barmely a gorbével egyszerre valtozé mennyiség kétféle
differentialisra alkalmas a szerint, a mint egy pontrél u. a. girbének egy
masik pontjihoz megyiink, vagy egy mas végteleniil kozel fekvé gorbének
megfelelé. pontiara tériink at, mely utébbi giérbe az eldbbi gérbének meg-
hatirozott valtoztatisa altal szirmazik.

Vildgos az is, hogy a kiilonbozo, kapesolatos mennyiségekre - vonat-
kozo variatidkkal természetitknél fogva ugyanolyforman  kell szdmolni,
mint a differentialékkel. A variatiok atalinos ismerete utan a velok valo
szamolds alap-principiumai vezetheték le, melyek abban  oszpontosulnak,
hogy a variatio jele tetszés szerint a differentialis jele elé vagy mo-
géje teheto.

Az abstract ‘meggondolas alapjin: Lagrange az isoperimetrikus fel-
adatokat a rendes maximum-minimum elméletre vezette vissza.

Az isoperimetrikus feladatokat atalan két részre oszthatni, 1. a ma-
ximum és minimum absolut, vagyis a feladat természete dltal nines
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semmi foltételnek alavetve, pl. a brachistochronndl, itt minden elképzel-
heté gorbék kozt kell valasztani; 2. a maximum és minimum relativ,
ha az integralis meghatdarozott foltételek szerint valtozhatik
esak, melyek rendesen egy més. a keresett fiiggvényt tartalmazo, s dl-
landoan u. a. értékkel birs, hatirozott integrdlban vamnak kifejezve. Ilyen
foladatok a tulajdonképpeni isoperimetrikus problemdak, hol a girbe iv-
hosszira vagy a girbe lap feliiletére vonatkozo integralnak kell dllando
értékkel Dbirnia.

A variatio-szimitis az elsofajta feladatoknak kozvetetlen megoldisit
adja, mert a maximum-minimum theoridbél foly, hogy a keresett relatio
esetén zérusnak kell lennie az integral minden fiiggetlen viltozé szerinti
variatiojinak, a mi a maximum-minimum dtalinos foltétele, s a masod-
rendit variatiokbol megitélhetni, maximum vagy minimum-e a meghata-
rozott fiiggvényre nézve az integril. Az egyediili nehézsée e helyen a o
jelvény kikiiszobolésében dll, de erre nézve a variatio-szimitis a vész-
letes integration alapuld atalinos és' teljes modszerrel rendelkezik. Az
analytikai elileges munka itt differentiilis egyenletekre valo jutdsban dll,
s innen a kérdés a kozonséges transcendens analysis tiargyivi lesz, s ez
megoldja a feladatot, ha az integratiot elvégezni lehet.

A tirgyalis e gyors meneténél sem szabad azon isoperimetrikus
feladatokat melldzni, melyek TLagrange dltal hozattak be, s melyeket
hatarokkal biré egyenleteknek (équations aux limites) nevez, s me-
lyek nélkiil a legtibb feladviny sziikségkép tokéletleniil volna megoldva.
Ha az adott integralok hatarai allandok, vartatiGjuk zérus 1évén, nem
kell azokat szimba vemni. De nem ugy #ll a dolog, ha a hatirok a he-
lyett, hogy szigortian Allandék volnanak, foltételeknek vannak alavetve,
pl. ha a két pont, melyek kozott a keresett girbének kell hizva lennie,
egy vonalon vagy egy felilleten tartozik maradni. Kz esetben coordina-
taik variatiojara is tekintettel kell lenni, « 8 meg kell alapitani ezen gor-
bék vagy foliiletek egyenleteinek megfelelé relatijukat.

Ezen meggondolas nem egyéb, mint végso kiegészitése a tobb val-
tozora vonatkozo variatioknak. Ha a viltozok fiiggetlenek egymédstol,
mint pl. két pont kioziott huzhato minden képzelheté gorbe ivhosszdanak
isszehasonlitasandl, ez esethen az egyes valtozok szerinti variatiok is
fiiggetlenek egymistol, s igy a maximum-minimumot kifejezé dtaldno s
egyenletben minden egyes partialis variationak zérusnak kell lennie.
Ha azonban a viltozékat bizonyos foltételeknek vetjiikk ald, tekintettel
kell lenni a varidtiokra ez dltal hiramlé befolydisra oly értelemben, hogy
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ez esetben az dtalanos egyenlet annyi egyenletre oszlik, a hany
fiiggetlen viltozé van a feladatban. Ily eset fordul elé, midén két pont
kozott egy adott felilleten huzodo legrividebb vonalat kevessiik.

A problemdk, hol ily modosito foltételek vannak, hasonlitnak a va-
riatio-szdmitis alkalmazisinak masodik nagy osztilyshoz, mely a mon-
dottak szerint relativ maximum-minimum-keresésben all. Van azonban 1é-
nyeges kiilonbség kozottitk, mert az elsi esetben a foltét-egyenlet egy
mtegrallal van kifejezve, mig a mdsodik esetben a foltételt egy: kizve-
tetleniil adott véges egyenlet nyujtja. —- Innen is lithato, logy a ve-
lativ. maximum-minimaom  megkeresése sokkal nehezebb, mint az abso-
Inté. Egy -dtalinos tétellel azonban, melyet Euler lingesze taldlt fel,
e feladvinyok mindkét nemének tiargyalisit egyformdva tehetni, mert e
kérdések egyik nemét masik nemiivé viltoztatja. K tétel abban &ll, hogy
ha a maximum-minimum értéket folvenni tartozo integrilhoz hozzdfiizzik
az dlland6 értékkel bir integralt megszorozva egy hatirozatlan egyiitt-
hatoval, ngy e teljes kifejezésre Lagrangenak az absolut maximum-mini-
mumra vonatkozo atalinos eljardsat alkalmazhatjuk. Hisz az Osszeg va-
riatidjinak zérusnak kell lennie, mert az egyik Osszeadando dlland6  ér-
tékii, a masik pedig a maximum-minimum *foltétele szerint tartozik el-
enyészni. K két kiilon foltételnek teljesen egyezd eredményekhez kell ve-
zetnie.

Ez atalinossigban a variatio modszere, mely az isoperimetrikus fel-
adatok mindenikére alkalmazhato. Itt lithato, mily nagy mértékben érté-
kesitheté a transcendens analysis mdsodik alaptulajdonsiga, az datalinos-
sdg; ez dtalanossigon alapul a ‘variatio-modszer egész valogiban, Ha
nem egy képlettel fejezhetndk ki minden gorbének ivhosszat vagy felii-
letét; ha mem volna barmily gorbe vonal mentén halado test esésének
dtalinos egyenlete sth., lehetne-e akkor oly kérdéseket megfejteni, me-
lyek természetitknél fogva a tiineményben jelentkezd minden egyes eset-
nek egyiittes tekintetbe vételét kiovetelik ?

Mivel a variatio-szamitds esak a transcendens analysisnek mérhetetlen
kiterjesztése, nagyon természetes, hogy hasonlé szempontokbol vehetd téir-
gyalis ali, mint az indirect fiiggvények tana. Lagrange a variatiot az
infinitesimalis alapeszme szerint tdrgyalta, mielétt még a transcendens
analysis alapjit szigoru tudoményossdaggal megvetette volna. KEzen refor-
matio keresztiilvitele utdn megmutatta, hogy lehet a derivatio tanit a
variatiora is kiterjeszteni. Alkalmazdsban, hol a variatio magasb abstrac-
tinja kivetkeztében miAr maga is nehézséget okoz az  értelemnek, leg-



49 A MATHEMATIKA A POSITIV PHILOSOPHIA RENDSZEREBEN.

czélszeriibb a directebb és gyorsabb Leibnitz-féle alapgondolatot kivetni.
Lagrange maga is ugy fett .Mécanigune analytique® miivében.

A variatiok philosophiai jellemének megviligitisira egy meggondo-
last kell itt jelezniink, mely dltal a variatiot kizelebb juttatjuk a ki-
zimséges transcendens analysishez, mint a hogy ezt elérnie Lagrangenak
sikeriilt. Emlitettiik, hogy a partialis differentiilis egyenletek, melyeket
@’Alembert alkotott meg, a transcendens analysisbe a két valtozdval bird
figgveénynek kétfajta, kiilonallo, egymastol fiigeetlen nivekedését vezetik
be, tekintettel az egyes viltozokra. — Igy a feliilethez tartozo =z coor-
dinata két egymdstol teljesen kiilonbizi madon valtozhatik, mely méodok
egymistol teljesen kiilinbizé torvények szerint torténhetnek, a szerint. a
mint vagy az egyik (x), vagy a masik (y) horizontilis = coordindtat ni-
vesztjiik. ' meggondolis természete nagyon kizel dll ahhoz, mely a va-
riatio-modszer dtalinos alapjat képezi.

A variatio-szimitds ungyanis csak abban nyomult elébbre, hogy a
fiiggetlen viltozokra ruhdzta it a megviltozas olyforma két modjit, mi-
lyennek a két fiiggetlen viltozos figgvény e viltozok egymistol kiilon te-
kintethe ve't viltozisa kiovetkeztében alivethetd. K meggondolis alapjin
a d'Alembert folfedezte tan természetes és sziikkséoes dtmenet a kizonsé-
ges (infinitesimalis szamitastol a variatio tandhoz.

Ezekbol litszik, hogy philosophiailag a variationil folléps egyenle-
tek még indirectebbek, mint a differential-egyenletek ; képzésiik is k & n y-
nyebb, mint a differential-egyenleteké, s beldlik késobb tisztin analyti-
kai uton rendes differentialis egyenletekre jutunk, melyeket kozvetetleniil
n2m lehetett volna folillitni. A variatio-modszer legfelsébb része a meny-
nyiségtani analysis rendszerének, mely az algebra elemeibsl kiindulva,
szakadatlan folytonossiagban mélyebb és hatalmasb maodszereket alkot a
természeti philosophia tanulmanyozisdra.

- A vEves »i-z?!é‘;z[:s.c‘gaé laiie,

‘A mondottak a mathematikai analysis osszességének alapjit ma-
gukba foglaljik. Egy rész van még, a véges kilonbségek tana,
mely bir az analysisbe tartozik, mégis lényegében véve kiilinbozo ter-
meszetiinek tekintetik.

Taylor alkotta meg e tant .Methodus iverementorum® miivében. —
Leényegében véve a véges Kiilonbségek tana a fiiggetlen viltozok véges
nivekményének megfeleli figgvény-nivet szolgilatiban dll. B novetek
vagy differentiik, melyeket /i-val szokds jelolni a  differentidléktol
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valé megkiilonbiztetés végett, uj fiiggvényeknek tekinthetok s redjuk u.
ezen gondolatmenetet lehet: alkalmazni, a mi'dltal ‘a killonbozé rvendit dif-
ferentiak szarmaznak.

Mint az indirect functiok tandnal, ungy itt is két kérdés lehet meg-
oldandd : 1. meg kell hatiarozni az ‘egy’ vagy tobb viltozos' fiigevények
egyl]ie’tfmt{i.lli differentidit, foltéve, hogy 'a fiiggetlen vdltozok véges érték-
kel valtoznak ‘s viltozdsuk ‘torvénye ‘rendszerint egy arithmetikai = sorral
van kifejezve ; 2. viszont e differentidkbol,- vagy a koztitl fonndllo egyen-
leth6l ‘magukra a ' primitiv egyeinletekve térni. Innen van, hogy ez elmélet
két részre oszhik, t. i./a 'véges kiilonbségek egyenes miivele-
tére és a véges kiilonhségek forditott miveletére.

Taylor' e gondolat dltal Teibnitz szémoldsi ‘modszerénél ' is  datalino-
sabbat gondolt ‘megalapitni; de Lagrange - kimutatta, hogy e tulajdonsa-
ook inkdabb csak az alak- és megjelolésre vonatkoznak, mint az  elmélet
lényegére. Leibnitz analysisét az jellemzi, hogy a derivilt fiiggvények mis
természetiiek; mint a primitiv fiiggvények, s igy egyszeriibb és konnyeb-
ben megalkothaté relatidkhoz is vezetnek. Taylor differentidival nem
igy dll a dolog, mert ezek mar az eredetiekkel egyezd természetiiek, a
mi dtalinosabb relatiock és egyenletekre alkalmatlannd teszi Gkef. Nem
is nyujt oly elonyoket e tan, mint Leibnitz alkotisa egyes geometriai
vaey mechanikai kérdések targyalisindl. Lagrange azonban még azt is
kimutatta, hogy a differentidk és a differentidlék tana kozti analogia alap-
jaban téves, ha az elsfkre vonatkozo képleteket killonis eseteiként te-
kintjiik a masik nemiieknek, mert ezeknek természete lényegében véve mas.

Nem helyes a véges kiilonbségek tanit a transcendens analysis ré-
sze gyanant oltiintetni, mert a kiilonbségi egyenletek, daczira a hennok
elgjove kiilonleges megjelolésnek, mégis esak direct egyenletek.

Taylor gondolatinak tirgya a sorok elmélete, melyhez kivetkezo
két kérdés targyalisa tartozik: 1. ha adott a sor torvénye, meg kell ke-
resni az dtalinos tagot ugy, hogy bdarmely tag értékét kiszimithatjuk a
nélkiil, hogy kényszeriilnénk a megeléziket képezni. 2. hasonlo koriilmé-
nyek kozt meghatarozni bizonyos szdamu tag Osszegét, a nélkiil, hogy ezen
tagokat egyfolytiban egymishoz adndék. Lehetnek olyan sorok is, me-
lyeknek haladdsi torvényét nem egy, hanem tiébb jel mmtatja, mint tette
azt pl. Laplace a valosziniiségek analytikai elméletében, melyet 6 .szar-
maztato figgvények tananak® nevezett, ez sem mis, mint a ma-
gasb rendii véges sorok-, vagy pedig a sorok dtalinos elméletének

egy dga.
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A Taylor szellemében valo differentiatio egy sor alakuldsi torvényé-
nek az atalinos tag kifejezte utin valo megtalilisiban dll, mely egy
vagy tobb indextdl fiigghet; viszont az integritio targya egy sornak osz-
szegezésében Aall, melynek atalinos tagja ki van fejezve differentidk altal.

Taylor analysisének leggyvakoribb alkalmazisa van az empiri-
kus torvények megalapitdsakor haszndlatos interpolationil egy masik al-
kalmazisa a tetszéleges alaku gorbe hosszdnak és teriiletének kizelités-
sel valo meghatiarozisiaban 4ll.

Befejeztitk az abstract mathesis foelveinek attekintését, s most ha-
sonlo munkit kell a concret mathesisre nézve is végezniink. Itt ki kell
mutatmmk, hogy az abstract mathesis tudomdnyat tiokéletesnek {filtéte-
lezve, hogyan lehetett az Osszes geometriai kérdéseket a tiszta analysis
kérdéseire visszavezetni s ez altal a természet-phylosophia e két dgdra a
nagy tokéletességnek és szigorn tudomanyossagnak jellegét rednyomni.

(Vége kovetkezik.)

Budapest. Ormay Lajos.





