A MATHEMATIKA
A POSITIV PHILOSOPHIA RENDSZEREBEN.

11. Kiozlemény.
A eeometridardl dlaldaban.

A geometria természet-tudomdny, de egyszeriibh, s ép ezért sokkal
tokéletesh, mint a tobbi.

E tokéletesség okozza, hogy nem egyszer a megfigyeléstil fiiggetlen,
elvont tudoménynak tekintették, noha viligos, hogy minden tanulméinyo-
zando testre nézve megfigyelésen alapuld elemi tiinemények léteznek, me-
lyek semmiféle okoskoddssal sem alapithatok meg, s minden levezetésnek
alapjat teszik. A tévedés e tekintethen a metaphysikai szellem befo-
lyasinak maradvinya, mely még a geometridban is uralkoedott s akada-
Iyozta a coneretrol az abstractra valo attérés megkiilonboztetését.

A geometria tudomdanyos elsébbsége mas tudomanyok folott az, hogy
a benne eldjovi tiimemények a legatalanosabbak és legegyszeriibbek. A
természeti targyvak mindenike geometria vizsgélodas alapjaul szolgdlhat.
A geometriai tiinemények még akkor is léteznének, ha az egész természetet
mozdulatlannak tételeznik fel, s igy a geomefria dtalinosb a mechaniké-
nal, s timeményei egyszeriibbek, mert fiiggetlenek a mozgas tiineményeitol,
mig a mechanikai tiineményeknél a geometriai viszonyokon kiviil a moz-
odst is tekintetbe kell venni. Ezért all a concret mathesisben a geometria
elst helyen. A geometridt a kiterjedés (étendue) tudomdnydnak mondjik
inkdbb azt kellene azonban mondani, hogy eczéljat a kiferjedés mérése
képezi. Ennek megértésére két, a metaphysika altal elhomdlyositott isme-
retet. kell megvilagositani. '

A tér positiv gondolata abban all, hogy azt nem a testeken, hanem
egy végtelen kizben tekintjiik, melyben a mindenség oOsszes testeit ben-
leviknek gondoljuk. Kz ismeretre a testnek egy csepfolyés testbe helyez-
tekor hatrahagyott lenyomata utin jutottak. Geometriai szempontbél ily
lenyomatot maga a test is helyettesithet s azért a gondolkozdsmenetben
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valtozas nem all els. E végtelen térnek physikai természetét konnyebbség
okaért olyannak kell képzelniink, mint amilyen az a tér, melyben éliink
olyannyira, hogy la megfigyelésiink tere cseppfolyos volna s nem géznemii,
a geometriai tért is kétségkivil eseppfolyosnak képzelnok. K koriilmény
azonban fontossigra nézve misodrendii; lényege e meggondolisnak az,
hogy a testek az azokat feltiintetd tértdl elkiilonitve vétessenek figyelembe.
Ez alapvetd képnek fontossaga a priori Kitiinik, mert lehetdvé teszi a
geometriai tiineményeknek minden egyéh tiineményektol ment vizsgalatat.
Ez atalinos meggondolds az els6 1épés a geometria rationdlis tanulmd-
nyandl, mely nem lett volna lehetséges, ha az alakon és nagysigon Kkiviil
a test valamennyi mds physikai tulajdonsagit is tekintetbe kellendett
venni. Kzen hypothesis haszndlata, mely talin az emberi szellem 4ltal
megalkotottak legrégebbike, annyira tulajdonunkkd lett, hogy terhiinkre
esik annak nemlétezésébol folyo kivetkezmények meghecslésével fontossd-
gdra pontos kivetkeztetést vonni. ;

Midén ily modon a geometriai vizsgalodasok elvontakkd lettek, nem-
csak egyszeriiebbekké, hanem atalinosabbakkid is viltak. Ha u. i. a ki-
terjedést magukhoz a testekhez kotjiik, addig csak a természetben létezo
alakokat vonhatjuk vizsgalisunk Kkorébe; ha azonban a kiterjedést a térbe
helyezziik, az emberi szellem barmily képzelheté alakot veliet tekintetbe.

A masik geometriai eldismeret a Kiterjedés kiilonféle fajaira vonat-
kozik, melyeket kiobtartalomnak, feliiJetnek, vonalnak, pont-
nak mondunk.

Bér nyilvan lehetetlen a hirom dimensio birmelyikétdl is valamely
kiterjedést (étendue) megfosztottnak gondolni, tagadhatatlan, hogy sokszor
a geometriai kérdések csak két, vagy egy dimensiotol fiigeden tekintetnek.
Misrészt ezen kozvetetlen oktol eltekintve az egy és két dimensiju ki-
terjedés tanulmdnyozdsit mulhatatlanul sziikségeli a testeknek (hirom dimen-
sidjuak) tanulminya, mert ez utébbiak kozvetetlen elmélete igen bonyolo-
dott volna. E két ok kényszerit az egy, a két és a hdrom dimensioju
kiterjedés elkillonitett vizsgalatdra.

A mathematikusok kifejezése a felillet és vonal meghatirozdsanal
litszolag hamis fogalmat alkot meg; lényegiikben azonban csak arra szol-
gilnak e Kkifejezések, hogy kimnyen gondolkozhassunk a kiterjedés e két
fajarol, amennyiben teljesen abstrahalunk azon elemtél, melyet tekintetbe
nem sziikséges venmni.

Hogy a feliiletrdl fogalmat nyerjiink, elégséges az elimindlando
dimensiot folytonosan kisebbitni, mig végre csekélységénél fogva nem kell
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red tobbet figyelmet forditani, a mdsik két méref azonban valtozatlan
marad ekozben. A vonal fogalma az eljirdsnak uj alkalmazisa dltal
szarmazik, midin ugyan azt tesszilk a szélességgel, mit elst esetben a

vastagsigaal tettiink., Végre még egyszer ismételve az eljarist, a pont

fogalmihoz jutunk. Viligos ebbdl, hogy a testeket feliiletek hatiroljak, -

ezek hatdrait a vonalok képezik s ezek pontok altal vannak hatdrolva.

A foliiletek és vonalak ilyformédn szintén harom dimensiéjuaknak tekintetnek; -
s valoban, a felilletet csak mint mérhetetlen vékonysigu lemezt, a vonalat -

mint végtelen finom fonalat lehet elgondolni. A vékonysig fokédt, melyet
az ember azon méretnek ad, melytdl eltekinteni akar, geometriai megfigye-
léseinek finomsaga hatdirozza meg. Az egyformasig ezen hiinya azonban
semmi bajt sem okoz, mert elég az, hogy a feliilet és vonal megfeleljenek
rendeltetésitk  lényeges foltételének, mely abban &ll, hogy mindenki az
elhanyagolandé méreteket kisebbeknek gondolja, mint amilyenek nagysa-
ganak megbecsiilésére a koznapi élet alkalmat nyujt. — Kz egyszerii ma-
gyardzatot az ezen targyra vonatkozo értelem nélkiili metaphysikai kép-
zelddd discussiok tették szikségessé. ]

Ezek utin a geometfria dtalinos  definitiojira . térhetiink, azt oly
tudomanynak mondvan, melynek végezélja a kiterjedés mérése. Itt a mé-
rés szot nem legszorosh értelemben kell venni, mert ekkor két egynemii
mennyiségnek pl. két vonalnak, két feliletnek, két testnek kozvetetlen
viszonyat fejezi ki, pedig ezen dsszehasonlitis legtobh esetben nem lehet-
séges, s ha igen, akkor nem elég pontos. Meg kell tehdat e helyen a geo-
metriai mérés pontos fogalmat alapitnunk. '

Minden test, s igy annyival inkabb minden feliilet, bizonyos szamu,
hol kinnyebben, hol nehezebben kijelolheti vonalak dltal meg van haté-
rozva. A geometria csak e vonalakat tekintheti kozvetetleniil lemérhetok-
nek, és ezélul tiizi ki maganak ezek értékeiben kifejezni a keresett koh.
tartalomnak vagy felilletnek az egységnyi feliilethez, illetéleg kobtar-
talomhoz valé viszonyit. A czél, tehit a kobtartalmakra -és feliiletekre
vonatkozo minden Osszehasonlitist, a vonalakéra visszavezetni.

Még azt is meg kell jegyezni, hogy csak az egyenes vonal mérése
tekintetik kiozvetetleniil megtorténhetének, a gorbe vonalak kérdéseit pedig

az egyenesekére kell visszavezetni. A geometridnak dtalinos czélja tehat:

a foliiletek, kibtartalmak, és vonalak dsszehasonlifasat egyenes vonaa
lakéra visszavezetni.
Van ezenkivill ‘a geometridnak egy része, mely az egyenesre vonat-

kozik. Sokszor ugyanis nem lehet a vonalra a mértékegységet folrakni, s
M, Phil, Szemle, VI, évf, 11, fiiz, 7
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igy a kérdéses egyenes lemérését is mds kozvetleniil lemérheté analog ki-
terjedésektol kell fiiggdvé tenni.

' A geometria modszeres beosztisa tehat a vonalak vizsgdlata, meg-
kezdve azt az egyenes vonaléval, ezutin jo a foliiletek s végre a térfoga-
tok targyalasa.

Ily értelemben a geometria végtelen nagy terjedelmii, mert minden
elgondolhato alakot tekintetbe kell venni, mely alakok azonban végtelen
valtozatossagoo tiintetnek fol, mint ezt a gorbékre nézve mir a legfolii-
letesh vizsgdlat is mutatja. A girbéket egy pont mozgiasa dltal szdarma-
zottaknak tekinthetjiik s ataliban véve annyi kiilonbozo gorbe van, ahiny
kiilonbozo foltételnek a mozgast alavethetjilk; e foltételek szama azonban
végtelen. Ha pl. egy pontnak. egy dll6 ponttol mérve, allando tavolsighan
kell mozgisa kozben maradnia, kort ir le. Ha a mozgo pont két
ponttoli tavolsaginak osszege, vagy kiilonbsége dllandé, ugy a mozgo
pont ellipsishen, illetélegesen hyperbolaban mozog. Ha a pont egy
kioron mozog, mely kor egyenes vonalon girdiil tova, cyeloid szirmazik.
Ha a pont egy egyenesen mozog, bizonyos tirvény szerint s ez egye-
nes maga is egy pontja koriil forog, csigavonal (spirale) ered, mely-
nek annyi faja van, ahiny velatiot a translatio és rotatio koziott gon-
dolhatni. E girbék megint mds tjakhoz vezetnek, mint pl. az epicycloisok,
az evolutik és evolvensek, a caustikus vonalak. Még nagyobh a valtoza-
tossiag a kettoseorbiiletii gorbéknél. — A folilletek még valtozatosabb
alakuak, mert nemcsak a foliiletet létrehozo girbének (generatrix)
mozgasi. torvénye, hanem a mozgoé girbe alakjianak vdltozisa is tekintetbe
veendo, s igy két kiillonbozo osztalyu foltétel vialtoztathatja meg a foliletek
alakjit. mig a vonalakét csak egy. Ennek folvildgositisira elég a szabalyzott
(surface réglée) felilletek tekintetbe vétele:- ezek egy egyenes mozgisa
kizben keletkeznek s magukba foglaljik a hengeres, kupdad és dtalin a
lefejthetd felilleteket sth. A kabtartalomra nézve nj meggondolisra nines
szilkség, mert ezek egymastol csak az Oket hatirolo felilletekre nézve
kiilonbizhetnek. :

E geometriai megfigyelés befejezésére meg kell emliteniink, hogy a
felilletek uj természetit girbék fogalmanak megalkotisihoz vezetnek, mert
minden girbét két felillet atmetszésének eredménye gyandnt tekinthetiink.
Igy nyerettek a7 egyenesnek és kirnek kivételével, melyeket a természet
nyujtott, a girbe vonalak s azért ezeket a mathematikusok altal foltalal-
taknak lehet tekinteni. A masodrendii girbék kizil a parabolat, hyperbo-
“lit, ellipsist is az egyenes kirkupnak sikkal vald dtmetszése segitségével
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szarmaztattik a réeiek. — Az emlitett atalinos eszkiozok hasznalata az
alakok végtelen sziamit hozhatja létre, bar a megfigyelés dltal nyujtott
alakoknak csak igen kis szamdbol torténik is a kiinduolas.

Ezen kizvetetlen eszkizok, melyekkel kiilinbozo alakokhoz jutunk,
semmi jelentiségeel sem birnak Descartes miive ota. melynek alapgondo-
lata az, hogy nj alak foltalilisa uj egyenlet foltalilisatol fiigg, s igy az
egyenletekben eloforduld fiiggvények megvaltoztatisa dltal uj meg uj gor-
békhez és feliiletekhez jutunk. KEzen elvont eljaras termékenyebb a leg-
‘erdsebb képzelem dltal tdmogatott direct geometriai segédforrisok dsszes-
ségénél. K conceptiobol egyuttal az is Kitiinik, hogy tibbféle lehet a felii-
letek alakja, mint a sikgirbéké, mert ezeket két valtozos, azokat harom
viltozos fiigevények fejezik ki, Ezekbil lathaté a geometrianak vonalakra,
felilletekre és kobtartalomra vonatkozo része mily végtelen kiterjedésii a
vizsgalodas targyat képezi testek végtelen valtozatos alakja miatt.

A kiterjedés mérése a geometria fofeladata, bhdr ez allitissal a
kutatdsok nagyobb része latszolag ellentétben is 4ll. Liatszolagos ez ellen-
tét, mert a gorbék és feliiletek tulajdonsigainak vizsehlata az esz-
kiz, mely sziikséges a czél elérésére. Ez e két ténybol értheté meg:
Az elsé  tisztan tudomdnyos s abban all, hogy ha a geometriai alak-
zatokra csak a kezdetleges tulajdonsagok volnanak ismeretesek, lehetetlen
volna legtishh esethen az azok megmérésére vonatkozo feladat megfejtése.
[ czélra valoban nem is egyformdn alkalmas a geometriai alakzatnak
biarmely definitioja. ITgy a geometriai alakzat kezdetleges definitidja nem
egyszer a kitiizott  ezélra nem lévén alkalmas, mas definitiock utan kell
nézni, mas szoval: tanulmanyozni kell a lehet6é legbehatobban = a
kérdéses alakzat tulajdonsigait. Ha a kornek rectificatiojanal vagy quad-
raturdjanal a kort teljesen definidlo ama tulajdonsdghél indulndnk ki,
hogy az ugyanazon keriilet mellett a legnagyobb feliiletdi gorbe, ngy a
keriilet — vagy teriilet — meghatarozas szinte felillmulhatlan ne-
hézséghe iitkoznék; ellenben a priori lithato, hogy ha a keriilet-
nek a kozéponttol valo egyenld tavolsiga vétetik a kor definifio-
janak, ugy ez jobban alkalmazkodik oly természetii vizsgalatokhoz.
Archimedes sem fedezte volna fil a parabola négyszogitését, ha csak
amnyit fudot volna rvola, hogy az kiapmetszet. A tudésoknak az elsd
definitio Atalakitdsira vonatkozo s tisztan szemlélods kutatisai nélkiiloz-
hetetlen elomunkalatok voltak ezen kérdés megoldasandl.

A masik nem  kisebb fontossigu indité ok az, hogy ily tanulmany

nélkiilozhetetlen a geometria abstract és concret részének rationalis uton
7%
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valo szervezésdre. Mivel a geometridinak minden képzelheto alakot tekin-
tethe kell vennie, ebhil kivetkezik, hogy a természet nyujtotta alakokra
vonatkozo kérdések inplicite benfoglaltatnak az abstract geomefriiban,
melyrol foltessziik, hogy tokéletességre jutoft. Ha azonban tényleg a
concret geometriira kell attérni, mindig nagy nehézség All els, mert azt
kell eldonteni, hogy az abstract typusok melyikére kell vonatkoztatni
eléoséges kizelitéssel a vizsgalando vonalakat vagy feliileteket. 1 relatio
megalapitisa az ok, mely sziikségessé teszi minden geometriai alak lehe-
tileg sok tulajdonsigianak ismeretét. Ordekesen vilagitja meg e tirgyat
az égi geometria. Ha Kepler folismerte, hogy a bolygok ellipsishen mo-
zognak a nap (mint focus) koriil, ugy arra nem az altal jutott, hogy az
ellipsist kipmetszetnek tekintette, sem pedig az dltal, hogy az ellipsis
leghasznalatosabb tulajdonsigara gondolt, mely abban all, hogy a focusokhol
az ellipsis egy pontjahoz hiizott radius vectorok isszege dllando; hanem
azon kapesolat kimutatisa altal, mely aradius vectorok hossza és irdinya
kizott foundall. A gordg tudosoknak a kipmetszetekre vonatkozo sokiranyu
tisztdn speculativ. munkalatai okvetetlen sziikségesek voltak arra, hogy
Kepler az abstractrol a concretre térhessen at, azt vilasztvan a Kiilon-
bizo fajta vizsgdlatokbol, melyet a bolygok pilydjira legkinnyebben mu-
tathatott ki. — Ha a gombre nézve csak az a tulajdonsiag volnd isme-
retes, hogy foliiletének minden pontja egyenld tivol van a kiozépponttol,
soha sem fedezték volna fel a fold gomb-alakjat. Sziikséges volt a gomb
e definiti6jabol a feliileten végezhetd megfigyelések :dltal igazolhato tulaj-
donsigokat elilegesen megalapitani, ilyen pl. a meridiin irdnyiban hit-
rahagyott @it és a polus emelkedési szoge kozti dllandé viszony. Ep igy
allt a dolog midin késibbh kimutattik, hogy a fild spheroid.

Kzekbol lathato mar, hogy minden alakra vonatkoz6 tulajdonsdgok
tagas ismerete nélkiil az abstractrol a concretre valo dtmenetel a geo-
metridban nagyon esetleges volna.

Az emlitett két ok teszi sziikségessé oly vizsgdlatoknak a geome-
triaba valo folvételét, mely vizsgdlatok nem foglalkoznak kiterjedések mé-
résével, de mégis ily mérést a geometriai tudomany végezéljaként jell-
nek ki. Megorizhetjiik tehiat a philosophiai elénydket, mit definitionk vi-
ligossaga és precisitisa nyujt és befoglalhatjuk nagyon rationalisan, bar
indirecte az osszes geometfriai kutatasokat, amennyiben a terjedelem mé-
résére nem vonatkozo dolgokat vagy fgy tekintjiik, mint a végleges kér-
dések elokészitését ; vagy pedig ngy, mint a megnyert megoldasok al-
kalmazisit.
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A geometrial kérdések két kiillonbozo ‘madszer szerint tirgyalhatok.
Az e két rész megkiilonboztetésére szolgald  szokdsos kifejezések: sy n-
thetikus, analytikus geometria, hibas fogalmat adnak e két
részrol. Jobb volna régi és modern geometrianak nevezni, leg-
ajanlatosh azonban kiilonds és dltalanos ceometria elnevezést
elfogadni. :

A két modszer kiilinbizosége nem a szdmolis alkalmazisdban gyé-
kerezik, mint azt ataliban gondoljak, hanem a tekintethe vett kérdések
természetében. A geometriai - tudomanyt rendezhetni a tanulmanyozando
targyak szerint, vagy a megfigyelends tinemények szerint. Az elsé mod
természetesh, a régiek eljirisa volt s abban all, hogy mind ama kér-
déseket Osszecsoportositjuk, ha kiilonbozo  természetiiek iz, melyek u. a.
geometriai alakzatra vonatkoznak, és elkiilonitjiik a kilonbizo testekre
vonatkozokat, barmily analogia is volna koztik. — A méasodik modszer
a Descartes ota alkalmazott, ama modern folfogdson alapul, hogy a. ha-
sonld kutatasokat u. a. szempont szerint egyesitjik, barmily kiilonbizo
ceometriai alakhoz tartozzanak is, és elkiilonitjiik egymastol az ugyanazon
testnek lényegesen kiilonbozé tulajdonsigaira vonatkozd kérdéseket.

A régi geometria (géométrie des anciens) specidlis volt. Minden
gorbe, felillet egyenkint tanulmény targyat képezte; s barmily nagy is
volt a tett kérdések hasonlatossica minden esetben kiilon kellett ujbol
megtennni a vizsgalatot.

A modern geometridt ellenben az atalanossdg jellemzi, mely bar-
mely alakra kiterjed. A modszer oly értelmii abstractioban all, hogy az
ugyanazon geometriai jelenségre vonatkozé kérdést, barmely testen lép
is fel e jelenség, atalinos érvénnyel oldjuk meg. Az 4taldnos elméletnek
kiilonos tiineményekre valo alkalmazasa alirendelt dolog, mely valtozatlan
torvények szerint mindig biztos sikerrel végrehajthato. \

Innen liathaté a modern geometria nagy félénye, mert minden meg-
oldott kérdésnél a hasonlé problemik szima egyszer s mindenkorra meg-
fogy barmily lehetséges testre vonatkozzék is az.

Ha a vonalakat és feliileteket egyenkint tanulmanyozza az ember,
az elméleteknek alkalmazdsa, az alakban hasonlé testekre esetleges jel-
lemii volna, mert semmi sem biztosithatna a feldl, hogy a vizsgalt alakok
egyike vagy mdsika abstract typusul szolgalhat-e.

Igy pl. bizonydra van valami esetleges azon szerencsés kapesolat-
ban, mely a gérig tudosoknak a kiipmetszetekre vonatkozi vizsgilata és a
bolygok pilydja kizt létezik. A modern geomefridban azonban mir csak
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az altal is, hogy barmely geometriai alakzatban kizosen fellépd time-
mények atalinos vizsgalata a czél, az a tudat erdsodik meg az embe r-
ben, hogy a kiilsé vilighan megvalosult alakok nem vonhatjik ki magu-
kat az elmélet alol, ha az erve vonatkozo geometriai tiinemény nyilvanul .
A régi geometria a bolesGjében levé tudomédny benyomdsit teszi. Az
‘atalanos geometria mindjart a geometria keletkezésekor nem is volt Iehetséges,.
mert szamolasra van alapitva; mar pedig ismeretes, hogy a mathematika i
analysis’ alkalmazisa, e tudomdny természeténél fogva, csak akkor alkal -
mazhaté, ha a tudomdny, melyre az analysist alkalmazzuk, annyira ki
van miivelve, hogy a megfigyelt tiineményekre nézve egyenletek dllitha-
tok fel, melyek az analytikai miiveletek kiindulo pontja lesznek. Ha ez
alapegyenletek fil vannak fedezve, az analysis azokbol a kivetkezmények
nagy szamdra vezet, melyeket eleinte sejteni sem lehetett, s igy az ana-
lysis a geometriat nagy mértékben tokéletesiti. Egy természeti tudominy
alapismereteinek megvetésére azonban soha sem elégséges a mathematikai
analysis, még ez alapismeretek uj bebizonyitasdra sem, ha mir megvan-
nak alapitva. E tekintetben semmi sem ment fel a targynak a kapesola-
tok pontos ismeretéig terjedd direct tanulmanyitol A régi geometria
ilyen forman mindig nélkiilozhetetlen bevezetés lesz az atalianos geo-
metriaba. Sl

Ataldnos clmélkedés a killonds vagy elokészilo mértanra vonatkozdlag.
A kiilonos mértan feladatit az egyenes vonal tanulmianyozisira, az
egyenes vonalak altal hatarolt sikfeliiletek négyszogitésére és a sikok dltal
hatérolt testek kibtartalomszamitisira lehetne visszavinni. E hirom kér-
désre vonatkozo feladatok minden geometriai vizsgdlatnak kiindulo pont-
- Jat teszik ; ezeket csak a tirgyak direct tanulminya nyujtja. Minden més
alaknak, még a kirmek s a felilleteknek és kiobtartalmaknak teljes elmé-
lete is mir az atalanos vagy analytikns geometria korébe
tartozik. '
Rendesen az elem i geometriit igen = kiterjesztik, mert hele-
foglaljak a kort és a gombolyii testeket is, mit az okor iranti kiilonos
tisztelet okoz. A kiupmetszetek dtaliban azonban mér a modern geomet-
ridba vétettek fol. A kornek az dtalinos mértanban valo targyaldsit hat-
raltatja, hogy ez dltal a mennyiségtani tanitisban csak igen késére esnék
néhiny lényeges kérdésnek pl. a korivhossz, a kirteriilet, a gombfeliilet
és kobtartalom kiszimitisa. E szempont nem hatirozna azokra nézve, kik
a mathematikai tudomiany egészét akarjik tanuhminyozni: de sziik idore
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terjedd tanulmanynal a lehetd legrividebb utat kell valasztani az ered-.

ményhez jutis kedveért.

Nem fogjuk itt jelezni a régi geometria madszerének gyakorlatban
levo kiterjedésébil eredd elonyoket, melyek a  mélyebb ismeretek és a
modern modszerrel valo tanulsigos osszehasonlitis eredményei. Oly tulajdon-
sdgok ezek, melyek vizsgilata a tudomany torténeti menetéhez tartoznék ;
errdl azonban le kell tudni mondani, midén a dogmatikus tirgyalis sziik-
sége 4l elé. Egy tudomdiny minden részének a lehetd legrationdlisabb

modon vald tekintetbe vétele utdn nagyon iidvis tanulmdnyozni e tudo-

many torténetét és kovetkézéskép osszehasonlitni az emberi szellem 4ltal
eoymasutan folhasznalt modszereket: a kutatis e két dginak azonban
elkitlénitve kell lennie. Az is nagyon valoszinii, hogy az elemi geometriat
az emlitett korlitok kozé szoritjik, mihelyt az analytikus ismeretek jobban
elterjednek és mihelyt a mathesis a tudomédnyos belatis alapjanl fog te-
kintetni.

Torténtek fjabban — bar helyteleniil — kisérletek az elemi geometria
alaptételeinek tisztin algebrai uton valé feltiintetésére, mint pl. a hirom-
szog harom szigére vonatkozo relatiok. a hasonldo hdromszigek tananak
eliallitisa, a derékszig vagy a parallelepipedon meginérése; e geometrial
" dolgok azonban esak direct tanulmany utjan nyerheték s a szamoldsnak
e nemii vizsgalatoknal semmi része sines.

A szimolas csak a bebizonyitds eszkize s igy tévedés azt egy tu-
domany alapjanak megvetésére folhasznalni akarni. Ilynemii eljards a me-
taphysikalhoz valo visszatérést létesitne, redlis ismeretek logikai abstrac-
ticknak tiintettetvén fil.

Meg van alapitva a régi geometria reudeltetése, s igy az azt alkoto
részeket kell folsorolni. A mondottak alapjan elég csak azon targyalas,
mely az egyenes vonalra vonatkozik. A sokszigek quatraturaja és polye-
derek cubaturdja ugy sem vezet valami alapveté eredményhez.

Az egyenes vonal tannlminydban a czél valamely alak egyik egye-
nesének az abban eldfordulé tobbi alkoté elemekkel valo kifejezése; ez
vezet egy egyenesnek indirect ismeretéhez, barmily helyzetben is legyen
a kérdéses egyenes. Ezen alapvett problema két uton oldhaté meg: graphi-
kailag vagy algebrailag.

Az elsd eljaras abban 4ll, hogy az adott dbra megvaltoztatott vagy

viltozatlan méretekkel ujra megalkottatik. Kz volt a régieknek egyediili
eljardsa még a legpontosabb és legfontosabb meghatirozisokndl is.
Az dbrinak mds méretek szerinti ujra megalkotdsa nem nehsz, ha
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minden 1ész a sikban fekszik. Ha azonban az alkoto részek kiilonbozo
sikban fekszenek, azt kell keresni, hogy lehet sikbani szerkesztésekkel
~ téridomokat potolni. Tly transformatio létesitésére az Atalinos eszkoziket
a descriptiv geometria adja, melyet Monge alkotott meg. — O
egyontetii modot mutatott arra nézve, hogy képvisel testeket két sikra
valé projectiojuk. Midén Monge az elitte tortént ily nemii tssze nem fiiggd
eljarasokat elemezte, azt talilta, hogy a kérdés Kis szamu viltozatlan
elvont problemara vezethetd vissza mindig, s lényegében a feliiletek érint-
* kezésére és metszésére vonatkozik.

Ily eljards alapjin p praktikus geometriai szerkesztések, milyen a
rajzndl a perspectiva, az erddités, az épitészet sth. egy egységes elmélet
kiilon eseteiként targyalhatok. Kz alkotis megérdemli minden philosophus
figyelmét, mert ez az elsd s mostanig az egyediili valoban teljes lépés,
mely minden miivészetre rianyomja a pontossig és rvationalitis bélyegét,
pedig ez jové eléhaladdsuknak sziikséges foltétele. Ez atalakulds azon ipar-
agakban nyilvanult legeldszir, melyek a legegyszeriibh és legtikéletesh
tudoményra vonatkoznak; de egyre-masra minden gyakorlati eljarasnal
érvényesiilni fog. Monge barkingl is mélyebben értvén it a miivészetek
philosophidjit, megkisérlette vizolni a mechanikai ipar megfelelé tudo-
méanyét.

A leirdo mértannak csak mint alkalmazott tudoménynak van
haszna, megalapitja a geometrian alapulé miivészetek elméletét. Mielott
azonban valamely kérdés hatiskirébe esik, azt eliszir az dtalinos geo-
metridnak kell megoldania. A descriptiv geometria tanulminyozi-
sanak philosophiailag fontos tulajdona van, s ez az, hogy a képzeli te-
hetséget (imagination) fejleszti, mert lényegének megfelelden a képzelt
targyak nagy sokasigat kell az embernek eleondolnia, mintha azok szeme
elott volnanak.

A descriptiv geometria megolddsai graphicusok, mint a régi geomet-
ria legtobbje, de emellett dtaldnosak, mint a modern geometria megoldisai.

Ezekutin az egyenes vonalra vonatkozé alapveté problemdnak al-
gebrai uton valé megolddsira tériink at. Ugy asik, — mint a gdmbhirom-
szogtan megalapitéi a régiek, csakhogy e két tudomanydig, algebrai isme-
reteik kis kore miatt sokkal tikéletlenebb volt naluk. Itt akarjuk ezen
elméletet dtaldnos philosophiai szempontbo6l ismertetni ¢s méltatni.

Mivel minden sokszig haromszigekre bonthato, elég egy haromszie
adott elemeivel a  tobbiekef kifejezni tudni, ami dltal a polvaonometria
frigconometriira van visszavezetye.
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Hynemii kérdések megoldisa végso elemzéshen két egyenlet segitsé-
gével torténhetik, melyek relatiot alapitnak meg a haromsziog oldalai és
szogei kozt. Ez egyenletek a geometriai vizsgalatokat algebrai kutatisra
vezetik vissza. A szogeket azonban a szamolisban vagy a hozzajuk tartozd
egységnyi sugaru ivvel, vagy a hibisan trigonometrikus vonalak-
nak (trigonometrikus fiigovények) nevezett segédszimokkal potolhatnok;
mint egyszeriibb, az utobbi eljards lett elfogadva.

A segédszamok hasznilatinil két eset lehet : 1. a szogekrol at keli térni a
hozzdjuk tartozo trigonometrikus vonalakra és viszont 2. feladat lehet a harom-
szog oldalait a trigonometrikus vonalakbol vagy forditva Kiszamitni. Az
elsi kérdés egyszer s mindenkorra meg van oldva, minden esetre nézve,
a masik kérdésnél minden mas-mds esetre a szamolist meg kell njitani. —
Ily meggondolds tehetd a logarithmusok elméletére is, melyekkel valo szamo-
lis szintén két részbil dall. Az elsé rész bonyolodottabb, de elélegesen
epyszer s mindenkorra elvégezhets, mert csak a tekintetbe vett szamok-
tol, nem pedig azok dsszekittetési modjiatol fiige, s lényegében abban &ll
hogy minden szamot egy maisik allandé szam bizonyos hatvanyanak tekin-
tiink. A médsodik része e szamoldisnak, melyet minden uj algebrai kifeje-
tésre ujonnan kell elvégezni, az egyiitthatokkal foganatositandd egysze-
riitbb miiveleteken alapnl.

Meg kell e helyen emliteniink azt a jelenleg jelentéktelen, de kez-
detben nagyon értékes tulajdonsigot, hogy a szigeknek a trigonometrikus
vonalakkal kifejezése és viszont arithmetikai megolddassal léte-
sithetd anélkiil, hogy a megfeleli algebrai kérdés megoldatott volna. Ezen
kiilonisség okozta, hogy mar a végiek is ismerték a frigonometriat. A
régiek a hurt tekintették egyediili trigonometrikus vonalnak, (trigono-
metrikus fiiggvénynek) mely fiolfogis joval természetesebbnek is tiinik fel,
ha, mint Archimedesnél, a czél a kor rectificatioja, mely bizonyos hurok
meghatdrozdsa dltal tortént. Midén aztan késébb Hipparchos a trigono-
metriat foltalalta, csak ki kellett egészitenie alkalmas kozbeszurdsokkal
az elobb nyert eredményeket. '

‘A trigonometria philosophiai vizsgdlatit befejezendék, meg kell em-
liteniink, hogy az iveknek vagy szigeknek egyenes vonalakkal valé kife-
jezésére vonatkozo egyenletek egyszeriisitése kedveért tobb trigonometriai
fiiwovényt kell megalkotni s ily szempontbol tekintve a trigonometriai
fiigevények szima hatartalan. Az arab s késobb a wmodern mathematikai
vizsgdlatok négy s6t hat direct trigonometriai fiiggvényt hozott hasz-
nilatba, s e szimot még nagyitni lehetne. Ahelyett azonban, hogy geo-
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‘metriai alkotasokhoz kellene fordulni, rendkiviil egyszerii eljarassal annyi
trigonometriai vonalt alkothatunk, amennyit az analytikus transformatiok
igényelnek. Ezen eljaras abban dll, hogy a birmely szighiz tartozé tri-
gonometrikus vonalak szdmanak kozvetetlen nagyitisa helyett uj trigono-
metrikus vonalakat vezetiink be oly forméan, hogy az emlitett ivet indi-
recte meghatdrozottnak tekintjilk egy masik iv trigonometrikus vonalai al-
tal, mely misodik iv az elsének valamilyen egyszerii fiiggvénye. Igy pl
hogy egy sziget kinnyebben meghatarozhassunk, annak sinusa helyett fe-
lIének vagy kétszeresének sinusdt fejezziik ki adott alkatorészekben. A trigo-
nometrikus vonalaknak ezen indirect alkotisa termékenyebb. mint barmily
ily vonalakura (helyesen: ficovényekre) vezetd kizvetetlen geometriai
modszerek.

A trigonometrikus vonalak nagy szdma a trigonometria egy harma-
dik kérdését sziilte: mily kapesolatban vammak e kiilonbozé vonalak egy-
massal. E kérdés eldontése nélkiil nem lehetne értékesitni analytikus czé-
loknal a segédmennyiségek behozatalit.

A ftrigonometridanak e harom részét azonban ¢ép ellenkezd sorban kell
tanulmanyozni. mint amilyenben azokat a tdrgy természetéhol leszarma-
zottaknak lattuk. A harmadik u. i. fiiggetlen a két elobbi résztél, a ma-
sodik rész pedig nem szorul az elsire. A haromszogek tényleges megol-
dasinak kell ilyenformdan utolsé helyen elfordulnia, s ez az emlitett harom
rész természetes kapesolatat anndl fontosabba teszi.

A gomb haromszogtant kiilon tdrgyalni nem sziikséges, mert ez csak
a sik hiromsziogtannak alkalmazisa, mely a gémbhdromsziogtan képleteit
is szolgaltatja, ha a gombhiromsziget a neki megfeleld haroméli testszig-
gel potoljuk.

Ezentul figyelmiinkét a valodi geometriai tudomanyra forditjuk, mi-
utdn a kiilonos geometria jellemét kielégitGen leirtuk.

A: dlaldnos vagy analylikai geomelria alap gondolata.

Az atalinos geometria, geometriai gondolatoknak egyenértékii analy-
tikai kifejezésekbe valo dtalakitisira van alapitva. Directe és elmélyedve
kell tehat Descartes gondolatdt vizsgalnunk, mely egyszer s mindenkorra
egyontetiien megalapitotta ily viszonossig lehetdségét. Ha nem is tekint-
jilk nagy fontossdgat, amennyiben a geometriai tudominyt tokéletesitette
és azt rationdlis alapra fektette, e gondolat tanulményozdsa mar csak
azért is igen fontos, mert teljes viligitisba helyezi a mathematikiban az
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abstractnak és concretnek kapesolatit létesitd modszert. Nincs szempont
a mathematika philosophidjaban, mely fwye]munket jobban megérdemlené.

A geometriai timeményeknek analytikus kifejezésére mindenek eldtt
modot kell taldlni, melynek segitségével megadhato analytikus kifejezése
azon vonalnak vagy feliiletnek, melyekben a geometriai tiinemény elifor-
dul. Ha az idom analytikailag van megadya, viligos, hogy ezentul az
idomon torténé valtozas is analytikus vizsgdlat tirgya lehet.

Hogy a geometriai alakokat analytikai egyenletekben kifejezhessiik,
egy lényeges nehézségen kell feliilemelkedniink, s ezt a mindség fogal-
mdnak a mennyiség fogalmival valo helyettesitése alkotja.

E tekintetben wmegjegyezziik, hogy az osszes geometriai fogalmak
harom categoriaba sorozhatok, e categoridk: a nagysdig, az alak, a
helyzet. Az elsé kozvetetleniil a szamok kérdése: a masodik pedig a
harmadikra vezethetd vissza. mert egy test alakja az azt alkoté pontok
viszonos elhelyezésétil fiige. A nehézség ilyenformdan a helyzetnek a nagy-
sdg fogalmdra vald visszavezetésében tsszpontosul. K gondolaton alapnl a
Descartes megalkotta analyrikns geometria dtalinos rendszere.

Descartes philosophiai miive, egy az emberi szellem lényegéhez tar-
tozo természetes eljarasnak dtalanositdsa, mert minden emberben —
szinte mondhatnok — akaratlanul alakul meg: mert valdban. midin egy
targynak helyzetét annak megmutatisa nélkiil akarjuk megadni, az egye-
diil alkalmazhatd és mindig elfogadott eljirds az, hogy mas ismeretes
targyakhoz viszonyitjuk, megjelilvén ezen geometriai elemek nagysagat,
melyek altal azt ezekhez kapesolva gondoljuk. Bz elemeket Descartes
coordinatiknak nevezte. — Egy pontra nézve a coordinatdk szama
ketto, ha ismeretes, mily sikban fekszik az: ellenben harom coordinata
szitkséges, ha a tér bdarmely pontjit meghatirozni akarjuk. Ahany kiilon-
bizG szerkeszteést elgondolhatunk helyzetének meghatarozdsdra, annyiféle
vendszere van a coordinataknak. De barmilyen is legyen az elfogadott
rendszer, a helyzet fogalma mindig a nagysig fogalmira terelidik ; még
a pont helyzetvialtozisa is csak a coordinatak értékvaltozasiban all. Ha
a legegyszeriibb esetet,a pontnak sikon valo helyzetét vizsgaljuk, tgy ez
meg van hatirozva két egymdsra merdlegesen allo egyenes vonaltol (fen-
gelyek) szdamitott tavolsiagok (orthogonalis coordinitak) altal, vagy két
ponttol valo tavolsiga altal, vagy egy ponttol valé tavolsiga és ezen ti-
volsignak egy fix egyenessel képezett szoge dltal (polaris coord. rend-
szer), vagy pedig azon két szog altal, mit két fix pontbol a kérdéses
ponthoz huzott vonal a két pontot isszekoté egyenessel képez stb.
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Minden rendszer egy pontot két vonal atmetszése dltal hatiroz meg
mely két vonal hatirozott foltételeknek van alivetve, mely foltételeknek
csak egyike viltozik fiiggetleniil. Az orthogonalis rendszerben két egye-
nes talalkozasa, a polaris rendszernél egy kirnek ezen kor kiozéppontjin
atmend egyenessel valo dtmetszése adja a kérdéses pontot. Az orthogo-
nalis coordinataknal a pontot két egyenes dtmetszése definidlja, mely
egyenesek parhuzamosak fix tengelyekkel s csak ezektol vald tavo-
luk valtozo. A poliris rendszerben egy fix kozépponttal bird val-
tozo sugarn kimek az ngyanazon kozépponton atmené valtozé ira-
nyn egyenessel valo dtmetszése definidlja a pontot.

A vonal, ha bizonyos tulajdonsag altal definilva van, egy egyenlet
altal helyettesithetd mely a vonalat leird pont coordinatii kizt fonnall, Ha
a pont egy sikon mozog és mozgasa nines korlitozva, ugy coordinatai
fiiggetlen valtozok s a sikon barmely pontot elfoglalhat. Ha azonban egy
pont egy vonalon tartozik maradni, mdr egy coordinata is meghatirozza
helyét, s igy a masodik coordinata az elsének fiiggvénye, vagyis kell
kozittiik egy egyenletnek tonnallnia, mely a gorbe természetének megfelel.
— Viszont minden két valtozos fiigevény egy girbét képvisel s e feladat
az egyenletek megoldisihoz vezet. Az egyenletek ilynemii rajza nagyon
elomozditotta az Atalinos analysis haladisit és dtalinos analytikai szem-
pontokat tart fel, melyek elrejtettek maradtak volna ezen térgyuk viligos
feltiintetésére szolgald eszkoz folhasznilasa nélkiil.

A girbe viltozdsa az egyenlethen egy megfeleld valtozast idéz eld,
mely vagy a helyzetre vagy az alakra vonatkozik. A fransformatiok tana
vezet annak megitéléséhez, vajjon két egyenlet ngyanazon girbét képvi-
seli-e, csakhogy e gorbe kiilonbozd helyzetii, vagy pedig mas geometriai
alakzatokra vonatkozik-e?

Minden meghatarozott gorbe egy tetszoleges pontjanak coordinatii
kozt fonnallé egyenlet dltal kifejezheté ; s6t mi t6bb, a gtrbe minden meg-
hatirozasa a megfelels coordinata rendszerben tonndllé egyenletnek te-
kinthetd.

Ez alapelv megértésére a definitiock két nemét kell megkiilonhoztet-
niink. A jellemz6 (caractéristique) definitio az, mely kizarclago-
san egy targyhoz tartoz6 tulajdonsigot jeldl, e tulajdonsig azonban a tirgy
keletkezési modjit nem adja meg; a magyardzo6 (explicative) meg-
hatdrozds az,mely a tirgyat keletkezésének egyik modjat kitejezd tu-
lajdonsdg altal jellemezi Tgy pl. a kort az ngyanazon keriiletii gtrbék
kizt a legnagyobb teriiletiinek mondhatjuk (jellemzs definitio), vagy oly
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girbének, melynek minden pontja egy fix ponttol egyenld tivol van (ma-
gvarizo meghatirozis). Az elibb mondottak csak a magyarizo definiti-
okra dllnak.

A giorbe egy jellemzé tulajdonsagabol folyo legegyszeriibh  alaki
egyenletének folallitasa koriili nehézség abban vejlik, hogy makacsul ra-
gaszkodunk a foltételnek egy bizonyos rendszer coordinatiiban valo
kifejezéséhez ahelyett, hogy az osszes lehetséges rendszerek koziil a girbe
keletkezési modjanak megfelelot vilasztanok. Ha megvan az elokészito
egvenlet, mely a gorbe definitiojabol onként ered, figy ezt véglegesen el-
fogadando alakra hozandok, oly coordinatikat kell bevezetniink, melyek
a gorbe keletkezési modjinak legtermészetesebben megfelelnek. Atalinos
szabalyt erre nézve adni nem lehet. Mennél mélyebben hat az ember az
analytikus geometriaba, annal tibb eszkoz All rendelkezésére a kitiizott
czél megvalositisara.

Még csak a coordinata-rendszerekrsl atalaban akarunk szolni, s e
véghol az analytikus geometria két szempontjat kell megkiilonboztetniink :
az algebra viszonydt a geometridhoz mely a vonalaknak
egyenletek dltali kifejezésén alapil; s viszont a geometria viszo-
nydt az algebrdihoz, mely az egyenletek altal képviselt vonalak
megrajzolisat foglalja magaban.

Az egyenletek megalkotasdara egy rendszer sem dtalinos
elonyii, mert minden geoméfriai meghatarozashoz tartozik egy rend-
szer, melyben a gorbe egyenlete kozvetetleniil kifejezheto, s e rendszer a
girbének természetével valtozik.

A gorbék -megrajzolasinal egyszerliség ¢és megbizhatosig
tekintetében egyenes vonalit orthogonalis rendszer még talin a legalkal-
masabb. Az ataldnos geometria legfontosabb vizsgilatai e rendszer segit-
ségével torténtek. Ha azonban mds rendszerre kell attérni, rendesen a
poliris rendszert vilasztjak, mely oly ellentétben all az orthogondlissal,
hogy az ebben Kkifejezett complikalt alaku egyenlet abban rendszerint
egyszerivé valik.

Descartes philosophiai alkotdsa azonban csak a sik gorbékre vonat-
kozott ; egy szazaddal késobb terjesztette azt ki a foliletekre és a ket-
tos gorbiiletii gorbékre Clairant.

A pont a térben dtaldban hirom folilet atmetszése gyanant tekint-
heté. A foliletet harom valtozo fiiggvénye adia, ezek kozil az egyik a
misik kettonek fiiggvénye. Itt is az orthogondlis és polaris rendszer a
legalkalmazottabb.
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Minden a térben fekvié vonal analytikailag két egyenletbol 1l rend-
szer Altal van képviselve, ezek mindenike feliiletet fejez ki, egyiitt pedig
e két feliilet atmetszési vonalat adjik.

E geometriai felfogdsnak azonban egy baja van, hogy az egyenletek
az egész geometriai helyet képviselik és nem e geometriai helynek csak
egy részét. Sokszor kell azonban egy nem folytonos vonalat vagy feliile-
tet pl. egy sokszig keriiletét vagy egy polyeder feliletét egyenletben
kifejezni. E hézagot Fouriernek a nem folytonos fiiggvényeire vonatkozo
munkai kezdék kitolteni.

Megemlitendé még, hogy négy, ot sth, valtozos fiiggvények geomet-
riailag nem abrazolhatok. Oka ennek az. hogy az analysis dtalinosabh
mint a geometria, mert minden tiineményre alkalmazhato. Ezért nem volna
elég okadatolt az analytikus torvények osszegének képviseletét a geomet-
riai tiineményekben keresni. Koy miésodik tiokéletlensége a geometridnak
az, hogy csak a redlis meglejtésre vagyunk tekintettel, az imaginarius
megoldast nem vessziikk szamba.

Poinsot adott ugyan egy igen egyszeri és szellemes modot az ima-
ginarius megfejtések abrazolasira; az imagindrius gyokik azonban tiobb-
nyire bonyodalmassigukkal ez eljardst nehezen alkalmazhatéva teszik.

A két dimensidyi geometria.

Az atalinos geometriaban Descartes gondolata nem érvényesiil fon-
tossiaganak megfeleld mértékben. Rendesen ugy tekintik az analytikai
geometridt, mint a kipmetszetek és mas gorbék tandnak tirgyalisira szol-
galo legegyszeriibb eszkozt, pedig tudjuk, hogy a modern geometria fojel-
leme a geometriai tiineményekre vonatkozo kérdések kutatisinak dtala-
nos modjiban nyilvanul, midén a geometriai vizsgdlatokat analytikaiakka
valtoztatjuk. Czélunkat itt annak megalapitisa képezi, miként helyezte
Descartes mély gondolata a geometriai tudominy osszes rendszerét ra-
tionalis és végleges érvényil alapra.

Egy gorbe egyenletének ismerete utin a fokérdés a meghatirozasira
szitkséges pontok sziménak ismerete. Itt két eset kiilonboztethetd meg
aszerint, amint a gorbe legatalinosh alakjiban van adva, tehit egy dta-
lin os helyzetii coordinatarendszerre van viszonyitva, vagy pedig egy bizo-
nyos Kiilonos helyzetii coordinatarendszerre van vonatkoztatva. Az a ko-
vetelmény, hogy egy girbe egy bizonyos ponton dtmenjen, a girbe egyen-
letében eldfordulé dllandokat egy-egy algebrai foltételnek veti ald. A
gorbe meghatirozdsiara tehiat annyi pont sziikséges, ahdny tetszleges dl-
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lando van a girbe legdtalanosb egyenletében. Meg kell azonban jegyezni,
hogy ha az adott egyenlet tagjaiban tiobb tetszileges allandd van, mint
amilyen a tagok szima, figy a girbe meghatarozisanil a tagok szaémara
kell tekintettel lenniink; ez geometriailag azt jelenti, hogy az dllandok
bizonyos valtozisokon mehetnek dt anélkiil, hogy ez dltal a giérbe meg-
valtoznék. Igy van ez pl. a komél, ha azt ey szig csicsa mértani he-
Iyének tekintjiik, mely szognek szirai két fix ponton mennek at. Ha a
girbének egy kiilonis egyenlete (équation particuliére) lenne adott, agy a
girbének j rendszerre valo vonatkoztatisa altal a kérdést az atalinos
alakra vezethetni vissza. A fransformatié altali atalinositas harom allandot
hoz az egyenletbe: az 1j rendszer kezdiopontjinak coordindtiit és az j
rendszer tengelyeinek a régiekhez valo hajlisat (itt orthogonalis coord.
rendszert filtételeziink.) Igy szimolas nélkil megmondhatni elore az
egyenletbe beléps  tetszileges allandok szamdt, kovetkezileg a gorbe
meghatirozasira sziikkséges pontok szimdt is, ha ugyan az egyiitthatok
szama nem lehet kisebb a tetszoleges allandék szamanal.

Lehet, hogy a meghatirozo pontok kozt kiilonds (points singuliers)
pontok vamnak, pl. gyujtopontok, kizéppontok, csiesok, fordulopontok (in-
flexiopontok) sth. Egy ily pont az egyenlet allandoit két foltételnek veti
ald. tehat egy kiilonos pont geometriailag két kozinséges ponttal
eovenértékii.

De bdr fontos a einhét meghatirozé pontok szimdnak ismerete, ez

a gbrbe természetére — akar geometriai akdr analytikus szempontbé-
tekintsiik a dolgot — nines dionto befolyissal. Hisz a parabola, a logaj

rithmusvonal, a cyelois, az Archimedesi esigavonal sth.négy pontot kivan-
nak meghatirozisukra, bar analytikus vagy geometriai szemponthol semmi
mis kizos tulajdonsiguk nines.

Egy mas fontos kérdés a kozéppont meghatiarozisa. Ha a coordinata-
rendszer kezdépontja a gorbe kizpontjiban van, tgy két-két tsszetartozo
pont lesz mindig, melyeknek egyenlé nagy, de ellenkezd jelit coordinatai
lesznek. Az egyenlethél rogtin arra kivetkeztethetni, kezdopont-e a kizép-
pont: elég azt vizsgalni nem véltozik-e az egyenlet, ha az atalanos coor-
dinatik jelét ellenkezove viltoztatjuk. HKgész rationalis algebrai fliggve-
nyeknél sziikséges, hogy a tagok mind péros vagy mind paratlan exponen-
siiek legyenek, Ha a coordindtik jelének megviltoztatisa megvéltoztatja
az egyenletet, akkor 6j coordinatarendszert kell behozni; 8 ha ez altal
az_emlitett tulajdonsigu girbéhez juthatunk, gy a gorbének van kozép-
pontja, ellenkezi esetben kozéppontnélkiili.
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A kizonséges analysis az ugyanazon nemii girbék hasonlo-
saganak kérdését is megoldja. E kérdés azon foltételek folallitisira vo-
natkozik, melyek a girbék egyenletét egy azoknak nagysigit megviltoz-
tato allandoban modositja. I kérdés annyival érdekesb, mert a hasonlosig
nem helyzeti, hanem alakra vonatkozo tiinemény, s ez az analytikai geo-
metridnak, lol directe csak 'a helyzetet vizsgdljuk, mindig nehézsé-
get okoz.

A differentialis szdmolassal a hasonlosig kérdése kozve-
tetleniil megoldhat6, kibovitvén az egyenes vonalu idomok hasonlésiagdnak
elemi meghatdrozasat a girbékre is. — Elég u. i. 1) hogy a két girbe
megfeleld pontjaiban huzott érintési szogek u. a. értékiiek vagy csak egy
allandoban kiilonbbzok legyenek, 2) hogy a két girbe két homolog vég-
telen kis elemének hossza allando aranyértékkel birjon.

Kozonséges analysissel valo megoldasanal a hasonlosig kérdésének
meg kell jegyezniink, hogy a hasonlé és hasonld fekvésii gorbék megte-
leld pontjait Osszekoté egyenesek egy kozos ponthan talilkoznak.

Ezen u. n. hasonlosagi ponttol a két homolog pontig huzott tavol-
sdgok mértékszamanak viszonya dllando szam. Ha tehat a kezddpontot a
hasonlosagi pontha tesszitk, a homolog pontok coordinatai ardanyosak lesz-
nek, s a tulajdonsag algebrai kimutatisa elég a hasonlosig kimutatasira.
Ha a gorbék nem hasonld fekvésiiek, ngy az egyik gorbe coordinatiinak
transformatioja tetszileges hirom allandét bocesét rendelkezésiinkre; s ha
ezek tigy valaszthatok, hogy a most emlitett analytikus foltételnek elée
van téve, gy a giorbék hasonlok, kiilonben nem. — Jellemzi, hogyha
bizonyos foku girhének legegyszeriibh alaku egyenletében esak egy dllandd
van, gy ez allandoé valtoztatasa csupa hasonlé girbét nemz, pl. az u. a.
foku parabolik, a logarithmikus vonalak, a kozinséges cyeloisok, a kirik
sth. esetén. Ha azonban a legegyszeriibb egyenlet tobb allandot foglal
magaban, vagyis ha a gorbe nagysiagat tobb fiigeetlen mennyisée hati-
rozza meg, ez esetben az w. a. nemit girbék csak bizonyos filtételek
mellett lehetnek hasonlok.

A fokusok és diameterek meghatirozasarol nem szoélunk, ezek kii-
lonos fontossaggal csak a masodrendi gorbéknél birnak ; mas magasbrendii
gbrbéknél a diameterek kevéssé ismert giorbe yonalak, s tannlmdnyozdsra
nehezebb feladatot nyujtanak, mint azon girbék, melyekhez tartoznak.

A transcendous analysis egyik fontos alkalmazisa a tangens
atalanos meghatarozasa. melylyel kapesolatban all egy meghatarozott
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pontbol a gorbéhez huzhaté tangensek kérdése, valamint egy adott
vonallal parhuzamos tangensek feladata is.

“A tangesek kérdése vezet az asymptotak fogalmahoz is, e&ek
kizill. csak az egyenes vonalu asymptotik fontosak, mert gorbéik
vizsgilatit egyszeriisitik. Az asymptota oly tangens, melynek érintési
pontja a végtelenben van; s igy meghatirozisira az érintési pont coor-
dinatdit kell végtelen nagyokkd tenni azon két egyenletben, melyek az
érintd iranyat definialo két allandot tartalmazzik. Amint e két dllando
realis vagy imaginarius, a szerint van, vagy nincs a kérdéses gorbéunek
(egyenes vonalu) asymptotdja.

Az érint6k elméletével isszefige a kilonos pontok (points
singuliers) vizsgilata is. — Ily kiilonos pont az inflexio-pont, a
tobbszords pont, a esties-pont sth. KE' pontok tanulmdnyozisa a
funetiok maximum-minimum kérdésével fiigg ossze.

A transcendens analysissel megoldhato a “Huygens dltal felfedezett
gorbiilet problemdja is az osculdldé kor segitségiil vételével. A kor-
nek van u. i. az Osszes gorbék kozt egyedil egyforma gorbiilete, mely gor-
biilet a sugdrral visszds ardnyossdagban all. Birmely mas gorbének gorbiiletét
az osculalo korrel valo osszehasonlitas nyujtja; e kor a legbensibb
érintkezéshen van a gorbével s ez kiilonbozteti meg a tobbi u. a. pont-
ban érintd végtelen szam koroktol. A gorbiilet megbecsiilésére két egy-
mds utdn kovetkezs ivelem &ltal képezett uw. n. érintkezési szog:
(angle de contingence) is szolgdlhat, e két mérték azonban egyenértékii.

Az osculalo kirt a girbe hirom végtelen kozel esé pontja dltal defi-
nidltnak tekintjikk, kozéppontjit két végtelen kozel esé normilis' dtmet-
szése adja. A gorbiileti kizéppontok mértani helye az evoluta (déveloIJPée),
a primitiv gorbe pedig az evolvens (développante). Az evolutdnak két fo-
sajatsiga van: 1) érintéi az evolvens normdlisait képezik, 2) ivhossza
az evolvens megfelelo két gorbiileti sugardnak kiilonbsége. Az evo-
luta egyenletének megnyerésére az evolvenst és a gorbiileti kidzéppont
coordinatait képviseld harom egyenlethol elimindlandék az érintési pont
coordinatai.

Lehet a megforditott feladatot is czélul kitiizni, t. i. a gorbiileti
sugarbol a primitiv gorbére kovetkeztetni, ez egy mdsodredd differential-
egyenlet megolddsat koveteli.

A tudésok egy adott gorbébsl még mdasféle gorbékre is jutottak,
ilyenek a visszaverddés vagy a torés altal keletkezé gyujto vonalak
(les caustigques), eszméjik Tschirnhaustol, elméletiik Bernoulli Jakab-

M, Phil, Szemle, VI. évf, II, fiiz, 8
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tol ered. £ gbrbék végteleniil szomszédos fénysugarak atmetszésébil szar-
maznak, mely fénysugarakat egy primitiv gérbe visszaver vagy megtor.
E gondolat atalinositiasa abban dll, hogy egy gorbét végteleniil szomszé-
dos girhék dtmetszésébiol szirmaztatunk, mint azt Leibnitz, késébb Clai-
rot, végre Lagrange fették is. Ez egymist metszo girbék rendesen csak
egy allandé kiilombozo értékére nézve killonbtznek. Az dtmetszési pontok
nyerésére differentialjuk a gorbét, a vialtozonak tekintett dllandoé szerint
s az iegy meglevi egyenletekbil, a szoban forgo allandot elimindljuk.

A gorbiilet elméletét eddig az infinitesimdlis szimolds
szellemében adtuk. Lagrange gondolata nehezebben is alkalmazkodik, de
az érintkezés ataldnos elméletéhez vezet s ennek az osculild
kor csak kiilonis esete.

: Az érintkezés Atalinos taniban, az érintkezés benséségét a szerint
itéljitk meg, a mint a girhék ordinatijinak egymds utani deriviltjai ki-

zott  tobb vagy kevesebh egyenlé értékil van. Ha az elsé  derivéltak

egyenlok, az érintkezés elsdrendii; ez az az érintkezés, mely sokiig
kizarolag ismeretes volt. A miasodrendid érintkezés miar a misod-
rendii deriviltak egyenliségét is kiveteli sth. Elstrendii érintkezésnél a
girbéknek, az érintési ponthan, kizos tangensiik, masodrendii érintkezésnél
u. a. gorbiileti kirviik van. Az elstrendii érintkezésen tul az érintkezést

elsd, masod sth. rendii osculationak is mondjik.

Az 6rintkezés bensisége kapesolathan all az érintkezésben levo gor-
bék legitalinosb alakjiban eléfordulo dllandok szamaval is. A két allan-
dot tartalmazo egyenes elsd, a hirom illandoval biré kor mésod-

rendi, a négy dllandos parabola harmadrvendii érintkezésben allhat stb.

Az érintkezés rendjének jellemét feltiintetendik, meg kell gondol-
nunk. hogy egy egvenletben levo tetszileges allandok, a girbe meghatiro-
zasira szitkséges pontok szdmat jelolik. Az n-ed rvendil érintkezéshez
szitkséges, egymasutin kivetkezo derivaltak egyenlosége pedig analytikai-
lag azt fejezi ki, hogy az érintkezd két gorbének végtelen kizel fekvi
kozos s: szimit pontja van. Az érintkezést directe gy tﬁkintjﬁk, mint
a két girbe egymishoz végtelen kozel fekvs, tobb vagy kevesebb
ponfjira kiterjedd kizosséget. A  harmadrenben osculilo ellipsist pl.
gy tekinfjilk, mint az adott giorbének ot ponfjain Aatmend el-
lipsisek koziill azt, melynél a mozgoknak foltételézett atmetszési pontok
kizill négy végteleniil kozeledik az otidik allonak gondolhaté Atmetszési
ponthoz. Izy juthatnink a gorbe gorbiiletének behatobb és behatobb is-
meretéhez, ha azt fokozatosan, bensébh érintkezésre képes girbékkel ha-
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sonlitanok dssze. A tudosok e specnlativ tokélytol eltekintettek, az Gssze-
hasonlitisra folvett girbe mint egység ismeretének egyszeriisége és vild-
gossdga miatt, s girbiiletének egyformasiga miatt a korrel hasonlifanak
iissze minden girbét.

Philosophiai szempontbol — béar tényleg a girbiiletet az osculdlé kor-
rel kapesolatosan tanulményozzik — nem kozonyos, vajjon az osculdlé
kort Ggy fogjuk-e fol, mint az emberi szellemnek a gtrbék tanulminyo-
zasira vonatkozo, végsd megfeszitését, mint ez Lagrange elott volt; vagy
pedig, mint egy sokkal édtalinosb elmélet Kkillinds esetét, melyre ugyan
rendesen szoritkozni szoktak, de tudatival birunk mds, a geometriai tu.
domanyt tokéletesitd osszehasonlitasoknak.

Hitra vannak még, a rectificatio (gorbék ivhosszdnak meghatd-
rozisa), a quatratura (a gorbék teriillet — meghatirozisa) és a cuba-
tura (a testek kiobtartalménak meghatirozasa); ez utobbi behatoébban csak
a forgdsi testekre terjed ki, mely testek egy gorbének bizonyos
tengely koriili forgdsa altal keletkeznek. E kérdésekrél mar (az indirect
fanetiokrol ataliban szolvin) megemlékeztiink.

A két dimensioju geometriaban lehetne tirgyalni a homogenitis fol-
tétele mellett, az ivek és teriiletek sulypontjanak meghatarozasat, ha a
stilypontot a tavolsigok kozépértékének definidljuk; jobban illik azonban
e kérdés a mechanikaba.

Ezek utin mondhatjuk, hogy a két dimensioju analytikus geometria
hdrom részbol all: az elsd rész a kizonséges analysistol fiigz, a mésik a.
differentidlis, a harmadik az integralis szdmolassal fiigg Ossze.

A hdrom dimensidyi dlaldnos geometria.

A feliileteket illetd kérdések is ugyan oly médon osztilyozhatok, mint
az elobbiekben a giorbékre vonatkozok. A kozonséges analysissel kapeso-
latos vizsgdlatokat a mir targyaltakkal valo teljes egyezésiknél fogva j
meghbeszélés targyiva nem teszsziik, akar a meghatirozisra sziikséges
pontok szdménak meghatirozisit, akir az u. a. nemi feliiletek hasonlo-
sdgit, akar a kozéppontok vizsgalatit tekintsilk. Az egyediili kiilonbség,
hogy két valtozé helyett, haromrol van szo.

Jelenleg oly kérdések targyalasira szoritkozunk, melyek a trans-
cendens analysissel fliggnek ossze. Elsé helyen all, ezek kozt, az érinté-
sik elmélete. Krinté sik alatt értjik azon sikot, mely az adott lappal
egy pontban és az ezen pontot minden oldalrél koriilvevo végtelen kis
teriileten Osszeesik. Ebbl a meghatirozisbol kivetkezik, hogy a két viz-

8*
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szintes coordinata végtelen kis novekedése dltal s fiiggélyes ordinatan
tortént valtozdsnak, figy a sikra, mint a lapra nézve, ugyan annak kell
lennie. Ilyen forman az ériutd sik egyenlete az adott lap egyenletének
differentidalasatol fiigg; mint az analysis kozvetleniil adja :

dz, dz,
iy e G b e R il e ) 1
= ) R G
itt X, v; % az érintd pont coordinatai. — Az érinté egyenletéhez jut-

hatni két sik gorbéinek érinté elmélete segitségével is. Az érinté sikot a
feliiletnek tekintetbe vett pontjin atmend, két sikgtrbe dtmetszési pontja-
hoz tartozé érintdi altal meghatirozottnak tekintjik. E gondolatmenet-
tel jutott Monge azon fontos igazsighoz, hogy a feliilet egy pentjaban
hiizhatt Osszes érintok u. azon sikban fekszenek.

Végre ugy is nyerhetd az érintd sik, ha azt merdlegesnek tekintjiik
a megfeleld normalisra, mely alatt egy kiilsé ponttol, a feliilethez huzhato
maximdlis vagy minimdlis hosszasdgn vonalt értjiik. A maximum-minimum
keresés rendes modja. a normilist képviseld két egyenlethez vezet, ha
kifejezziik két pontnak tavolsigat, mely pontok egyike a kiilsd, masika
a, felilleten van. — E pontok elseje, mely amnakeldtte mozgonak tekin-
tetett, nyugvonak foltételeztetik ; mig a masik, melyet eleinte nyugvénak
vettiink, mozgénak tekintetik és a normdlist irja le. Ha a normailis
egyenletei ismeretesek, az érinté siké semmi nehézséget nem okoz. Ez
eljaras Mongetol ered.

A tiargyalt feladat mellékfcltételekhez lehet kitve, pl. az érinto sik
egy egyenesen megy dt, vagy egy sikkal parhuzamos, vagy czél lehet az
érintkezés ataldnos analytikus feltételét fildllitani az érintési pont meg-
jelolése nélkiil, mely feladattal ismét Szoros kapesolatban van harom fe-
lillet kizos érintosikjanak kérdése.

A felilletek egymassal valo érintkezésének benséségét hasonld modon
itéljiik meg, amint tettikk ezt a girbéknél, csakhogy a foltételi egyenletek
szama a két egymdstol fiiggetlen nivekedés miatt az »-ed rendil érint-

(n+1) (n+2)

kezésnél , & girbék esetén a foltételek szima csak (n+1) volt.

E lényeges Kiilonbség miatt sokkal nehezebb a foliileteknek, mint a gor-
béknek érintkezési elméletét kifejteni. Az elsé vendii érintkezésnél az
egyezés teljes, mert ehhez harvom foltétel szikséges, melyek folallitisit a
sik atalinos egyenletének hiarom tetszileges dllanddja teszi lehetségessé ;
ebbdl foly mint Kkiilonos eset az érinté sik egyenlete, mely a foliiletek
alakjinak vizsgdilatinil nagy fontossiggal bir. A méasodrvendii érintkezésre
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nézve miar egészen miskép alakulnak a viszonyok. Legtermészetesbnek
latszanék minden foliiletet az egyenli girbiiletli etmbbel Gsszehasonlitani,
mint a girbéket a kiorhoz mérjiik. De két masodrendii feliilet érintkezése
hat foltételt igényel, mig a gimb legatalinosh egyenlete csak négy tet-
szoleges allandot tartalmaz, s igy a feliilet barmely pontjira nézve nem
létezik osculdlo, vagyis olyan giomb, mely egy adott pontban és az e koriil
koros-koriil szamba vett végtelen kis teriileten egybeesnék a giorbe lap fe-
liletével. — A feliilet girbiiletének gimbbel valo mérése tehat lehetetlen :
s ép ezért a tudosok a felilet gorbiiletét az adott ponthoz tartozo nor-
mdlison keresztiil fektetett sikok wmetszésgirhéinek girbilletére vezetik
vissza, vagyis a bizonyos irdnyban érintkezi gomb vizsgdlatdra.

A teliiletek girbiiletének elméletét Eulernek koszonjik. O mutatta
- ki, hogy a felillet bdrmely pontjaban, egymisra meréleges sikban fekvo,
két érintd kor egyikének maximdlis, mdsikandk minimdlis gorbiilete van.
E két gorbiilet sugardval, barmely mas ivanyn sikmetszés giorbéjének a
kérdéses pontban valé giorbiilete kifejezhetd. Ha 1; és r, az u. a. ponton
Atmend normalmetszések maximalis illetélegesen minimdlis gorbiiletsugarai
és 1 oly normalmetszés gorbiiletsugara, mely 7, sikjival ¢ szoget ké-
pez, ugy:

1 cos’ep sinep

i s I

Ebbil az olvashatd, hogy ha egy tangentidlis sikon oly ellipsist
rajzolunk, melynek kozéppontja az érintési pont és melynek fitengelyei
a maximalis és minimalis gorbiiletet foltételezé normalmetszések iranydba
esnek, és e fétengelyek hossza az éppen emlitett két girbiilet sugarabol
vont négyzetgyokkel egyenlé: fiey az emlitett pontban valé gorbiilete
barmely normdlmetszésnek, mely az ellipsist egy dtmérében metszi, ez
itmérd felének négyzetével egyenlé. Ez ellipsis hyperbolava lehet, ha a
két fometszés ellenkezi irany felé domborodik ; siot pardboliva is valhatik,
ha a feliiletet egyenes vonal mozgisabol szarmaztathatjuk, vagy pedig ha
a tekintetbe vett pont,inflexio-pont. — Euler miivének teljességet Meunier
tétele ad, amennyiben kapesolatot alapit meg az egy ponton it mend tsszes
girbéknek ezen pontban valo gorbiilete kozt. E tétel a kiovetkezo: bar-
mely ferde metszés gorbiileti sugara egyenld az ugyanazon tangensen
atmend normilmetszés gorbiileti sugarinak a ferde metszés sikjara valo
projectiojival. E két tétel egyiittvéve elégséges arra, hogy ugyanazon
ponton it birmely irinyban hazott sik girbéjének giorbiletét kifejezhes-
siik a két fo-normalmetszés gorbiiletével, vagyis lehefségessé teszi a fe-
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liiletet barmely pontjaban a gorbiileti viszonyok vizsgilatit. — KEzzel
kapesolatos a feliilet gorbiileti vonalainak (lignes de cour-
bure), vagyis azon vonalaknak tanulminyozisa, melyek egyikének egy-
masutin kiovetkezé pontjaiban az érintd sikokra huzott normdlisok u. a.
sikban fekszenek, A feliilet minden pontjira nézve, dtalaban, két ily iriny
van, ezek a fo normdl-metszetekkel Gsszeesnek s igy egymdsra merilege-
sek. Konnyen megtalilhatok e gorbiileti vonalak a henger- és kip-
feliileteknél. — K kérdéssel 4ll szerves kapesolatban a gorbiileti
feliletek (surfaces de courbure) vizsgilata, melyek alatt a
fometszetek gorbiileti kizéppontjainak mértani helye értendd.

 Befejezésiil a kettés gorbiiletii gorbéket (courbes a
double courbure) kell folemliteni. A kettds gorbiiletii gorbének egy
pontbani érintGje Gigy tekintheté, mint azon két érinté sik datmetszése,
melyeket az érintési pontban huzunk a két feliilethez, melyek dtmetszésé-
b6l a kettos gorbiiletii girbe szdrmazik. Ha a girbe egyenlete két sikra
valo projectioja dltal van megadva, igy az egymdst metszé feliletek hen-
geralakunak,

Az e fajta girbék vizsgialata mas ismerethez is vezet. Mivel az egy-
méasra kovetkezd elemek nem fekszenek egy sikban, definialni kell, mit
értlink a gorbe sikja alatt. A girbe sikja hirom egymashoz vég-
telen kozel, a gorbén fekvi pont altal definidlt sik, melyet oseculaléd
siknak is neveznek. Az elsé gorbiiletet az ezen sikban fekvd,
gorkiileti kor sugara definialja. A masodik gorbiiletet két egymas
utin kivetkezi oscnlilo sik hajlisszige hatirozza wmeg. A mdsodik gir-
biilet megitélésére vezethet ama gimbnek sugara is, mely a girbe négy
végtelen kizel esd pontja dltal van meghatirozva; a gorbiilet u. i. e gomb
sugaranak reciproque értéke.

Az integrilis szamolissal kapesolatos kérdések két nemét kiilonboz-
tethetni meg: a felilletek quadraturdjat és cubaturajat.

A felilletek quadraturajindl, az atalanos differentidlis egyenlet fol-
allitasara, a foliletet sikrészekre kell folosztva gondolnunk, oly végtelen
kozel 4116 négy sik altal, melyek ketteje az xz, ketteje az yz coordina-
tasikkal parhuzamos. A feliiletbél kimetszett ily elemi résznek, mely egész
terjedelmében az érintd sikban fekvének gondolhatd, horizontalis projectidja
dedy; ezt csak az érintosik és az xy coordinatasik hajlissziogének co-

sinusdval e :
l/ ST
dx2 (1)" a3
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kell megszorozni s a folillet elemet kapjuk :

% dz? dz?
28 — dx dy SE dy? P
Amennyiben az integratio megengedi, ezen ditferentialis egyenletbil
szamithaté ki barmely lapnak feliilete, az integrdlas hatdiraira  azonban
kiilénds gondot kell forditani.

A girbe feliiletek dltal hatirolt kobtartalmak cobaturija tey tijr-

ténik, hogy a kobtartalmat oly (egyszeriiség kedvéért) egyenes paralleb-
pipedonokhdl Gsszetettnelk gondolhatni, melynek alapja dxdy, magassiga

pedig, a kérdéses ponthoz tartozd verticalis ordinata. — Az elemi geo-
metria egy legelemibb tétele nyujtja ilyen forman ezen dtalinos egyenletet:

42y = zdx idy

melynek kettis infegratioja, a hatirok figyelembe vételével a kiobtartalom

ismeretéhez vezet.

A harom dimensios geometria philosophiai vizsgalatandl a feliileteknek,
azok természetén alapuld felosztasdrél kell még megemlékezniink, mely
gondolat Monge-tol ered, s a geometridban Descartes és Leibnitz oOta a
legjelentdsebh haladdst jelzi.

A teliileteknek felosztisat a tudésok analog modon kisérlették meg,
mint ez a gorbe vonalaknal van. Newton azonban, a 3. foki gorbe vonal
fajait keresvén, azokat 74-nek taldlta, melyek olyan kiillonbizik, mint a

médsodfoklt gorbe harom fajtaja. Mar a két vdltozos negyedfokt atalinos

egyenletet nem is vizsgiltak ily dtalinossigban, melyben még lényegesen
tobb fajta girbe foglaltatik. A hdarom vialtozos egyenletek fajtiinak
szama természetesen még nagyobb, és még rohamosabban nd e szam a
rendszdm nagyobbodtival. Kz az oka, hogy a rendszam szerint val6 elem-
zést csak az elsd- és masodfokia feliileteknél alkalmazzak.

A feliiletek jellemzd tulajdonsiga, szérmazasi modjukban all. Ha ily
értelemben a foliletek osztilyozva vannak, a feladat oly analytikus rela-
tiot folfedezni, mely ezen abstract jellemvondst conerete magyardzza: ezt
Monge megtette. 0 u. i. azt talilta, hogy az w. a. szarmazisi mod altal
keletkezo feliiletek jellemezvék, az érinté siknak, barmely pontban azonos
tulajdonsdga dltal. Ezen tulajdonsigot analytikailag kifejezvén, a feliilet
érint6 sikjanak :talinos egyenlete szerint, oly partialis differentialis egyen-
lethez jutunk, mely az egy fajta feliiletek egész seregét magdban foglalja.
Igy pl. a henger feliiletek azon exclusiv jellemvondssal birnak, hogy bir-
mely pontjuk érintdsikja pirhuzamos a generatrix irinyaval. Ha a genera-
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trix egyenletei: z = % = »%r-? fgy az érinto sik fontebbi egyenle-
tének tekintetbe vételével, (meggondolva, hogy @, 4 és -(31-?; ([11; - a direc-

trixhez illetGlegesen az érintsik normalisihoz tartozd irdnyszogek cosi-

_nusaival ardnyosak) az osszes hengerfeliileteket képvisel differentialis

egyenlet :
e v da
AP e dy
A kipfeliilsteket az jellemzi, hogy minden érintdsik a csiicson megy

=]

‘at. Ha ‘a csiies coordinatai @, 4, ¢, ngy az osszes képfeliileteket. képvi-

sel¢ differentialis egyenlet lesz:

dz

dx
A forgasi feliileteknél az érintd sik mindig merdleges a meridian-

sikra. Ha tengelytil a z-t vdlasztjuk, gy az e fajta feliiletekhez

dz;v "z

dz
(x—a) + (y — b) s Z—¢

egyenlet tartozik.

Az emlitett kutatds, sok tekintetben fontosb eredményekhez vezetett,
mint az annak eldtte gondolhaté volt. Igy kitiint, hogy minden 3 valto-
z0s homogen fiiggvény, kupfeliletet képvisel, vagy meg lehet hatirozni
a lefejthetd feliileten két pont kozotti, legrovidebb vonalat a feliiletnek
részletes meghatirozasa nélkil stb.

Mivel a kiilonbozo fajta giorbe vonalak valtozatossiga végtelenl
kisebb a feliiletekénél, az ily munka kevésbé fontos, de egyuttal sokkal
nehezebb. is, mert a felosztds alapjaul szolgdlé gorbék fajai nincsenek

- alkalmas jellemvondsokkal megkiilonbiztetve. Ez az oka, hogy az emberi

szellem eldszor a feliileteket osztdlyozta ily szemponthol. Remélhetd, hogy
a gorbékre is ki fog terjedni e beosztds, mint bhizonyos parabola- és
hyperbola- fajokndl mdris lathatni; de mostanig még semmi dtalinos ér-
vényii gondolat nincs, ily beosztds keresztiilvitelére nézve.

Ormay Lajos.





