Végh Laszlo

Frege és a Julius Caesar-probléma

»Hétezertizenharom helyett példaul azt mondta, hogy Mdximo Pérez;
hétezertizennégy helyett azt, hogy A vasit; mas szamok helyett, hogy
Luis Melidgn Lafinur, Olimar, kén, treff, a bilna, a giz, a kdvéskanna,
Napéleon, Augustin de Veida. Otsziz helyett azt mondta: Filenc.”!

1. Bevezetés

»ludomanyos szerzével aligha torténhet kellemetlenebb dolog, mint az,
hogy éppen befejezett munkaja egyik alapjat megrenditik.”? E szavakkal kezdi
Frege a Grundgeseize 11. kotetének el8szavit, melyet a mar nyomdaban lévg
mihoéz fizétt hozza utdlag, miutdn megkapta Russell levelét. A Grundgesetze cél-
kitlizése az aritmetika teljes logikai megalapozasa. Az elsS kotet elészavaban szi-
lardnak latszanak a logikai alapok, az egyetlen szépséghiba - melyet Frege ki is
emel - az V. axidéma. Ennek legfontosabb kovetkezménye: ha adott egy fogal-
munk, akkor azt targyiasithatjuk: e fogalom terjedelme objektumként kezelhetd
- tulajdonsgokkal rendelkezhet, és valtozok kvantifikicids tartoméanyaba eshet.3

Russell levele egy ebbdl fakad6 ellentmondasra vilagit ra. Tekintsiik a
kovetkezd fogalmat: ,,olyan tulajdonsig, melyet nem allithatunk a sajat terjedel-
mér8l”, s legyen e fogalom terjedelme K - ez az V. axiéma szerint létezik. Ha
K a sajat terjedelmébe tartozna, akkor ellentmondashoz jutnank, hiszen épp
azok tartoznak ide, amelyek nem tartoznak énmagukhoz. Megforditva, az is
ellentmondésra vezetne, ha nem tartozna 6nmaga terjedelmébe.

Nem lehet tehat biintetleniil targyiasitani a fogalmak terjedelmét. Solacium
miseris, socios habuisse malorum® - a matematika addigi megalapozasara tett Ssszes
kisérlet implicit vagy explicit formaban tartalmazta ezt az axiémat. Ezen ellent-
mondas Frege rendszerében kijavithatatlannak bizonyul, s igy végiil le is mond
f6 céljarol: az aritmetika tisztan logikai alapokra valé helyezésérdl. A legfonto-
sabb eszkoz helytelennek bizonyult: miért vonta azonban maga utdn az eredeti
cél lehetetlenségét?

1 Borges, Jorge Luis: Funes, az emlékez8. In ué: A titokban véghement csoda. Krite-
rion, Bukarest, 1978, 47-54. 52.
2 Frege, Gottlob: Logikai vizsgdlédasok. Osiris, Budapest, 2000, 179.

Az V. axiéma valdjaban fiiggvények értékmenetének azonossagirdl szol. Ez a
fogalom terjedelménél 4ltalanosabb kategéria: a terjedelem a fogalom karakterisz-
tikus fiiggvényének értékmenetével lesz azonositva. A dolgozatban lényegében csak
a terjedelmek specialis esetét fogjuk vizsgalni: mar ezek is magukban hordozzik az
altalanos eset dsszes probléméjat.

41 m. 180.
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Az aritmetika logikai megalapozasinak alapvetd gondolatait Frege a
Grundlagenben fejti ki, ezeket most nagyon vazlatosan 8sszefoglaljuk. Vilagosan
elhatarolodik a pszichologizmustdl és minden olyan megkozelitéstSl, mely a
szamokat valamilyen szubjektiv léttel ruhazza fel. A szdimformulak kapcsan
elveti, hogy azok valamilyen induktiv, empirikus allitasok lennének, ahogyan azt
is, hogy nem igényelnek bizonyitast, hanem kozvetlen szemléleti evidenciaval
rendelkeznek. A szimossig nem az egyes targyak tulajdonsaga, hanem fogalmak-
rol allithat6. ,,Hogyan lehet hat adott szimunkra egy szam, ha se képzetiink, se
szemléletiink nem lehet r6la?”> Meg kell hatirozni azon mondatok értelmét,
melyekben a szam el6fordul. Ehhez el&szor is meg kell adni az Qjrafelismerést
kifejez8 mondatokat: hogyan tudjuk eldonteni, hogy két leiras ugyanazt a sza-
mot adja-e meg? Frege ehhez az altala Hume-elvnek nevezett kritériumot hasz-
nalja fel: az F fogalomhoz tartoz6 szam akkor ugyanaz, mint a G fogalomhoz
tartozo szam, ha e két fogalom terjedelme kozott kolesondsen egyértelmd meg-
feleltetés tehetd.

Elégséges-e ez a meghatarozas? A Grundlagen szerint nem: ennek alapjan
nem kapunk valaszt arra a kérdésre, hogy valamely F fogalomhoz tartoz6 szam
azonos-e Julius Caesarral. A példa els§ latasra képtelenségnek tinik, és szandé-
kosan az is: tudjuk, hogy Julius Caesarnak nincsen rakovetkezdje, ahogy egyet-
len szdm sem lépte 4t a Rubicont. Miben 4ll azonban ez a tudasunk? Frege célja
éppen az, hogy a matematikat egy minden tapasztalatot megel6zd, teljesen logi-
kai alapra épitse. Feltételezhetjiik tehat, hogy valamilyen modon ismert sza-
munkra a Julius Caesar sz6 jelentése, nem élhetiink azonban ilyen feltevéssel a
szamokrol: a logikai megalapozas egy vilagos és kortilhatarolt definiciot kivan.
Felrohaté hat egy definicionak minden olyan kérdés, amit nem tisztiz - s a
Hume-elv alapjan nem tudjuk eldénteni a fenti kérdést. A meghatirozis nem
rossz, hanem hinyos: van egy olyan tobblet, amit ezen feliil tudunk a szdmok-
rol, amely azonban a Hume-elvb&l nem vezethet§ le. Ez készteti Fregét a szamok
explicit meghatarozasara, melyben az F fogalomhoz tartoz6 szam az ,,F fogalom-
mal azonos szdmossiginak lenni” fogalom terjedelmével lesz azonositva. Ez
alapjan az egyes szamok tisztan logikai alapon definialhatok: a 0 az ,6nmagaval
nem azonos” fogalom terjedelmével azonos szim, az 1 az ,x = 0” fogalomhoz
tartoz6 szam, az 1 tehit az Osszes egyelem(i halmaz Osszessége. ,Feltételezem
annak ismeretét, hogy mi egy fogalom terjedelme” - irja labjegyzetben Frege. A
Grundgesetze V. axidbmaja pontosan megadja nekiink, amire itt Frege csupan utal.
Ennek alapjan mar szilard alapra helyezte a szamok fogalmat - e szilardsag azon-
ban csak latszolagos, a Russell-paradoxon hatdsara 6sszeomlik.

Ki lehetett volna kertilni valahogyan a tal erds és kovetkezményei miatt tart-
hatatlan V. axiémat? Egy szdimfogalomt6l azt varjuk el, hogy alkalmas legyen a
szamlalasra, és az aritmetika alapvet§ torvényei levezethetSek legyenek rola.
Amint Boolos kimutatta,® a Grundlagenben szerepld levezetésekbdl a terjedel-

5 Frege, Gottlob: Az aritmetika alapjai. Aron Kiadé, Budapest, 1999, 85.

6 Boolos, George: The Consistency of Frege’s Foundations of Arithmetic. In J. J.
Thomson (ed.): On Being and Saying: Essays for Richard Cartwright. MIT Press,
Cambridge, Mass., 1987, 3-20.



mek hasznalata kikiiszobolhetd, és helyettesithetd a Hume-elvre valé hivatko-
zéssal. Frege egy Russellhez irt levelében meg is fogalmazddik a gondolat, hogy
az V. axiéma helyett a Hume-elvet fogadja el, azonban, mint irja, ekkor ugyan-
olyan nehézségek meriilnének fel, mint az V. axiémaval kapcsolatban.”

E nehézségek megértéséhez el8szor azt kell attekinteniink, hogy Frege sza-
mara mit jelentett a definicid, és mi a viszonya az axiémakhoz - szembeallitva
Hilbert és a formalizmus elképzeléseivel. A Julius Caesar-probléma bizonyos
definiciofajtak 4ltalanos probléméjaként jelenik meg.8 Latni fogjuk, hogy ez a
probléma valdjaban az V. axiéma kapcsan is felmeriil, és ezt a Grundgesetze-ben
sem sikertil kielégitGen megoldani. Tovibbmenve, attekintjiitk a szakirodalom-
ban felmeriilt megoldasi kisérleteket a Julius Caesar-problémara, és latni fogjuk,
hogy a fregei elvarasoknak megfelelen val6jaban nem oldhaté meg. Nem egy
technikai nehézséggel dllunk szemben: Ggy tlinik, hogy valdjiban a Hume-elv
minden, amit a szdimokr6l tudhatunk, s ezt a hatart nem lehet atlépni.

R. Definiciok
Mint a Grundgeseize 1. kotetének el6szava irja, a definiciénak semmiképpen
sem szabad teremtd erét tulajdonitani. Amikor definidlunk, nem egy Gj dolgot
hozunk eziltal létre, hanem nevet adunk valaminek. A definialas, meghatarozas
szavak eredeti értelmében: hatarokat huzunk. Frege a definialasi tevékenységet a
geografuséhoz hasonlitja, aki a térképen hatarokat rajzol, és ezzel kijeldli azt,
amit ezentul Sarga-tengernek fog nevezni. A matematikai tevékenység eszerint a
felfedezéshez hasonlatos - kérdés csupan az, hol van az a tenger, amelyen beliil
a matematikus részeket hatarolhat el. Miért nem inkabb a feltalalohoz hasonlit-
hatjuk a tevékenységét, mint Bolyai Janos irja édesapjinak nem-euklidészi geo-
metridja megalkotasarol: ,,a semmibdl egy ujj mas vildgot teremtettem” (sic/).
Frege igen hatarozottan érvel az utébbi hozzaallassal szemben. A Grundla-
gen befejezése szerint a természetes szamok logikai definialasaval még csak elkez-
d8dott egy folyamat, amelynek majd az egész matematikara ki kell terjednie.
Vegyiik most adottnak és tisztdzottnak a természetes szimok fogalmat - mit
mondhatunk példaul a negativ, illetve a komplex szamokrol? A természetes sza-
mokon a kivonis mivelete nem mindeniitt értelmezhetd, mint 2 - 3 esetén,
ezért szamfogalmunkat kiterjesztjiik az egész szamokra. Ugyanigy, a valds sza-
mokon nem lehet négyzetgyokot vonni a negativ szamokbol, ezért bevezetjiik a
komplex szamokat. Milyen alapon vezetjiik be ezeket az {1j szimokat, milyen
garancia adhato arra, hogy ez lehetséges?
Nem megoldas arra hivatkozni, hogy valamilyen {j szimbolumokat veze-
tiink be, és azokkal végziink formalis miveleteket igy, hogy megfeleljiink a

7 1dézi Heck, Richard G. Jr.: Julius Caesar and Basic Law V. http://emerson.fas.har-
vard.edu/heck/pdf/JuliusCaesarAndHP.pdf, 2.

A szakirodalomban val6jdban mast hivnak Julius Caesar-problémanak, mint aho-
gyan ezt Frege eredetileg hasznilja a Grundlagenben. Julius Caesarr6l az 56. §-ban
esik sz0, a szdmossag-predikatumok definialasakor; mégis, a problémat a kontextua-
lis definiciok kapcsan szoktak targyalni.
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kovetelményeknek. Ennyi erével azt is mondhatnank: a valés szimokon nem
oldhatbak meg egyszerre az x + 1 = 2 és x + 2 = 1 egyenletek, de semmi akadalya
annak, hogy kiterjessziik tigy a szimfogalmat, hogy legyen egy koz6s megoldasuk.
Persze ha ezt tennénk, nagyon rovid Gton ellentmondashoz jutnank - ez a kove-
telmény tehat kielégithetelen. Honnan tudjuk azonban, hogy az egész, illetve
komplex szamok bevezetése nem fog végiil szintén ellentmondashoz vezetni?

Frege szerint a definiciok egy egyenlethez hasonlithatok: akkor jo a defini-
cib, ha egyértelm( megoldasa van. Tekintsiik most az alabbi harom egyenletet:
x+1=4x+4=16¢& =4 Ha ismertek a természetes szamok, az els egyenlet
egyértelmlien meghatirozza a 3-at. A masodikkal mar nehezebb helyzetben
vagyunk: az egész szamok korében ez j6 meghatarozas a -3-ra, de amig nincse-
nek valami modon adva az egész szamok, addig nem tudjuk, hogy ennek léte-
zik-e megoldasa, illetve egyértelmt-e. A -3-rdl tehat kell valami el8zetes tudasunk
legyen, hogy ezzel az egyenlettel be tudjuk azonositani. Ha csupan a természetes
szamok korében mozgunk, a harmadik egyenlet egyetlen megoldasa a 2, de az
egész szamok korében mar a -2-vel is szamolnunk kell. Egy egyenlet megoldha-
tosagarol és egyértelmiségérdl tehat akkor beszélhetiink, ha mar ismert az a tar-
tomany, ahonnan a megoldast valasztani szeretnénk. Ugyanezt az elvarast allitja
Frege a definicidk irdnt is: valamilyen mar adott tartomany egy elemét lehet
veliik kijeldlni. A negativ és a komplex szamok bevezetésével ez a baj - s mint
latni fogjuk, a természetes szamok formalista meghatirozasaval is.

2.1. Konzisztencia versus egzisztencia

A geometria hagyomanyos euklidészi felépitésében a definiciok lényegében
olyan szerepet toltenek be, mint Fregénél: adottak a geometria alapfogalmai és
axiémai. Ezek felhasznalasaval tudjuk definidlni a hiromszdg fogalmat vagy a
szogfelezBét, a definicid ténylegesen egy névadasi aktus. Mindez azon alapul,
hogy mér adott szZimunkra a tér, amelynek bizonyos alapvetd tulajdonsagait feje-
zik ki az axiomik. A geometria targya, a tér Kantnal szemléletiink egyik tiszta
formé4ja. A geometria tehat a priori szintetikus ismeret: minden tapasztalattol
fiiggetleniil 1étezik, igazsigainak belatisihoz azonban a logika mellett még a
tiszta térszemléletet is igénybe kell venni. Az euklidészi axiémakat nem tetsz8le-
gesen valasztjuk, hanem legegyszer(ibb, tovibb mar nem elemezhet8 szemléleti
ismereteinket fogalmazzak meg.

A 19. szazadban a nem-euklidészi geometridk megjelenése igen komoly
kovetkezményekkel jart erre a koncepciéra nézve. A parhuzamossagi axiéma
kicserélésével meg tudtak adni ugyanis olyan mas rendszereket, amelyek szintén
joggal tarthattak igényt a geometria elnevezésre, noha nem voltak az euklidé-
szihez hasonlban a szemléletre alapozva.

Ennek hatdsara az axiomak fogalma is megvaltozott: kezdtek {igy tekinteni
rajuk, mint amelyek nem alapvetd igazsigokat fogalmaznak meg, hanem egy
struktara leirdsat adjak. Sokkal inkabb definicioként foghatok fel, de nem a
hagyomanyos értelemben: nem a mar meglévs 1étez8khoz vald viszonylatban
rogzitjiik egy 4j fogalom jelentését, hanem egyszerre sok (1j objektumot vezetiink
be, amelyeknek az egymashoz valé kapcsolatait rogzitjiik. Egy hasonlattal élve: a
hagyomanyos definicid olyan, mint amikor meg akarunk jelolni egy beszélgetés



soran egy személyt, és gy hivatkozunk ra, mint egy bizonyos baratunkra. A
masikfajta definici6 egy regényhez hasonlithatd, ami altal egy, a mienktdl fiig-
getlen vilagba nyeriink betekintést. Ismerjiik a szerepl8k egymashoz valé viszo-
nyait, leirdsokat kapunk a személyekrdl és torténésekrdl. Tobbet tudhatunk
meg ezaltal valakirSl, mint beszélgetSpartneriink ismeretlen baratjarol. Mégis,
a regény alapjan gyakran nem tudjuk eldonteni, hogy fikciéval van-e dolgunk,
vagy pedig tényleges személyek és torténések leirdsaval.

A hasonlat félrevezetd: mig az emberek kapcsan feltehetd a kérdés, hogy
ténylegesen léteznek-e a viligban vagy a képzelet sziileményei, matematikai
objektumok esetében ez a kérdésfeltevés igen problémas. Van azonban egy for-
mai kritérium, amelyet regényeken vizsgalhatunk: mennyire valoszert, vagyis
elképzelhetS lenne egy olyan vilag, ahol mindez megtérténhet? Axidmarendsze-
rek kapcsin ez a kérdés tgy fogalmazddik meg, hogy logikailag konzisztens-e a
rendszer: levezethetS-e benne ellentmondas.

Hilbert szimara a matematikai létezés éppen ezt jelenti: ha adott egy axi6-
marendszer, annak konzisztenciaja elégséges alap arra, hogy az altala leirt léte-
z8ket legitimnek fogadjuk el. A geometriai axiémarendszerek konzisztenciajat
Hilbert tgy bizonyitja, hogy visszavezeti &ket a valds szamok elméletére: a pon-
tokat descartes-i koordinataikkal, az egyeneseket és sikokat egyenletekkel adja
meg, és bebizonyitja, hogy ez a rendszer konzisztens. Feltéve persze, hogy tud-
juk a val6s szamok elméletének konzisztenciajat.

Frege szerint a geometria konzisztenciajat bizonyitani teljesen folosleges.
Ennek kapcsin egyértelmien Kant kévetSje: a geometria szintetikus a priori
tudomany, forrasa a tér szemlélete. Kitiintetett szerepe van tehat a nem-eukli-
dészi geometridkhoz képest: ez utdbbiak konzisztencidjara rikérdezhetiink, s az
bizonyithat6 is, méghozza gy, hogy a hagyomanyos euklidészi geometridban
modellezhetd.

Shapiro kifejezésével élve, Frege szamara az igazi axiomarendszerek asszer-
torikusak, létez8k egy adott tartomanyat irjak le, Hilbert axidémarendszereit
pedig algebraiaknak nevezi.? Elnevezésének motivalasara tartsuk szem elStt az
olyan algebrai struktarakat, mint a csoportok. A csoportaxiémak egy bizonyos
tipus mvelettel ellatott struktarak. Ezeket szidmos, lényegesen kiilonb6z48
szerkezet(i strukttra is kielégiti, mint az egész szdmok az Osszeadasra vagy a
véges csoportok. Az axidmak tehat nem bizonyos 1étez8k alapvetd tulajdonsa-
gait gyljtik Ossze, hanem egy olyan feltételrendszert képeznek, melynek kielé-
githet8sége és egyértelmiisége kérdéses lehet.

Az aritmetika ilyen értelemben vett algebrai leirdsat a Peano-axiémak adjak,
amelyek Dedekind Was sind und was sollen die Zablen? cim{ irasira vezethet8k
vissza.10 Természetes szamok alatt egy N halmazt kell érteniink, melynek van egy
kitiintetett eleme, a 0, és definidlva van a rakovetkezés miivelete, melynek jele .
Ezekre az alabbi Peano-axiémaknak kell teljesiilnitik, mai megfogalmazasban:

9 Shapiro, Stewart: Categories, Structures, and the Frege-Hilbert Contorversy: The
Status of Meta-Mathematics. Philosophia Mathematica, 2005/13, 51-77.

10 Dedekind, R.: Was sind un was sollen die Zablen? VEB Deutscher Verlag der Wis-
senschaften, Berlin, 1967.
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0eN

minden x€ N-re x’e N

nincsen olyan x€ N, melyre x=0

ha x*=y’, akkor x=y

(teljes indukcié) minden jOl formalt ¢ formulira ha @(0) és Vax(@(x)—
@(x+1)), akkor Vxp(x)!1

2.2. A priori szintetikus tudomany-e az aritmetika?

Frege szdmara egy ilyen meghatirozas elfogadhatatlan, mivel megalapozat-
lan. Honnan tudjuk, hogy létezik valami, ami kielégiti ezt az axidmarendszert?
Kant nyomdokain haladva kézenfekvd lehetSség, hogy az algebrat a geometridhoz
hasonlbéan mentsiikk meg. Kant szamara mindkett$ az a priori szemléletek tiszta
tudomanya: a geometria a téré, az aritmetika pedig az id&éé. Frege itt lényegesen
mést gondol: szdmara az aritmetika analitikus ismeretekbdl all, a logika része.

Kant szerinte két dologban téved, melyeket most csak a felszinen érintiink.
Egyrészt, az itélet analitikussiga nem a magatol értet6d@ség szinoniméja, mint
abban az esetben, hogy ,,Minden test kiterjedt”.12 A kovetkeztetés logikai sziik-
ségszerlisége nem a trividlis kovetkezményekre korlatozodik, sét, az érdekes ese-
tekben nem is az: ,ilyenkor egyszerfien nem azt hizzuk el a dobozbdl, amit
beledugtunk”.13 Masrészt, az aritmetika nem szirmaztathato az idé szemléleté-
bé&l, ami ellen Frege legfontosabb érve, hogy magasabb sziikségszertiséggel bir.
Még ha egészen mas szemléleti feltételek kozott élnénk, példaul idén kiviil,
pusztan a teret szemlélve, akkor is értelmes és sziikségszerlien igaz lenne az az
allitas, hogy a haromszog oldalainak szama harom.

Frege gondolkodasiban a nem-euklidészi geometridk arra mutatnak ra,
hogy a geometria valoban szintetikus ismereteket tartalmaz, amelyekrdl logikai-
lag elképzelhetd, hogy mashogy is lehetnének - csak éppen a mi tapasztalatunk
lehet3ségfeltételei kozott ezek igazak. Szamara ez a lényegi kiilonbség a geomet-
ria és az aritmetika kozott.

2.3. A konzisztencia bizonyithatosaga

Egy axidomarendszer konzisztencidjat természetesen bizonyitja, ha meg
tudunk adni egy 68t kielégitd modellt. Ez a modell azonban ismét valamilyen
matematikai struktariba lesz 4gyazva,14 s igy ezzel csupan relativ konziszten-

11 A7 utolsé axiéma csak masodrendd nyelven fogalmazhaté meg, mivel formu-
lak folstt kvantifikilunk. A szokasos algebrai miiveleteket, az dsszeadast, szorzast
a masodrend{ nyelvben definidlni tudjuk. Elsérendd nyelv hasznalata esetén ezt
egy végtelen sok axiomat megado axidmaséma helyettesiti, és tovabbi axiémakkal
kell az 3sszeadst és a szorzast bevezetni.
12 Kant, Immanuel: A tiszta é5z kritikdja. Ford. Kis Janos. Atlantisz Kiad6, Buda-

est, 2004, 59.

3 Frege: Az aritmetika alapjai. 1d. kiad. 111.

Nem mindig. A szdimok mint ,,végtelen progresszi6é” definicidjihoz Dedekind egy

nem matematikai, hanem pszicholégiai példat hoz fel, rAmutatva arra, hogy létezik



ciat tudunk igazolni: feltéve, hogy az egyik rendszer konzisztens, belatjuk, hogy
a masik is az.

A formalizmus szigoribb megalapozasihoz viszont abszolat konziszten-
cia bizonyitasara volna sziikséglink: valami olyan médon igazolni egy rendszer
ellentmondasmentességét, ami mar 6énmagaban nem szorul tovabbi megalapo-
zasra. Ehhez a bizonyithat6sdg fogalmanak a matematizalhatosagara van szik-
ség. Egy olyan, tisztin logikai rendszert kellene adni, amelyben formalisan meg-
fogalmazhato, mit jelent adott axiémak kovetkezményének lenni, s amelyben e
fogalmat elemezve bizonyithat6, hogy a rendszer ellentmondasmentes. Ez tehat
olyan arkhimédészi pontja lenne a matematikanak, melyre az egész szilardan
felépithetd. Hilbert kései gondolkodasaban ez mint finit bizonyitaselmélet jele-
nik meg,15 kivételezett meta-matematikai teriiletként: nem egy algebrai értelem-
ben vett axidbmarendszer a sok kdzott, hanem asszertorikus, valddi tartalommal
rendelkezik. A meta-matematika tételei nem olyan szerkezet(iek, mint ,,minden
haromszog szdgeinek Osszege 2n”, hanem ,ha ezeket az axiémakat tessziik fel,
akkor ez a tétel kovetkezik beldSliik”; egy ilyen allitas valamilyen abszolat érte-
lemben vett igazsagra tart igényt.16

A 20. szazad legfontosabb logikai eredménye éppen ennek az elvarasnak
az ellenkezdje: nem egy ilyen vonatkoztatasi pontot sikeriilt megadni, hanem
éppen forditva: az bizonyithatd, hogy ilyen vonatkoztatasi pont nem is létez-
het. Vegylink ugyanis egy olyan rendszert, amelyben a kovetkeztetés formalizal-
hat6. Lényegében a természetes szamok fogalmara van sziikség ahhoz, hogy a
rendszerben levezethetSk legyenek a Peano-axidmak. Tegyiik fel, hogy van egy
ilyen ,,abszolut értelemben vett” matematikai tudasunk. Godel II. nemteljességi
tétele éppen azt mondja ki, hogy ez nem irhat6 le axiomatikusan: ,,Lehetetlen,
hogy valaki axiébmak és tételek egy jOl definialt rendszerére rimutatva a kovet-
kezdt allitsa: mindezen axidémaékat és szabalyokat (matematikai bizonyossaggal)
helyesnek tartom, s meggy8z&désem szerint az egész matematikat magukban
foglaljak. Ha valaki ezt allitja, sajat maganak mond ellent.”17 Ugyanis a rend-
szer konzisztenciajat kimondo allitas a rendszeren beliil nem bizonyithat6. Ha
tehat valaki az dsszes axidmat igaznak tartja, akkor valamilyen médon meg kell
legyen gy6z8dve a konzisztencidjukrdl - ekkor azonban a megadott rendszer
nem meriti ki teljes matematikai tudasat.

Pusztin formalis alapokon tehat soha nem leszlink képesek abszolut érte-
lemben igazolni a természetes szimok rendszerének konzisztenciajat, ami a for-

az axiémakat kielégitd rendszer. Induljunk ki 6nmagunkbol (,mein eigenes Ich”), és
x rikovetkezGje legyen az a gondolat hogy x a gondolkodasom targya lehet. Frege
szamara egy ilyen pszichologiai kozelités elfogadhatatlan.

Ezekr8l b8vebben lasd Csaba Ferenc bevezetdjét A matematika filozdfidja a 21.
szdzad kiiszobén cim( kotethez (Osiris, Budapest, 2003), illetve Shapiro mar idézett
tanulmanyat.

16 Godel Nébiny tétel a matematika megalapozdsdrdl és ezek kivetezményei cim( tanul-
manyaban ugyanezt fogalmazza meg. Lasd Godel, Kurt: Néhany tétel a matematika
megalapozasardl és ezek kovetezményei. Ford. Csaba Ferenc. In Csaba Ferenc
Sszerk.): A matematika filozéfidja a 21. szdzad kiiszobén. 1d. kiad. 61-88.

7 Godel: i. m. 67.
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malista értelemben a létezésiikkel ekvivalens. Mindez Frege definiciés elvarasaira
nézve is stilyos kdvetkezményekkel jar. O a Peano-axiomék kielégithet8ségét nem
konzisztencia-bizonyitas altal, hanem a szimok konkrét logikai objektumokként
val6é megadasaval akarta bizonyitani. Ezek a tisztan logikai objektumok azonban
szlikségszerien a matematika teriiletén beliil maradnak - Fregénél raadasul az V.
axiémara épiilé naiv, inkonzisztens halmazelméletben. Valaszthatnank azt, hogy
a halmazelmélet mai felépitését fogadjuk el megalapozisként. Milyen alapunk
lehetne erre? Frege szdmara sajat axiémai logikai evidencidknak tlintek - amint
bebizonyosodott, nem voltak azok. A naiv halmazelmélet kudarca utan adott
felépitések kozds vonasa, hogy nem lehet egyszerre az 3sszes halmazt megadni:
bizonyos konstrukcios 1épésekkel nyerhetiink meglevé halmazokbél tovabbia-
kat. Egyes axiémak - mint a kivalasztasi axiéma - er8sen megosztottak a mate-
matikus-kdzosséget, és voltak, akik szdmara nem is volt elfogadhaté. Egy ilyen
halmazelméletet alapvetd logikai rendszerként elismerni tehat sokkal problema-
tikusabbnak tlinik, mint ha az aritmetika megalapozasat célként kitlizve mar a
Peano-axidmaknal megallnank.

3. Kontextualis definicidok

Az el8z8 részben lattuk, miért nem fogadhat6 el Frege szamara egy olyan
megkozelités, ahol a természetes szamokat mint az aritmetika axiémait kielégit
struktarat hatirozzak meg. A definicidk irant allitott igen szigort fregei kove-
telményekkel erésen szembenallni latszik a Grundlagen-ben szerepld kontextud-
lis definiciotipus. A motivacid az absztrakt objektumok meghatarozasa. Ezeket
nem tudjuk a mondatokbél kiragadva 6nmagukban meghatirozni, ezért azon
Ujrafelismerési tételeket adjuk meg, amelyek alapjan ugyanazt a targyat mas
modon megadva azonosithatjuk. Absztrakt objektumaink bizonyos tirgyakhoz
vagy fogalmakhoz lesznek rendelve, a-hoz D(a). A kontextualis definicibhoz
adott egy R(a,b) relacid, amelynek fennallasat kozvetlentil ellendrizni tudjuk. A
definici6 altalanos formaja:

D(a)= D(3) <> R(2,b)

Azt allitom, hogy a kontextualis definicidkkal kapcsolatban ugyanazok a
problémak fogalmazhat6k meg, mint amelyeket Frege a kreativ definiciok ellen
felhoz.18

Nézziink el8szor példakat! A bevezetésben lattuk, hogy a Hume-elv a sza-
mossagokat milyen mddon rendeli a fogalmakhoz, ahol az R relacié akkor all
fenn, ha kélcsondsen egyértelmi megfeleltetés adhaté a két fogalom ala tartozod
targyak kozott. A 64. §-ban rogton latunk egy mésik példat is: az irdny defini-
cidjat. Azt mondjuk, hogy az a egyenes irdnya azonos a / egyenes irinyaval, ha
a és b parhuzamosak. A geometria targyai szemléletileg megjelenithet8k - mint

18 Ingadozunk a ,kreativ definici6”, ,implicit definici6” és ,algebrai axiémarend-
szer” elnevezések kozott; ezek lényegében mind ugyanazt fejezik ki.



lattuk, Frege szdmara a geometria szintetikus a priori tudomany. Adott sza-
munkra, hogy mi egy egyenes, arr6l azonban nincsen szemléletiink, hogy 6nma-
gaban mi egy irdny.

A kreativ definicidkkal kapcsolatban az egyik fontos probléma az volt, hogy
nem feltétleniil van valami, ami kielégitené Sket. Ugyanez egy tetszGleges kon-
textualis definici6val is megeshetne. Ha példaul az egyenesek iranyanak definia-
lasakor R(a,b) a parhuzamossig helyett a merdlegességet jelentené, akkor azt
kapnank, hogy egy egyenes irdnya nem azonos dnmagaval, hiszen egy egyenes
nem merSleges 6Gnmagira. Legalibbis annak teljesiilnie kell, hogy R(a,0) egy
ekvivalencia-relacid. Ez a parhuzamossagra igaz is, az egyenesek egyes ekvivalen-
cia-osztalyaihoz rendeliink valamit, és ezt hivjuk irAnynak. A feltétel eléggé ter-
mészetesen elégségesnek is tlinik - am latni fogjuk, valdjaban nem az.

Egyenesek esetén ilyen hozzarendelés megadhatd, problémat jelent viszont,
hogy a hozzirendelés nem egyértelmd. J6 reprezentansok lennének az origbn
dthalad6 egyenesek, csakigy, mint az egységgdmb pontjai, vagy esetleg valami
egészen mas jellegli objektumok. Ezen a ponton 1ép elé a Julius Caesar-probléma:
nem tudjuk eldonteni, hogy a Fold tengelyének iranya ugyanaz-e, mint Anglia.

Az egyik lehetSséglink az, amit Frege a 67. §-ban elvet: az irAnyt csak abban
az értelemben hasznaljuk, amire ebben a definicidban bevezettiik. Vagyis irany-
16l csak olyan értelemben beszélhetiink, ha az ,a egyenes irdnya azonos a & egye-
nes irinyaval” mondatban szerepel, ezt helyettesitjiik azzal, hogy ,a parhuza-
mos b-vel”.

Tulzo lenne ilyen korlatozast szabni a definicidk hasznalatanak. Ekkor az
egyenléség annyit jelenthetne, hogy ami ugyantgy van adva, arr6l felismerjiik,
hogy ugyanaz. A 4-et definidlhatnank gy is, hogy ,,1 + 1+ 1 + 17, illetve gy,
hogy ,2 + 2”. Amennyiben a definialds modja a 4-nek tulajdonsaga lenne, e két
moédon két kiillonb6z8 szdimhoz jutnank. Eziltal éppen azt ragadnink meg,
amit Kant ért analitikus itélet alatt: olyan valamit allitunk az alanyrél, ami a
fogalmaban eleve bennefoglaltatik. A definicié azonban nem lehet tulajdonsaga
a targynak: csupan egy jel jelentését rogziti; egy olyan itélet a targyrdl, amely
egyértelmten kivalasztja azt a tobbi targy koziil.1?

Elvileg tehat jogosultnak kell lennie annak a kérdésnek, hogy az a egyenes
irAnya azonos-e valamely g targgyal. Feltéve persze, hogy az irdnyokra targyként
gondolunk. Elképzelhetd lenne ugyanis, hogy az dsszes olyan mondatot, amely-
ben az ,irany” sz6 szerepel, at tudjuk alakitani olyan mondatokka, amelyekben
csupan parhuzamossagokrol szolé allitisok szerepelnek. Az iranyokat puszta
nyelvi latszat tiintetné fel tirgyakként. Problémat jelentenének ekkor példaul az
égtajak nevei: az Eszak sajat tulajdonnévvel rendelkezd irdny. Szamossagok ese-
tén pedig sokkal komolyabb nehézségekbe titk6znénk, mint majd latni fogjuk.

Ha targyként akarjuk meghatirozni az irinyokat, meg kell mondani, pon-
tosan mely targyakra gondolunk. Az egyik lehetdség, hogy kivalasztunk egy-egy
tetsz8leges reprezentanst a parhuzamossag minden ekvivalencia-osztalyanak: pél-
daul egy bizonyos ponton dtmend egyenesek. Néhany egyenesre tehat igaz volna,
hogy azonosak sajat irinyukkal, néhanyra pedig nem. Felvet8dhet viszont a kér-

19 Frege: Az aritmetika alapjai. 1d. kiad. 90.
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dés, miért éppen azokat a reprezentansokat valasztottuk ki, é&s nem valami mast.
A strukturalista valasz20 szerint ez mindegy, mivel relevans tulajdonsigaik
ugyanazok - értelmetlen az irAnyokr6l mint teljesen meghatarozott targyakrol
beszélni, csupan bizonyos tulajdonsagok hordozédiként hivatkozhatunk rajuk. A
Frege altal javasolt megoldas ezt az dnkényt kiiszoboli ki: az a4 egyenes irdnya
legyen a ,pirhuzamos az a egyenessel” fogalom terjedelmével azonositva, vagyis
az ekvivalencia-osztaly egészével. Ekkor az irAnyok egymassal pirhuzamos egye-
nesek halmazai lesznek. E megoldas a geometridban alkalmazhato, a szimokra
azonban nem - az 6sszes 3 elem( halmaz halmaza nem értelmezhetd.

A Julius Caesar-probléma tehat azt fejezi ki, hogy a kontextualis definici6val
még nem rogzitettiik elégségesen a definialt targyak jeloletét. Mégis, a szamossa-
gok esetében a kontextualis definicié kozponti jelent8ségli: mint a bevezetésben
irtuk, az algebra alaptételei a Hume-elvbél levezethet&ek; lényegében mindazt,
amit a szamokrél tudunk, a Hume-elvbél tudjuk. Amikor tehat tovabbi defini-
ci6t keresiink, akkor azt nem a kontextualis helyett, hanem annak alatdmasztisa
érdekében tessziik. A terjedelmeken alapulé szamdefinicié megadasakor azon-
ban Frege egy masik kontextualis definiciora hivatkozik, s ily modon csak gor-
getl maga el8tt a problémat.

3.1. A Julius Caesar-probléma az V. axidéma kapcsan

Az V. axiébma formailag szintén egy kontextualis definici6. Nem fogalmak
terjedelmét, hanem altalainosabban, fiiggvények értékmenetét hatirozza meg,
ami a fliggvény targyiasitasa. A fogalmak olyan specialis fliggvényként vannak
értelmezve, melyek egy individuum-valtozéhoz egy igazsagértéket rendelnek, s
ennek értékmenete a fogalom terjedelmének felel meg. Altalanosabban, tSbbvél-
tozos fliggvények esetén az értékmenet a hozzarendelési szabalyt testesiti meg.
Egy F fliiggvény értékmenetét x/\Fx jel6li, s két fiiggvény értékmenete akkor azo-
nos az V. axiéma szerint, ha minden behelyettesitésre azonos értéket adnak:

aNFx= xNGx>Vx Fx)=G(x)

Lattuk, hogy a kontextualis definicioban szerepld relaciénak sziikségképpen
ekvivalencia-relicionak kell lennie. Ez a kovetelmény mar elégségesnek tlinhet:
minden ekvivalencia-osztalyra valasszunk ki egy tetszGleges elemet, és legyen az
osztaly minden & elemére D(a) ezzel a kitiintetett elemmel azonos. Eszerint tehat
az értékmenetek is definialhatok lennének, a gond csak abbdl fakadhatna, hogy
a definicibé nem egyértelmd. A gondolatmenet hibas volta abbél kévetkezik, hogy
nem tiltottuk meg, hogy a definiciéban szerepld 4 definialasa soran felhasznal-
juk D(a)-t. Emiatt a hozzarendelés még gy sem létezik feltétlentil, ha ekvivalen-
cia-relacionk volt, mivel D(a)-t 6nmaga felhasznalasaval definialtuk.

Esetiinkben D(A) az A fogalom terjedelmét jeloli. A Russell-paradoxonban
az a K szerepel, amely azon D(A) tirgyak tulajdonsiga, melyekre A nem igaz
D(A)-ra. A definicidban azonban A helyére K-t is helyettesithetnénk. Russellnél

20 Részletesebben lasd az 5. részben.



a ,icious circle principle” éppen az ebbdl fakadé ellentmondasokat hivatott kikii-
szobolni. Impredikativnak nevez egy olyan definicidt, amely egy &t magit is
elemként tartalmazo tartomany folott definial. Russell tipuselméletének £8 célja
az ilyen definicidk kikiiszobolése, amirdl a 2. alrészben ejtiink néhany szot.

Visszatérve Fregéhez, a Julius Caesar-probléma az V. axiéma kapcsan is
felvethetd. Frege ezt a Graundgeseize 1. kotetének 10. §-aban vizsgalja is, valodi
megoldast azonban nem sikeriil adnia.2! Kérdés, hogy miként tudjuk megkiilén-
boztetni az értékmeneteket més targyaktol. A Frege altal vizsgalt konkrét kérdés:
a két igazsagérték, az ,igaz” és a ,hamis” kitlintetett objektumokként szerepel-
nek a rendszerben - hogyan tudjuk eldonteni, hogy &k értékmenetek vagy sem?

Frege megoldasi stratégidjanak lényege: a kiillonbségtételt kertiljiik ki azaltal,
hogy mindent értékmenetként kezeliink. Az V. axiémaval 8sszhangban megen-
gedhetd, hogy az ,igaz” és a ,hamis” tetsz8leges fiiggvény értékmenetével azo-
nositva legyenek. A legtermészetesebb megoldas, ha az igazat azon fiiggvény
érttkmenetével azonositjuk, mely egy allitashoz az igazsagértékét rendeli hozza;
a hamisat pedig azzal, mely a tagadasat.

Ezzel a konkrét esetet megoldottuk. Mit mondhatunk altalaban? Célszer(
lenne minden objektumot értékmenetként kezelni: minden targy legyen azon
fogalom terjedelmével azonositva, amely ald 8 és csak & esik. Ez egyedi targyak-
nal gond nélkiil megtehet8 - fogalmak esetén azonban nem végezhetd el. Esze-
rint az ,ember” fogalom terjedelmét azonositani kellene ,,az ember fogalom
terjedelmével azonosnak lenni” fogalom terjedelmével - ez azonban képtelen-
ség. Hiszen az ,ember” fogalom terjedelmébe rengetegen tartoznak, mig az
utobbi terjedelem egyetlen objektumot foglal magaba.

Azt kellene tehit gondolnunk, hogy azon objektumokat, amelyek nem
eleve értékmenetként adottak, azonositsuk az ket leir6d fogalom értékmenetével.
Ez azonban Frege rendszerében nem kivitelezhetd: ekkor a definialds modjat a
dolog egy tulajdonsiginak tekintenénk. Mint fentebb emlitettiik, ez lehetetlen:
a definicid pusztan egy jel jeloletét rogzitheti.

Felmeril természetesen a kérdés, hogy amennyiben az V. axiéma éppen
olyan fogyatékossagokkal rendelkezd definicid, mint a Hume-elv - raadasul
rossz definici6 -, akkor mégis mi sziikség volt ra? Miért nem maradt meg Frege
a Hume-elvnél? Ennek oka az, hogy Frege az V. axiémat nem kontextualis defi-
niciénak tekintette - hanem alapvetd logikai igazsignak. Valédi axiémanak,
olyan értelemben, mint a geometria euklidészi axiémai. A fogalmak és értékme-
netek adottak szimunkra: az axiéma ezeknek rogziti egy egyszer(i tulajdonsa-
gat. Ahogy a Grundgeseize 1. kotetének bevezetSjében fogalmaz: ,,[...] mivel ezt
igy talin még nem fogalmaztik meg a logikusok, noha mikor pl. a fogalmak
terjedelmérdl beszélnek, eszerint gondolkodnak. En ezt tiszta logikai torvény-
nek tartom. Mindenesetre ez az a hely, ahol dénteni kell.”22

21 Ay itt kovetkezd elemzés Heck idézett tanulményanak nyomdokain halad.
22 Frege: Logikai vizsgdlédasok. 1d. kiad. 149.
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3.2. Az V. axi6éma utan

Az ellentmondasok kikertilésének érdekében Russell és Whitehead a Prin-
cipia Mathematicdban a ,vicious circle principle” szellemében eljarva megtiltjak a
korlatlan hatokérd kvantifikaciot. Ennek eszkdze egy tipuselmélet bevezetése,
ahol az objektumok hierarchikus struktriba vannak rendezve. Az alapvetd
objektumokbél kiindulva, a soron kovetkezd tipus fogalmai az alatta levSk
segitségével definialhatok, és csak az alacsonyabb szintek felett tudunk kvanti-
fikalni. Ily médon kikertilhetd, hogy fogalmak 6nmagukra hivatkozva legyenek
meghatarozva. Ez a megkozelités sem tudta kielégiteni a logicizmus eredeti elva-
rasait, olyan, logikan kiviili el8feltevései miatt, mint a végtelenségi és a reduci-
bilitasi axiéma.

A Zermelo- és Fraenkel-féle halmazelmélet a Russell-paradoxon okozta
ellentmondast azzal kiisz6boli ki, hogy nem lehet minden terjedelmet individua-
lizalni. Az individualizalt terjedelmek lesznek a halmazok. Az axiémak bizonyos
konstrukcids 1épések és miveletek, melyek segitségével meglévd halmazokboél
allithatunk el8 Gjakat. Lesznek azonban olyan fogalmak, melyeknek nem felel-
tethetd meg halmaz, az ilyeneket valédi osztilyoknak hivjuk, ilyen példaul az
Osszes halmaz osztalya. Halmazok lehetnek mas halmazok és osztalyok elemet,
a valodi osztalyok esetében azonban ez nem lehetséges.

Fontos kiemelniink, hogy a szamossagok a halmazelméletben 1s a Hume-
elvvel vannak jellemezve. Val6jaban nem is hasznalunk fel beldliik tobbet, mint
amit a Hume-elv mond: tovabbi definiciéra - Frege gondolkodasdhoz hason-
l6an - csupan a kontextuilis definici6 megalapozisa miatt van sziikség. Egye-
nesek iranyanak definialasihoz lehetséges volt egy kitiintetett ponton athalado
egyeneseket valasztani. Neumann Janos nyomdokain haladva a halmazelmélet
szamossag-definicidja is ilyen: minden ekvivalencia-osztalybol kivalasztunk egy
konkrét halmazt, és az lesz az osztily elemeinek szdmossagival azonositva.
Ekkor a természetes szamok a

0, {0}, {0,{0}}, {0, {0}, {D,{D}}}, ..

halmazok lesznek. Az ezzel kapcsolatban felmeriil§ problémékat az 5. részben
targyaljuk.

4. Megoldasi kisérletek a Julius Caesar-
problémara

A kovetkez8kben azokat a megoldasi kisérleteket vessziik sorra, amelyek
szerint Fregének meg kellett és lehetett volna allnia a Hume-elvnél, méghozza
ugy, hogy a Julius Caesar-probléma sem okozott volna neki gondot. Pusztan a
Hume-elv felhasznalasaval probaljak tehat a szamokat vilagosan elhatarolni az
Osszes tobbi objektumtdl. Ez alatt azt értjiik, hogy valamilyen megfoghat6 és
ellend8rizhetd kritériumunk van arra, mi szimit szimnak, és mi nem.

A hétkoznapi nyelvhasznalatban tobbféle értelemben talalkozhatunk a sza-
mokkal. Vannak egyrészt olyan allitasaink, hogy ,2 + 2 = 47, masrészt olyanok,
hogy ,Az asztalon két kavics van”. Az elébbi az aritmetikai allitasokat jelenti,



az utdbbi pedig a szimok szdmlalasra valé alkalmazhatosagat. Mint lattuk, sza-
mossagot nem egyes targyakhoz, hanem fogalmak terjedelméhez rendeltiink, a
masodik példamondatot tehat igy kellene precizen mondani: ,,»az asztalon 1évé
kavics« predikatum két targyra igaz”, vagy ,»az asztalon lévd kavics« predika-
tumhoz hozzatartozik a 2 szam”.

Lényeges kiilonbség all fenn az aritmetikai allitasok és a szamossagokra
vonatkozé allitasok nyelvtani szerkezete kozétt. A masodik példamondatban
valamirdl azt allitjuk, hogy ,,a 2 szdm tartozik hozza”, az elsében pedig a 2 mint
targy jelenik meg. Melyiket kell marmost az els6dleges hasznalatnak tartanunk?

Gondolhatjuk egyrészt azt, hogy a 2 egy targy, és a masodik mondat egy
fogalom és e targy kozotti relaciot fejez ki. Masrészt elképzelhetd, hogy a 2 valo-
jaban ,a 2 szidm tartozik hozz4” masodrendd predikitum roviditése, és ,2 + 2
= 4” az alabbi, igen kérillményes mondat helyett all: ,ha az F fogalomhoz és a
G fogalomhoz is a 2 szim tartozik, és semmilyen x-re nem teljestilhet egyszerre
F é&s G, akkor az FvG fogalomhoz a 4 szadm tartozik”. Ez esetben a szamok csak
latszolag lennének targyak, de minden ilyen eléfordulasuk kikiiszobolhetd.

4.1. A szamok, ha predikatumok

Vizsgiljuk meg el8szor azt a kérdést, értelmezhetSk-e a szdmok egyszertien
masodrendd predikatumokként. A Grundlagen 55. §-aban, a szamok elsé definia-
lasi kisérletében Frege a szamokat latszolag ilyen értelemben prébalja bevezetni.

Egy F fogalomhoz akkor tartozik a 0 szam, ha semmilyen a-ra nem igaz Fa.
Az 1 akkor tartozik F-hez, ha létezik olyan 4, melyre Fa, és amennyiben az a és
b targyakra mind Fa, mind Fb teljesil; igy a és & azonosak. Ezutan kézenfek-
vBnek tlinik az alabbi definicié: Frhez az n + 1 szam tartozik, ha van olyan a4,
melyre Fa, és az ,F ala esik, de nem 4” fogalomhoz az 7 szam tartozik.

Mégis, noha ,ezek a megoldasok olyan magatdl ért6ddnek tlinnek eddigi
eredményeink alapjén”,23 az 56. §ban szamos, elsé latdsra homalyos probléma
mertl fel.

»|--] szigortan véve az »az F fogalomhoz az n szdm tartozik« kifejezés értelme
éppligy ismeretlen szimunkra, mint azé, hogy »az F fogalomhoz az n + 1 szam
tartozik«. Azt ugyan ennek és az utolsé definicidonak segitségével meg tudjuk
mondani, mint jelent

»az F fogalomhoz az 1 + 1 szam tartozike,

azutan, ezt felhasznalva, meg tudjuk adni annak a kifejezésnek az értelmét,
hogy

»az F fogalomhoz az 1 + 1 + 1 szam tartozik«

stb.; de - hogy kirivé példat adjunk - azt definiciok alapjin soha nem fogjuk
tudni eldonteni, hogy egy fogalomhoz a Julius Caesar szim tartozik-e, hogy
Gallianak ez az ismert hoditoja szam-e, avagy nem. Meghatarozasi kisérletiink
alapjan azt sem tudjuk bizonyitani, hogy ha az F fogalomhoz az 4 szdm tar-
tozik, és ugyancsak hozz4 tartozik a & szam, akkor fenn kell alljon a = & Ezért
nem volna igazolhaté az a kifejezés, hogy »azon szam, mely az F fogalomhoz

23 Frege: Az aritmetika alapjai. 1d. kiad. 81.
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tartozike, kovetkeztetésképp altaldban lehetetlen volna igazolni a szdmok
kozotti egyenl8séget, mivel egyaltalin nem tudnink megragadni egy megha-
tarozott szamot. Csupan latszat, hogy amit meghataroztunk, az a 0 és az 1;
val6jiban csak a

»hozza tartozik a 0 szam«

»hozza tartozik az 1 szdm«

szofordulatok értelmét adtuk meg; de az nem megengedett, hogy ezeken beliil
a 0-t és az l-et mint 6n4lld, Gjra felismerhetd targyat kiildnboztessiik meg.”24

Dummett értelmezése?? szerint itt egy blivészmutatvannyal allunk szemben.
Frege a szdmokat mint masodrendd predikitumokat definilja, majd arra a
konklaziora jut, hogy ez kivitelezhetetlen: a szamoknak objektumoknak kell
lenniiik. E kovetkeztetés azonban teljességgel megalapozatlan: a Frege altal fel-
hozott érvek kénnyen kikiiszobolhet8k, illetve értelmetlenek. A legtébb, ami
szerinte az 55-61. §ban torténik, hogy megcafolja a leggyakoribb ellenérveket
a szamok objektum-voltat illeten: nem hordoz ellentmondast az, hogy a sza-
mokrél nincsen semmilyen (képszerd) képzetiink vagy szemléletiink, illetve
hogy nincsenek sehol.

Ezzel szemben Dummett kimutatja, hogy harmadrend{ nyelvet hasznalva
igenis adhaté egy konzisztens értelmezése a szam-predikatumoknak. Az n + 1
definialasat tehat a kovetkezd modon kell értentink: a harmadrend(l nyelven
megfogalmazhaté, hogy egy méasodrendd P predikitum rakévetkezdje P', ami
akkor igaz egy F fogalomra, ha van olyan 4, melyre Fa, és P igaz az ,F ala esik,
de nem 4” fogalomra. A Hume-elvet szintén érthetjiik igy, hogy csak szamos-
sag-predikatumok azonossagi kritériumat rogziti. Ezt hasznalva mar azt is el
tudjuk donteni, hogy egy masodrend(i P predikdtum mikor szamossag. Akkor,
ha van olyan F fogalom, amelyre P azonos terjedelm( az ,,F-fel azonos szimos-
sagti” predikdtummal.

A problémat Dummett abban latja, hogy ha Frege ezt az utat valasztotta
volna, akkor az aritmetika megalapozasihoz empirikus tudast kellett volna
vegyitenie. Mi a helyzet ugyanis akkor, ha 6sszesen 100 targy van a viligon? A
whozzatartozik a 100 szam” masodrend(i predikatum arra a predikatumra lesz
igaz, melynek terjedelme a teljes univerzum. Ennek azonban nem volna rakovet-
kezd8je, mivel a ,,hozzatartozik a 101 szdm” terjedelme iires. Itt Dummett téved,
noha tévedése nem lényeges: attdl még, hogy a terjedelme {ires, ez egy jol defi-
nialt predikitum marad. A probléma abban all - amint Heck ramutat -, hogy
mind a ,hozzatartozik a 101 szam”, mind a ,hozzatartozik a 102 szam” iires,
tehat azonos terjedelmd predikatum.26 fgy a 100-nak és a 101-nek ugyanaz a
rakdvetkezdje, ami ellentmondas. Nem tudjuk tehat tisztin logikai Gton bizo-
nyitani, hogy végtelen sok kiilonb6z8 szamossag-predikitum lenne, ehhez egy
végtelenségi axiomara lenne sziikségiink, amely Russellnél is talalhato.

24 Yo,

25 Dummett, Michael: Frege: Philosophy of Mathematics. Duckworth, London, 1992.
Lasd a 9. fejezetet.

26 1¢¢ hallgatélagosan kihasznaljuk az V. axiémat: két predikatum terjedelme azo-
nos, ha ugyanazokban az esetekben igazak.



Dummett felépit tehat egy szép konstrukciét, amit rekonstrukcioként allit
be, és utdna rogvest le is rombolja azt. Fregénél azonban valdjaban fel sem
meriil, hogy a szdmoknak masodrendd predikitumoknak kellene lenniiik.
Frege nem bivészkedik, hanem eleve azzal az elSfeltevéssel fog a szimok meg-
hatarozasaba, hogy objektumok. Objektum alatt Fregénél elsésorban nyelvtani
szerepre kell gondolni: amikor gy beszéliink rola, hogy ,az 17, maris objek-
tumkeént tételezzitk. Még ha a ,2 + 2 = 4” allitast fel is tudtuk irni predikatu-
mokkal, nehéz ugyanezt elképzelni arra, hogy ,2x2=4", vagy hogy ,2:2=1". A
legkomolyabb problémat azonban az olyan mondatok jelentik, mint ,a 4-nél
kisebb szamok szama 4”. Ha ugyanis a szamossag masodrendd predikatum,
akkor ,a 4-nél kisebb szamok” egy fogalom, amely ald objektumok tartoznak.
Magukat a szdmokat is szamlaljuk, és enélkiil nemcsak hogy nem tudnink a
szamsor végtelenségét biztositani, de a matematika mellett hétkéznapi beszé-
diink is ellehetetlenedne. Amikor ugyanis gy szdmoljuk meg az elSttiink 1év8
targyakat, hogy ,egy, kett8, harom, négy”, akkor egy kolcsondsen egyértelmd
hozzarendelést teremtiink a targyak és az {1, 2, 3, 4} halmaz kozétt.

Ha az ,Fhez az n szam tartozik” mint masodrend(i predikitum megbont-
hatatlan egységet alkotna, akkor a Julius Caesar-probléma nem meriilhetne fel,
és joggal intézhetné el Dummett azzal, hogy ,notoriously inept words™?7 az elétte
szerepl8 érv ismétlésére, emellett a szimegyenl@ségre vonatkozo kérdés is értel-
metlen volna.

Azonban ,,abban a mondatban, hogy »az F fogalomhoz a 0 szam tartozike,
a 0 csak egy része az allitmanynak”.28 Vagyis az ,F-hez az n szam tartozik” egy
relaciot fejez ki az F fogalom és az # targy kozott, jeloljik p(F,z)-nel. Megtud-
juk, hogy mely fogalmak allnak p relaciobana 0, 1,1+ 1, 1+ 1 + 1, ... nev( tar-
gyakkal. Ezaltal azonban nem adtuk meg p teljes leirasat: nem tudtuk meg, hogy
mely targyak allhatnak egyaltalan ilyen relacidban, tovabba azt sem, hogy mi a
helyzet Julius Caesarral. Nem zartuk ki azt, hogy Gallidnak ez az ismert hodité-
ja azonos legyen példaul az ,1 + 1+ 17 szammal. De még ha nem azonos is,
akkor is lehet, hogy valamely F fogalomra p(F,1 + 1 + 1) és p(FJulius Caesar)
egyarant teljesil.

4.2. Azonossag-kritériumok

Ha a szamokat objektumokként is értelmezziik, kézenfekvd feltevés, hogy
az objektumok kiilonb6z8, egymastdl elhatarolhatd osztilyokba tartoznak.
Amennyiben a 0 szim és Julius Caesar kiilonb6z8 tipusa objektum, értelmetlen
az azonossagukra rakérdezni, s eziltal a probléma megoldottnak tekinthets. A
metafizikai kijelentések értelmetlenségét alitdmasztandd Carnap ismert példa-

jat idézziik: ,Caesar egy primszam”.2? Elemzése szerint ez a kijelentés ugyan

27 Dummett: i. m. 101,
28 Frege: Az aritmetika alapjai. 1d. kiad. 82.

? Lasd Carnap, Rudolf: A metafizika kikiiszobolése a nyelv logikai elemzésén
keresztiil. In Forrai Gabor - Szegedi Péter (szerk.): Tudomdnyfilozdfia szoveggydjtemény.
Aron Kiadé, Budapest, 1999, 9-25.
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nyelvtani forméjat tekintve helyes, mégis értelmetlen latszatallitas: a primszam-
sag olyan tulajdonsag, amelyet nem allithatunk emberekrdl. Carnap szerint egy
helyesen felépitett nyelvnek a latszatallitasokat mar a nyelvtan szintjén ki kellene
kiiszobolnie: kiilon szintaktikai kateg6ridban volnanak a ,targyak, a targyak tulaj-
donsagai, a targyak viszonyai, szamok, szamok tulajdonsagai, a szamok viszonyai,
és hasonlok”.

Benacerraf szerint30 x = y megkérdezésének csak akkor van értelme, ha van
valamilyen kozos kontextusa e két objektumnak: 1étezik egy olyan C tipus vagy
kategoria, amelybe mindketten beletartoznak, s igy mint ugyanazokat a C-ket
azonosithatjuk Sket. Igy ha x és y mindketten emberek, megkérdezhetjiik, hogy
ugyanazok az emberek-e; ha x és y mindketten szamok, akkor felvethetd, hogy
azonos szamok-e. Egy osztaly esetén rendelkeziink az azonossag felismerése
iltal igényelt megfeleld kritériumokkal, emberek esetében ezek bizonyos tulaj-
donsagok, szimok esetében pedig a szamelméleti jellemz8k. Ha azonban arra
kérdeziink r4, hogy x és y ugyanazok az entitasok-e, nem tudunk olyan kritériu-
mokat megadni, amelyek az azonossag kérdésében dontenének. Tudjuk, hogy
0 # 3, mivel vannak kritériumaink annak eldontésére, hogy ezek kiillonboz8 sza-
mok. Tudjuk, hogy Augustus # Julius Caesar, mivel meg tudjuk indokolni, miért
kiildnb6z8 emberek. De mit érthetiink az alatt a kérdés alatt, hogy 0 = julius
Caesar? Nem tudunk olyan feltételeket meghatarozni, amelyek kielégitése mel-
lett ezt igaznak, illetve hamisnak fogadhatnank el. S8t, ha meg is tudnank vala-
szolni a kérdést, nem jutnank altala 0j ismeretek birtokaba, sem a szaimokat, sem
a romai torténelemet illetSen.

Természetesen ezzel az allasponttal szemben ugyanutgy felvethetd a Julius
Caesar-probléma. A kérdés ekkor nem az, hogy a 0 = Julius Caesar 4llitas igaz-e,
hanem az, hogy értelmes-e. Ha tehat az azonossag kérdése csak bizonyos kategd-
ridkon beliil fogalmazhaté meg, miként tudjuk eldénteni, hogy két dolog azonos
kategbriabadl tartozik-e? Az univerzalisan értelmezhetd azonossagrelaciot tehat
elvetettiik, helyébe azonban egy masik, hasonldéan altalanos relacié lépett. Egy
adott x objektum és C kategéria esetén el kell tudnunk dénteni, hogy x a C kate-
gbriaba tartozik-e, illetve azt, hogy tetsz8leges x és y esetén van-e olyan kategéria,
mely mindkettdjiiket tartalmazza. A Hume-elv akkor lenne j6 definicidja a sz&-
moknak, ha le tudnank vezetni bel8le a 0 = Julius Caesar kérdés értelmetlenségét.

Egy ilyen levezetésre tett kisérletet Wright és Hale,32 akik a szamokat a
Hume-elv alapjan vezetik be, és a fenti gondolatmenet olyan rekonstrukcidjat
probaljak adni, amelyben a Julius Caesar-probléma megoldhat6. Ezt kévetéen
Stirton33 nyoman a rekonstrukcié tarthatatlansdgara mutatunk ra.

30 Lasd Benacerraf, Paul: Amik a szimok nem lehetnek. Ford. Farkas Gyorgy. In

Csaba Ferenc (szerk.): A matematika filozéfidja a 21. szdzad kiiszobén. 1d. kiad. 165-197.
A kategériat itt természetesen a sz6 ,hétkdznapi”, nem pedig kategbriaelméleti

értelmében hasznaljuk.

32 Hale,R. L. V. - Wright, C. J. G.: Implicit definition and the a priori. In Borghos-

sian, P. - Peackocke, C. (eds.): New Essays On the A Priori. Clarendon, Oxford, 2000,

286-319.

33 Stirton, William: Caesar Invictus. Philosophia Mathematica, 2003/11, 285-303.



Vannak a létez8k bizonyos osztalyai, s mindegyik osztalyhoz tartozik egy
azonossag-kritérium. Ha x és y a C osztalyba tartoznak, akkor

X=y<<>xeqe)y

ahol eqc a C osztalyhoz tartozd azonossag-kritérium. Két ember esetén eqpe,
valamilyen, csak az emberekre jellemz8 kritérium, példaul ujjlenyomat vagy
barmi mas.

Szamok esetén a Hume-elv segitségével hatirozzuk meg az azonossag-krité-
riumot: Fx=Gx jelolje azt, hogy az Fx és Gx fogalmak terjedelme kolcsondsen egy-
értelm( megfeleltetésbe allithato. Legyen Nx:Fx az Fx fogalomhoz tartozd sza-
mossag. Ekkor, ha 4 és & mindketten szamok, gy 4 equum & legyen a kovetkezd:

(1) VFVG((a=Nx:Fxn b=Nx:Gx) — Fx=GXx)

vagyis tetszGleges F és G fogalmakra, ha @ az F-hez tartozo és b a G-hez tartozd
szamossag, akkor F-hez és G-hez ugyanaz a szdmossag tartozik.

Ezen azonossag-kritérium alapjan szeretnék a szdmok N kategoriajat defi-
nialni. A szdmok azon objektumok, amelyek koziil barmely kettd pontosan
akkor egyenld, ha equym szerint egyenl8k, vagyis:

(2) VaVb((ae NA be N) <> (a=b <& a equum b)

Ugyanez igaz a tobbi kategériara is: azon objektumokbdl allnak, amelyek
azonossaga ekvivalens azzal, hogy teljesiil rajuk az illet8 kategéridhoz tartozo
azonossag-kritérium.

0 = Julius Caesar akkor lehetséges, ha van olyan k6z8s kategdria, amelybe a
szamok és az emberek is beletartoznak.3% Ekkor levezethetd lenne az, hogy

(ﬂ €qPers b) g (ﬂ €dNum b)

ami ellentmondast jelent: nem gondolhat6, hogy az emberek azonossaganak és
a szamossagok azonossaganak éppen ugyanaz lehetne a kritériuma.

Stirton azonban megmutatja, hogy a levezetés hibas. A hiba forrasa a (2)-ben
szerepld <. Milyen ekvivalenciat fejezhet ez ki? Nem lehet egyszer(i materialis
bikondicionalis: tekintsiink olyan a-t, ami biztosan nem egy szim. Ekkor (2)-ben
a = a teljestil. Teljestil viszont a equum 4 is az (1) definicié alapjan. Minthogy a4
nem szamossag, ezért minden F és G fogalom esetén a = Nx:FxAa = Ne:Gx hamis,
és hamis feltétel esetén igaz a kondicionélis. Tehat (2)-ben a bal oldal igaz a-ra, s
igy a jobb oldalnak is igaznak kell lennie: € N, ami ellentmond a feltevéstinknek.

< tehat nem értelmezhetd pusztin a valtozok jeldlete alapjan: figyelembe
kell venni a jelentéseket is. A modalis logikai értelemben vett szigora kondicio-
nalis sem elég azonban: 4 = a4 sziikségszer(ien igaz, és ha 4 nem szam, akkor a
eqnum 4 18 szlikségszer(i igazsagnak tekinthetS. Ehhez hasold6 moédon kellene

34 Weright és Hale itt egy olyan feltevést hasznal, mely szerint a kategoridk nem
metszhetik egymast: vagy diszjunktak, vagy az egyik tartalmazza a masikat. Felte-
vésiik valéjaban kicsit bonyolultabb: vannak a dolgoknak fajtai (Sor?), s léteznek
egyértelmd maximalis kategdridk, amelyeknek a fajtak ald vannak rendelve. Fogad-
juk el ezt az el8feltevést - latni fogjuk, hogy nem ezen fordul meg az érvelés.
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probalkozni: ,,P < 0 jelentse azt, hogy P-nek és Q-nak sziikségszertien azonos az
igazsagértéke, és ha P igaz, akkor kozvetleniil Q igazsiga révén igaz”. Azon til,
hogy az itt szerepld fogalmak alapos tisztdzasra szorulnak, Stirton kimutatja,
hogy az ilyen jellegli meghatirozasok nem miikddhetnek: lehet olyan példakat
konstrualni, amelyekben a valtozok jelolete azonos, jelentésiik azonban kiilon-
boz8, s ennek kovetkeztében az egyik valtozopar helyettesitésekor a€ N jonne,
mig az azonos jeldlet ¢ esetén cg N adddna.

Stirton ennek kikertilésére azt javasolja, hogy modositsuk a szimossag-azo-
nossag (1) definicidjat gy, hogy csak olyan a-kra és b-kre legyen azonos a sza-
mossag, amelyek valamely fogalom szamossagaként allnak eld:

3F (a=Nx:Fx) A 3G (b=Nx:Gx)
A VEV G((a=Nx:Fxn b=Nx:Gx) — Fx=Gx)

Ha most (2)-ben (1) helyett ezt a definiciét hasznaljuk, a fenti ellenvetések
kikertilhet8k. Szembe kell nézni azonban egy sokkal komolyabb probléméval:
ez a definici6, mely kiindulépontul szolgilna a Julius Caesar-probléma megol-
dasdhoz, mar eleve feltételezi a probléma megoldasat! Hiszen szamok alatt
éppen azokat az a-kat értettiik, amelyekre IF (4 = Nx:Fx). Ahhoz tehat, hogy
meg tudjuk hatirozni a equum & igazsagat, mar eleve feltétezniink kell, hogy
tudjuk, « és & szamok-e.

Ezek és a hasonl6 gondolatmenetek mind kérben forognak: voltaképpen
mindig feltételeznek egy elSzetes tudast arrdl, hogy mik a szamok, és ezt a
tudast probaljak elleplezni valamilyen mas fogalmak mogé.

4.3. A szamok 6nallo kategoriaja

A Hume-elv alapjan nem sikertilt elhatarolni a szimok kategoriajat a tobbi-
t6l. Az sem nyilvanvald azonban, hogy egyaltalin megtehetS-e egy ilyen elhatiro-
las. A szamok ugyanis atlépnek a kategoriak hatarain: ugyantgy tudunk dolgokat,
tulajdonsagokat, szamokat, viszonyokat és hasonlékat szamolni. A nehézségek itt
is - csakagy, mint a szamok predikatumkeént valé értelmezésekor - abbdl szar-
maznak, hogy magukat a szimokat is meg akarjuk szimolni. Az alabbiakban
megvizsgalunk egy megoldasi kisérletet erre a problémara, majd amellett érve-
link, hogy Frege szimara egy ilyen tipusd megoldas elfogadhatatlan.

Heck3> nyoman induljunk ki az ,egyszeri” objektumokbol, mint az embe-
rek, fak, kovek és folyok. Vegyiik a Hume-elv alapjan hozzijuk tartozd szamokat.
Kérdés, hogy mit tesziink, amikor ezeket megszamoljuk. Heck elsd javaslata sze-
rint ezekre is értelmezve kell hogy legyen a Hume-elv egy valtozata (két, szimo-
kon értelmezett predikitum azonos szdmossagli, ha kolcsondsen egyértelmd
megfeleltetés tehetd az alajuk tartozo szamok kozott). A szamok szamaira azon-
ban mar masodik szintd szdmokat kell bevezetniink, amelyekre ismét érvényes
kell hogy legyen egy Hume-elv, és igy tovabb, végtelen sok kiilonb6zd szinten

35 Heck, Richard G. Jr.: The Julius Caesar Objection. In R. Heck (ed.): Language,
Thought, and Logic: Essays in Honour of Michael Dummett. Oxford UP, New York -
Oxford, 1997, 273-308.



lesznek a szdmaink. Ekkor persze nem irhatjuk egyszer(ien azt, hogy 9, hanem
jelolntink kell, melyik szinten 4ll szAmunk: 9,, és ugyanigy a szimossag és a sz4-
mossag-egyenl8ség fogalmait is indexekkel kell ellitnunk.

Ekkor ez a mondat: ,,Az 5-nél nagyobb, de 15-nél kisebb szimok szaima 9”
helyesen igy irhato fel: ,Az 5,-nél nagyobb, de 15,-nél kisebb szdimok szama 9,,,”
valamilyen 7 esetén. Az aritmetikai allitasoknak tehat egy jo része atirhato ilyen
formaba, még ha ez elég koriilményes is. Nem tudjuk azonban leirni, mi a kap-
csolat 9, és 9, kozott. Ebbdl kovetkezden lesznek olyan esetek, ahol az atiras nem
végezhet§ el: ,A {3,4,5} halmaz szimossiga a halmaz egyik elemével egyenls”. Ez
egy értelmes és igaz allitas, ezen a nyelven mégsem formalizalhaté: a halmaz sza-
mossagaként fellépd 3 eggyel magasabb szinten szerepel, mint a halmaz eleme-
ként szerepld 3.

Lehetetlen tovibba a tirgyak megszdmlalasa is a hétkdznapi értelemben,
mivel nem jol formalt az a mondat, hogy ,Nerdig a rémai csaszarok szdma
ugyanannyi, mint a 6-nal kisebb szdimok szama”. E problémik megoldasira
vezeti be Heck 0j rendszerét, amit két osztdlyi fregei aritmetikdnak (2FA) nevez el.
Ebben csupan két osztaly van: az egyszer(i objektumoké és a szamoké. A sza-
mok szdmai ugyanabba az osztalyba tartoznak, mint maguk a szamok. Ebben
a nyelvben hirom véltozata van a Hume-elvnek: el8szor is a szokasos, amely
két, egyszer(i objektumokon értelmezett predikitum szdmossaganak azonossa-
gat rogziti. Van tovabbi az, amely két, szimossagokon értelmezett predikatum
szamossaganak azonossagardl szol, s végiil amely egy szamossagokon és egy egy-
szerd objektumokon értelmezett predikatum szamossiganak egyenl8ségét rogziti.
Ertelemszerien mindegyik a kélcsénosen egyértelmi megfeleltetést hasznalja.
Ebben a rendszerben megoldédnak a fenti problémak, és az aritmetika szoka-
sos axiomai levezethetSk lesznek.

E gondolatmenetet tovabbvivendd, Heck kiterjeszti azt tetsz8leges dolgok
szamlalasara. Javaslata szerint semmi akadilya annak, hogy fogalmakat vagy
relacidkat is szamolni tudjunk. A Hume-elv tovabbi valtozatait kell felhasznal-
nunk, amelyekkel barmely két kiillénbozé tipust dolog f6l6tti predikatum sza-
mossaganak azonossaga leirhatéd (pl. fiiggvények és szdmok szdmanak azonos-
saga). A Hume-elv egy altalanos séma lenne, melynek alapjan ilyen szabalyokat
képezhetiink.

Carnap szamara egy ilyen meghatarozas valdszintleg kielégitd lett volna:
megoldja azt a problémat, hogy a szamolas kategériakon ativel§ modon alkal-
mazhaté. Frege szempontjabol azonban Heck utébbi kitétele feleslegesnek tiinik,
s ez egy lényeges pontra mutat rd. Az V. axiébma ugyanis éppen arrdl szol, hogy
a fogalmak és a relaciok is targyként kezelhetSk, és ekkor a leirt 2FA rendszer-
ben mar meg tudjuk szimolni Sket. FélrevezetS tehat az a kép, amelyet Heck
probal adni az egyszerd objektumokrdl, miszerint ezek valamilyen konkrét,
tapasztalatban adott targyak lennének. Nemcsak egyes emberek szerepelnek
ugyanis kozottiik, hanem az ,x ember” fogalomterjedelme is, az igaz és hamis
igazsagértékek, és még megszamlalhatatlan sok minden.

A Russell-paradoxon miatt természetesen nem tarthat6 konzisztensen az
az allaspont, hogy minden fogalom targyiasithatéd. Igy nem is szdmolhatunk
meg minden fogalmat targyként; de ha Frege naiv halmazelmélete helyett pl. a
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Zermelo-Fraenkel-féle halmazelméletet fogadjuk el, akkor mondhatjuk azt,
hogy minden ,értelmes” fogalom targyiasithatd, csak az olyanok nem, mint
hogy ,x#x”. Tehat ha megmaradunk az egyszer(i targyak és szimok szamlalasa-
nal, akkor nem veszithetiink semmi lényegeset, ezért elegendd az ,egyszer(i”
objektumok és a szamok két osztalyat megtartani.

Kovetkezésképpen, ha olyan sziik értelemben gondolunk az ,egyszerd”
objektumokra, ahogyan Heck, mint térben és id8ben megjelend individualis
dolgokra, akkor talin nem jelent nagy gondot a szdmok és a dolgok egymastol
val6 elhatarolasa. Ekkor azonban adésok maradunk egy teljes tipuselmélet
kidolgozasaval, amely megmagyarizza, mik azok az elsé-, masod-, sokadrend(
fogalmak, relaciok, mi ezek viszonya egymashoz, és amely mindegyiken kiilén
értelmezi a szimolas fogalmat. Ez leginkabb a Russell- és Whitehead-féle tipus-
elméletnek lenne egy olyan modositasa, ahol a szimok egy 6nallé tipust alkot-
nak. Egy ilyen megkozelités elénye lenne, hogy nem kell feltenniink a targyak
végtelen szamardl sz616 axidémat, mint Russelléknek kellett, ugyanis maguk a
szamok 1s szamlalhatéak lesznek.

Akar alkalmazhato ez a szemlélet a tipuselméletre, akar nem, semmikép-
pen sem tekinthetS fregeinus megoldasnak. Frege szamara az objektumok
kozott minden szerepel, a sz6 lehetd legtagabb értelmében - sét, kifejezetten tal
tag értelmében. Nevezhetjiik mindezeket ,egyszer(” objektumoknak - ekkor
azonban a szamok valahogyan az egész vilagon kiviil 4ll6 dolgok lesznek: nem
definialhatok valamilyen fogalom terjedelmeként.

Heck azéltal, hogy a létez8k egy 0j osztalyat definialja, fregei értelemben
kreativ definiciét ad. Mint megjegyzi, ha a 2FA rendszerbdl egyszer(ien kihagy-
nank az egyszer(l objektumokra valé hivatkozasokat, akkor a szimok osztalyat
kapnank, a hozza tartozo, szimokon értelmezett fogalmak terjedelmének azonos
szamossagat leir6 Hume-elvvel. Ebbél le tudjuk vezetni az aritmetika Ssszes axid-
majat. Mégis, fregei értelemben egy ilyen feltevés éppen olyan megalapozott, mint
ha magukat a Peano-axidémakat tételeznénk fel. Nem a megengedett, névadasos
értelemben vett definicié ez, hanem bizonyos kévetelmények felallitasa, melyek
kielégithet8ségére éppligy nincs garancidnk, mint a Peano-axiomak esetén.

Végiil, ha valaki Heck nyomdokain mégis egy tipuselméleti felépités mel-
lett dontene, marad legalabb egy olyan kérdés, amely valoszintileg igen komoly
nehézséget okozna rendszere kidolgozasa soran. Mit jelent pontosan a 2 szdm
a 2FA-ban, abban az allitisban, hogy ,az alapvetd objektumok és a szamok kés
kiildnb6z8 osztilyba tartoznak™ Ezt nem tudjuk megmagyardzni sem mint
egyszerd objektumok szamat, sem mint szdimok szamat, sem mint valamilyen
egyszer( fogalom terjedelmét.

5. Strukturalista valasz

Amint a 2. részben lattuk, a szamok matematikai meghatarozasa az, hogy
bizonyos halmazokkal azonositjuk &ket. Ugy tlinhet azonban, hogy ezzel a
meghatarozassal talléttiink a célon: olyan specialis tulajdonsagokat aggatunk a
szamokra, amelyek szimfogalmunkbdl nem kovetkeznek.



Benacerraf ennek illusztralasara az alabbi mesét hozza.3¢ Képzeljiik el,
hogy két kisgyerek, Ernie és Johnny felvilagosult szellemi apjukt6l halmazel-
méleti alapokra épitve sajatitjik el a természetes szdmok fogalmat. Ernie gy,
ahogyan a neumanni definicioban, Johnny viszont3” az alabbi halmazsoroza-
tot azonositja a 0, 1, 2, 3, ... szamokkal:

0, {0}, ({2}}, ({{2}}}, ..

Mindkét rendszer kielégiti a Peano-axiémaékat, s a Hume-elv segitségével
alkalmasak a szamlalasra. Teljes egyetértésben tudjak hat mdvelni az aritmeti-
kat, mignem Osszevesznek azon a kérdésen, hogy a 3 eleme-e a 17-nek. Ernie
rendszerében ez igaz, hiszen minden szdm a nala kisebbek halmaza, Johnny
rendszerében azonban minden szdm a nila eggyel kisebbdl all6 egyelem{ hal-
maz, tehat a 17 egyetlen eleme a 16.

Azért érezziik ezt problémasnak, mert nem ,bizonyos axidmakat kielégitd
objektumokrél”, hanem kifejezetten a szdmokrdl szeretnénk beszélni. A hibat
Benacerraf szerint ott kovetjiik el, hogy tdbbet varunk el a szimokto6l, mint
amennyi elvarhato. Olyan kérdéseket tehetiink fel veliik kapcsolatban, amelyek
rakovetkezéssel, Osszeadassal és szorzassal kapesolatosak, mert egy olyan strukta-
raban értelmeztiik 8ket, ahol ezek a miveletek értelmesek. Durva hasonlattal élve,
azt megkérdezni, hogy ,,3€ 17?”, ahhoz hasonld, mint ha arra lennénk kivancsiak,
hogy az egyenes kék-e vagy fekete, mivel lattunk mar kék, illetve fekete tollal
htzott egyenest is. Az, hogy a szimok valamilyen objektumok, nem jelenti azt,
hogy bizonyos konkrét halmazoknak kellene lenniiik, hanem csupan annyit,
hogy bizonyos tulajdonsagokat varunk el téliik - és szimfogalomnak azt nevez-
ziik, ami mindezekben koz6s. Ha csupan olyan kérdéseket tesziink fel, amelyek
az aritmetika nyelvén vannak megfogalmazva, ugy mindkét kisgyerek ugyana-
zokat a valaszokat fogja adni. A két modell ugyanis izomorf: elemeik kdzott
tudunk olyan kolcsondsen egyértelmi megfeleltetést teremteni, melyben x rako-
vetkez8jének képe az x képének rakovetkezdje. A két modellben emiatt ugyana-
zok az allitasok lesznek igazak.

McLarty38 arra mutat ra, hogy a szamok strukttiraként valé értelmezéséhez
van a halmazelméletnél szerencsésebb keret is: a kategoriaelmélet. A kategéria-
elmélet nyelvén Ggy adhatd meg a szamfogalom, hogy még csak nem is eshetiink
abba a kisértésbe, hogy feltegyiik a ,,3€ 17?” kérdést. Ezt még csak megfogalmazni
sem lehet: a kateg6riaelméletben két, azonos tulajdonsagokkal rendelkezd struk-
tarat elvileg sem tudunk megkiilonboztetni. Egyértelmien létezik tehat egy
struktiira, amit természetes szimoknak nevezhetiink.

Mindez a Julius Caesar-problémara a kovetkezd valaszt adja: a 0 azonos is
lehet Caesarral, de nem is, illetve vehetjiik igy is, hogy a kérdés értelmetlen.
Barmilyen objektumokat nevezhetiink szimoknak, amennyiben kielégitik az
aritmetika axiémait. Ddnthetiink gy, hogy van valamilyen kitiintetett interp-

36 145d Benacerraf: i. m.

37 Ernst Zermelo nyoman.

38 Lasd McLarty, Colin: Miért ne lehetnének a szimok azok, amiknek lenniiik kell? In
Csaba Ferenc (szerk.): A matematika filozfidja a 21. szizad kiiszobén. 1d. kiad. 197-218.

8Z-L2 AT

335



kellék 27-28

336

retacionk, s Ggy is, hogy nincsen. Osszesen annyit kell szem elStt tartanunk,
hogy csak olyan tulajdonsagair6l beszéljiink a szimoknak, amelyek aritmetikai-
lag relevansak - és ne tulajdonitsunk jelent8séget annak a kérdésnek, hogy 0 és
Julius Caesar kiillonbéznek-e.

Dummett er8s ellenérzéssel viseltetik a strukturalizmussal szemben. Mint
irja, hamis elképzelés, hogy a szamoknak csak a strukturalis tulajdonsagai sza-
mitananak.3? A 3 szamra nézve szerinte nem az a meghatiroz6, hogy miként
viszonyul a tébbi szdmhoz, hanem valami ennél sokkal alapvetdbb: méghozza
az, hogy szamossagként gondolunk ra - a harom elem( halmazoknak éppen 3
eleme van. Dummett ezzel amellett érvel, hogy a szamokat szimossagként, a
Hume-elvbél kiindulva kellene bevezetni.

Dummett ellenvetése Benacerraf néz8pontjabol irrelevans. Ernie és Johnny
ugyanis megtanultk azt is, hogy a szimok miként alkalmazhatok a szamlalasra,
méghozzi a Hume-elv alapjan: gy allapitjuk meg, hogy egy halmaz % elemd,
hogy kélesondsen egyértelm( megfeleltetésbe allithato a 0, 1, 2, ..., k-1 szAmok-
kal. Mindez a konkrét definici6tol fliggetleniil, mar a strukturalis tulajdonsa-
gokbol kovetkezik.

A Hume-elvnek ugyanakkor valéban prioritisa van az aritmetikai axié-
makkal szemben. Ez utdbbiak levezethet8ek beldle; ugyanakkor segitségével a
szamossagok azonossagat kozvetlentil, a szdmok ismerete nélkiil is megragad-
hatjuk. Ernie és Johnny azt, hogy ugyanannyi 16 és lovas van egy felvonulason,
gy tudja megallapitani, hogy egyenként megszamolja a lovakat, majd a lovaso-
kat, és megallapitja, hogy e két szam egyenls. A Hume-elv alapjan ezt mar
onnan is megallapithatjak, hogy minden lovon egy lovas il.

Ez azonban nem érinti a strukturalizmus gondolatmenetének lényegét. Ha
az aritmetika axiémai helyett a Hume-elvet tekintjiik kiindul6pontnak, akkor
is érvényes marad ugyanaz a gondolatmenet: eszerint olyan tetsz8leges strukta-
rat vehetlink szamoknak, amely kielégiti a Hume-elvet; és minden olyan kérdést
értelmetlennek tekintiink, amely a szimoknak a Hume-elvb&l nem levezethetd
tulajdonsagaira kérdez ra. Frege szimara természetesen ez a megoldas elfogad-
hatatlan lett volna: mégiscsak zavard, hogy ,az 17 helyébe egy meghatarozatlan,
lerogzitetlen strukttraelem keriil, ami lehet akir Augustin de Veida vagy a kén.

6. Néhany szd a szemléletrdl

Logicista programjanak kudarca utn, élete utols6 éveiben Frege visszatér
ahhoz az elképzeléshez, amelyet a Grundlagen-ben elvetett: az aritmetikanak vala-
milyen moédon a szemléletre kell alapozddnia.?0 Kant és Husserl nyomdokain a
matematika szemléletre valo alapozisat rengeteg irdnybol kozelitették; az ehhez
kapcsolodé  alapgondolatok, fogalmak, problémak bemutatisat és elemzését

39 Dummett: i. m. 53.
40 Kicsit bévebben targyalva lasd Frege: Logikai vizsgdlédisok. 1d. kiad. 189. Frege
itt a geometriai szemléletre gondol, elképzeléseit nem fejti ki részletesen, és ebben



ebben a dolgozatban még csak vazlatosan sem kiséreljiik meg. Egyetlen gondolat
erejéig, az aritmetikara val6d vonatkozasiban szeretnénk érinteni ezt a kérdéskort.

Kant transzcendentalis idealizmusanak alapgondolata, hogy a fizikai tar-
gyak nem kozvetleniil, hanem az érzéki szemléletben adottak sziamunkra. Nem
lehet tudasunk arrél, milyenek 8k valdjaban, sét, létezésiikrdl sincs kielégits
bizonyitékunk.#l Amikor az ész a lehetséges tapasztalat hatarait atlépve a
magukban valé dolgokrél probal tudast nyerni, hatatlanul ellentmondasba
keriil 6nmagéaval. Az ész hasznalatat éppen ezért a lehetséges tapasztalat hatarai
kozé kell szoritani, ezen talléps fogalmai tiresek.

Hogyan lehetnek szimunkra adottak olyan absztrakt objektumok, mint a
szamok? Frege azt a valaszt szeretné adni, hogy a lehetséges tapasztalattol fiig-
getlentil: azonban nem tallépve rajta, hanem megelézve azt - tisztan logikai
objektumokként. Frege kudarca arra mutat r4, hogy ez nem teheté meg. A leg-
végsS pont, ameddig a szdmok elemzése soran jutottunk, a Hume-elv volt. A
Julius Caesar-probléma arra sarkallt minket, hogy koézelebbi tudast szerezziink
a szamokrol. Az ilyen kisérletek azonban rendre kudarcba fulladtak - nem arra
utal-e ez vajon, hogy a kérdés teljesen értelmetlen?

Ha nem tudjuk a szimokat valamilyen kozvetlen médon megragadni,
akkor valamilyen szemléletben kell hogy adottak legyenek. Nem kivanunk
allast foglalni abban a kérdésben, hogy ez a szemlélet valamelyik kanti tiszta
érzéki szemlélet lenne-e, vagy pedig absztrakt természeti. Csupan egy fontos
vonasat szeretnénk kiemelni: e szemléletnek a Hume-elv alapvetd tulajdonsaga
kell hogy legyen.*2 Csak azt és annyiban tudhatjuk a szamokrol, ami a Hume-
elvbdl adodik - gy all tehat koztiink és a szamok kozott a Hume-elv, ahogy a
maganvalé dolog kézott és koztiink az érzéki szemlélet. Ezen tdlmenden nem
lehet roluk semmi tudasunk - Godel nemteljességi tétele szerint még a létezé-
siik sem bizonyithat6 logikai alapon. A szamok strukturalista értelmezésének
ilyen transzcendentalis idealista felfogasiban a Julius Caesar-probléma a leg-
f8bb antinémia szerepét toltené be.43

nincsenek is kovetdi. Minket azonban most altalaban fog érdekelni a szdmok és a
szemlélet viszonya.

A tiszta ész kritikdja hoz ilyen bizonyitékot ,,Az idealizmus cifolata” cimd rész-
ben; e bizonyitds azonban legaldbbis problematikus.

Miért éppen a Hume-elv, s miért nem inkabb a Peano-axiémak? Erre az el6z8
rész végén probaltunk valaszt adni: a Peano-axiomak levezethet6k a Hume-elvre
tamaszkodva, ugyanakkor, ha a Peano-axiémakkal bevezetett szamokkal szdmlalni
szeretnénk, sziikség van a Hume-elvre is.

43 Szeretnék kdszonetet mondani Csaba Ferencnek, aki otleteivel és észrevételeivel
segitette e dolgozat elkésziilését.

8Z-L2 AT

331





