A FELULETEN FEKVO GORBEK GEODAETIKUS
GORBULESEROL.

Schlesinger' Lajostdl, egyetemi docens Berlinben.

Sok tekintetben egy tetszileges felilleten a geodaetikus vonal
hasonlélag viselkedik, mint a sikban az egyenes. — Ugy mint a sik
gorbe érintije az az egyenes, mely a girbe két végtelen kozel fekvo
pontjin halad &t, ugy valamely tetszéleges felileten fekv gorbe ,geo-
daetikus érintGje“ mint az a geodaetikus vonal van értelmezve, a mely
a givhe két végtelen kizel fekvd pontjin megy it; tovabbd tgy, mint
a sikban valamely gérbe két egymdsra kivetkezd érintGjének hajlis-
szige, elosztva a gorbe ivelemével, meghatirozza a gorbiilést, ugy a
feliileten fekvd girbe két egymdsra kivetkezd geodaetikus érint6jének
hajldsszige, elosztva az ivelemmel, a girhe geodaetikus gorbii-
lésének nevezstetik,

A kovetkeztkben a geodaetikus giorbiilés szamara egy konnyen
attekinthetd kifejezést dllitunk fel és evvel kapesolatban meg fogjuk
hatdrozni tetszéleges feliileten lévs ,geodaetikus korok® geodaetikus
gorbiilését.

Legyen A, M, M’ valamely adott felilleten fekvé gérbének hi-
rom egymisra kovetkezé pontja. Fektessimk A és M pontokon, vala-
mint M és M’ pontokon it geodaetikus vonalokat. Ezek az A illet6leg
M pontokban a girbéhez vont geodaetikus érinték. Az A, M pontokon
atmend T egyenes, a gorbe egyenes érintGje A pontban, az M, M’
pontokon dtmend T° egyenes kizis érintGje M pontban az eredeti
gorbének és az ehhez M pontban vont geodaetikus érintének. Az A
pontban vont geodaetikus érinté I', M ponton megy 4t, de M-re ko-
vetkez6 pontja 4ltaldban mar nem esik Ossze M'-mel és enndl-
fogva a I'-hoz M pontban vont egyenes érinté G, bizonyos #-sziget ké-
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képez T" egyenessel, mely szog a két egymisra kivvetkezd geodaetikns
érintd hajlisit méri. Ennélfogva a girbe geodaetikus girhitlése M
ponthan

ha ds a girbe MM ivelemét jelai.

A T, T egyeneseken dtmend S sik, a girbe simuld sikja (Schmie-
gungsebene), a G, T° egyeneseken dtfektetett sik pedig a felitlet érintd
sikja P. '

Minthogy a geodaetikus vonal fnormalisa minden ponthan dssze-
esik a felillet normalisival, valamely geodaetikus vonal két egymisra
kivetkez eleme normilis-metszet sikjdiban fekszik. Ennél-
fogva a T, G egyeneseken dtmend N-sik a normilis metszetnek a
sfkja. Igy P-sik N-sikra merfleges, és ha ¢ a simulé sik és a széban
1év6 normalis metszet egymishoz hajlisinak szige, & a T, T egye-
nes érinték  hajlisszoge, akkor a {6lléps  derékszigin  gimb-hdrom-
szighen

sin = sin ¥ . sing,
és mivel &, & végtelen kis szogek sinusai helyett az iveket ivhatjuk,
¥ = 3. sing.

Ekként a geodaetikus girbiilés
K=ot ging
ds

ds amiatt, hogy - = nem egyéh, mint a girbe kizinséges girbilése
s

azaz R gorbillési radius forditott értéke, egyszersmind

Ko sinf;;_
R’

mely kifejezést egyik dolgozatiban elszor Liouville dllitotta fel.?)
1) Monge ,Applications de I'Analyse & la Géometrie. 2-¢ edition (1850)%,
2-¢ Note, 576 1.
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Legyenek a felillet pontjuinak koordindtdi, mint két figgetlen
u, v paraméter fiiggvényei

S x=1(uv)
(1) i y=g(u,v)
t z=h(u,v)

és tegyitk 1) o |
a=22-2m =0+ + Q)

0z 0x 0z Ox If,_ax ox ay 5y+oz 0z

B e 2 e o £ e O
£ ou ov dv ou ou ov an ou ov’
ox Oy ox oy ox\? oy 0z \*
e -m o= CYEEY.
du oy ov du av) T ey + ov
akkor a feliilet normdlisinak irdny-cosinusai
A o B C

VEG—I* JEG—F \(EG—I"

Valamely az (1) feliileten fekvé girbe adva van egy az u, v

parameterek kizitti
(2) H(u,v) = 0.

egyenlet dltal. Ha ebbil az egyenlethdl az egyik paramétert, mint a
mésiknak a faggvényét, példiul a v-t, mint az u figgvényét megha-
tiarozzuk, akkor a girbe pontjainak a koordindtdi kivetkezs alakban
vannak adva: '

( x=®d(un),

(3) ! y= W (u),

[ z =X (u).

Tegyiik

. Sr 88 G oy
du  du® du  dun?’
B U5 B = Ox da
du  du? du du?’
P Ox d% Jdy o=
T odn dur T da du?’

1) Ganss: Desguisitiones generales eirca superficies curvas, Gesammelte
Werke, Bud. IV, 233, 285 1.
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akkor a simuld sik normdlisinak irdnycosinusai
A B I
VAL BifI® JA'fBefI? (A BefI:
minélfogva
G B == e ; _n@A+BB+mj
VEG—F (A - Bs 13 :

mivel pedig ismert képletek szerint a (3) gorbiilési radiusa

((13_)3
B== du y
VA |-B2 -1
a hol ds az ivelemet jelenti, az 1. fejezet utolsd egyenletéhil folydlag :

AA+ BB4CT

CT () e

Ezen kifejezés sziumlaléjat még kivetkezékép lehet dtalakitani.
Nyilvinvalo, hogy

g dexx (o dz dy
{ T =2 (B_____ ...... o
) A&+BBACT = A du du )
a hol a X dsszegjel jelentése az, hogy azon hdirom kifejezds dsszege
veendd, mely a kiirt tagbdl az x, y, z cyklikus permutilisindl (x,
Y, 2} Y, 2z, X; 7, X, y) keletkezik. — Mivel :

d o dv o0
F il i
ekként
dz dy oz oy , dv
B e —a i ] Y — —(,_.
du du du =% ou + (! 0 ) J
vagy
i 1z d g dy
P p N = OR Spy pRY ) (
) du du ov (I ol da e s Gau)

és két hasonlé egyenlet, mely a felirthél x, y, z cyklikus permutd-
lisdndl keletkezik.
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Ha most még figyelembe vessziik, hogy

2 0* , dv 02 dv\2 o2 dev ¢
duz ~ ou? e e +(F_) 5i72—+_ ov

2 du ouodv du du? ov
ox dxx __ oF 1 dE |, oG dv A4 oG [ dv )2 e d2v
- o= y- - = o 0 C— = ‘,' 1
= ov duz ou 2 oun dgv du ov \dn dn?

w ox dx 1 dE ok- tl\ oB‘ 1 oG ) th) d2y
2 — SV | i
3 5w 1 ov du T ( 2 ou (llu + dnz

és tehat

| g2 i

du dn? 2 ou ov

akkor az (D) kifejezések, (4) egyenlet mdsodik tagjiba vald helyet-
tesitésének eredménye 7)

(6) AAFBBACT=(E4-gF P S — 0 )

._r_

dv )}‘ ol 1 o | 8G dv
{ ou dn

1 oG d2v ,dev ) dv {1 0E | oF ov
% 2 Bv du® + du f o ( e dn G)ll 2 n +f|\' dn +
oF -1 (d\' )“ dn
+ ( v 2 du ) ou + duz (

Az u, v paramétereket akként vilasszuk, hogy koordmditiink
ugynevezett geodaetikus poldariskoordindtak legyenek.?)
Akkor:

E=1, F =0,

Ha aztin. mint szokdsos

G = m?,

] -
és a (2) egyenletnek megfelels —ilzl értéket :

N V. 6. Gauss az id, helyen art. 18, 243, 1

#) Gauss, az id. helyen art. 19, 243, 1

Orvos-term. tud. Eviesitd, 11, 15
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dv B ou
= -

L g

tesszitk, dgy (6) egyenlethil:

(  dm om k
§ A <k M=ml!2 - k i LA I FEAY
A+ BB+ C1 m]t e k - Je? - m —{—m Sa {
tehit
om
) -“‘”/3] mk? ‘
A BB rpe Mo 2R ) - ( ok -)r
k Ly 1-meke dn V 1-Fmeke |
Vagy ha . da 1
KT
lesz
. ‘ om )
l'u"l—[—ln(")”fg-’ " Gn il u’ |l
AA+BBLOr=2"T1) 3 ¢ ___( - -)l‘
n's !\e‘lu'i‘—}—- mz v Ju'z - m2/|

és mivel
ds = ydu? 4-m2dv?® ,
losz vigre

M K=9om 1 _ d ( ._.“.'___ﬂ)

ou w4 me modv e + m?/

A geodaetikus poliris koordindta rendszerben azok a girbék,
a melyek hossziban u = const., dgynevezett geodaetikus karik,
mig a v = const. girhék geodaetikus vonalok.

A geodaetikus ki azzal a tulajdonsdggal bir, hogy minden
pontja a felitlet egy bizonyos pontjatél (kozépponttdl) ugyanazon
geodaetikus tivolra van.1) Az u==u, geodactikns kior (a hol n,

1) Gauss az id helyen art. 15, 16,

8
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allandd) minden pontjinak az u= o0, v =0 sarktdl vald tivala u,-val
egyenli s ennek a girbének a geodaetikus girbiilése a 2. fejezet (7)
egyenlete szerint
> 1 | om
(1) K= — | —
SE m | ou |

oy oy
om om .. o
a hol [—, ] a - -nek u=n,-hoz tartozé ésigy esak v-tol fiiges
ou d, du -
e T Lo [om] I
értéke. Feladatunk az lesz K—t tehdt Su értékét meghativozni,
u 1y '

E végb6l szamitsuk ki curvatura integrijit?) a felile-
ten fekvd oly hiromszignek, a melynek két oldala v =0 és v = =
geodaetikus  vonalak és melynek harmadik oldala uw=u, girbe, a
hol =« gy, mint v, dllandd mennyiségek. Képzeljitk a kérdéshen levi
hiromsziget v = const. és n==const. girbék diltal végtelen kis négy-
szigek hildjival bevonva. Egy ilyen négyszig teriilete

dw =m du dv.

Ha K a felillet girbiilésének Gauss-féle mértéke akkor 2)

—~ 1 o2m
K =— — e
m ou?
3 . S L]
és enndlfogva a hiromszig curvatura integrija
: % [P,
¢ dw " © 02m
J = + — = + dv s s du R
JJ K . Ji Es
4] 0
vagy minthogy )
. om
han = o, tgy ;i 8 )

1) Gauss az id. helyen art. 6.
) Gauss vgyanott 244, L
3) Ugyanott.
1%




274 SCHLESINGER LAJOS

ekként
e
5 b ' _m_] )
@) g x+5 [au K
0

De Natani r egy tétele szerint, ) valamely felilleten felov
haromszig enrvatura integrija

a+pf4+yv —E2d¥y — =

kifejezés altal adatik, a hol «, 3, y a hdromszig szigei, d¥ pedig
az a szog, a melyet a hiromszig keriiletének valamelyik iveleme a
maga geodaetikus folytatisival képez, és a hol a X dsszegjel a hi-
romszig egész keriiletére vonatkozik. A mi hdvomszigiinkre nézve

J=0a — Z dv ,
mert. minden v = const. girbe, minden w = const. ginhét drékszie

alatt metszi. Minthogy tovibba a v =0, v = z oldalok geodaetikus
vonalok lévén, ezekre nézve

gy %
(3) J=a— \ 9
(]

Az 1. fejezet szerint
- dit

ds

ha t.1. ds az u=nu, girhe ivelemét jelzi, tehit (1) egyenlethil folydlag

19 :[?m] ds _
ounl, m
Ez (3) egyenletbe helyettesitve és az igy létrejivG kifejezés
(2) egyenlettel tsszehasonlitva ehhez vezet :
1) Joachimsthal, Anwendungen der Differential- und Integralvechnung ete
24 Auflage (1581), Anhang 235 1.
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-1
b | §

o o
; ‘[om] ds i om
2a— \5—| —=\dv]—=—] -
ou l, m ou I
0 0

Mivel pedig
ds =dv. m ,

23
S [ om ] 1
o= " oy
ou I,
Q

Minthogy o tetszdleges dllandd mennyiséget jelent, ebhil

o [z

*kovetkezik azaz valamely n=mu, geodaetikus kir geo-
daetikus girbitlése

K.:i.
m

4.

Altaliban m az u 6s v fiigevényve tehit egy nw== const. gorhé-
nek, azaz valamely geodaetikus  komek a pontjaiban a geodaetikus
girhitlds a v értékével viltozik és esak akkor fog minden egyes geo-
daetikus kér hossziban dllandé értékkel birni, ha m a v-til fiig-
getlen, azaz, ha m csupin az u-nak a fiiggvénye,

m==9(u).

Ez esetben a 3. fejezet (4) egyenlete szerint

o

om

du

=y w=1,
tehit

m = u - const.
és mivel a polushan, a hol u =0, v =0, az m eltimik,
m=nu.

Azaz a geodaetikus korok geodaetikus girbitlése csak oly fe-
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lileten dllandd, o mely felitleten egy (u, v) geodactikns polaris koor-
dinata rendszerben
E=1, F=o0, G=u?.

=
Fzeken a felileteken a girhiilés Gauss-féle mértéke zérus,
tehat ezek sikea leterithetd feliletek.
A sikra letervithetd felitletek tehit az egyedii-
lick, a melyeken a geodaetikus kiriik ecgyszersmind
dllandd geodaetikus gérbitlés girbéi

Berlin, 1891, maj. 19.






