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S z a k t á r g y a k 

M é s z á r o s Jenő: E g y e n l e t e k m e g o l d á s a I t e r á c i ó v a l 

A k ö z l e m é n y e l s o s o r b a n g y a k o r l a t i c é l o k a t s zo lgá l v e lmélet i k i e g é -
s z í t é s e k a t é m á r a v o n a t k o z ó s z a k k ö n y v e k b e n meg ta l á lha tók . 

A . F o gal o maikot á s 

H a a z f ( x ) » 0 e g y e n l e t egy ik g y ö k é t t e t s z ő l e g e s p o n t o s s á g g a l ki 
a k a r j u k s z á m í t a n i , a k k o r e l ő s z ö r i s m e r n ü n k ke l l a g y ö k kö rü lbe lü l i 
é r t é k é t . E z t m e g t u d h a t j u k e g y - k é t h e l y e t t e s í t é s s e l a z e l ő j e l v á l t á s 
a l a p j á n , v a g y p e d i g g r a f i k o n t k é s z í t ü n k é s a r r ó l l e o l v a s s u k . 
U t á n a a z f ( x ) = 0 e g y e n l e t e t á t a l ak í l juk v e l e e q u i v a l e n s x ® g ( x ) i -
t e r á c i ó s e g y e n l e t t é , é s a z e l s ő x ^ k ö z e l í t ő g y ö k ö t g ( x ) - b o he lye t t e -
s í t v e , p o n t o s a b b x ^ g y ö k ö t k a p u n k . 

Old juk meg pl. a z 

f ( x ) = x 3 - 4 x 2 - x + 7 « 0 

h a r m a d f o k ú e g y e n l e t e t . 

X - 2 - 1 0 1 2 3 4 
Y - 1 5 +3 7 +3 - 3 - 5 +3 

A h e l y e t t e s í t é s e k b ő l l á t juk , h o g y a h o l a f ü g g v é n y n e k e l ő j e l v á l t o z á s a 
v a n , a b b a n a z i n t e rva l lumban g y ö k e i s v a n . 

Xj « -1 

X I I ~ 1 ' 5 

XIII ~ 4 

T e g y ü k p o n t o s a b b á a z x = 4 gyökö t . 
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A z e g y e n l e t h e z t a r t o z ó i n t e r á c i ó s egyen le t : 

6 x + 4 
9 + 

3 8 x - 5 9 
9 ( 3 x ^ - 8 x - l ) 

H e l y e t t e s í t s ü k a j o b b o l d a l b a x 1 4 - e t ; a m ű v e l e t e k e l v é g z é s e utcin 
x 2 - 3 ,8 p o n t o s a b b g y ö k ö t k a p u n k . M o s t a z x 2 • 3 , 8 - a t h e l y e t t e -
s í t s ü k a j o b b o l d a l b a . K a p j u k : 

x 3 = 3 , 7 7 4 - e t . 

F o l y t a t v a a z e l j á r á s t 

x 4 « 3 , 7 7 3 3 8 7 . . . 

e r e d m é n y e k e t k a p j u k . 

M á s i k ké t g y ö k ö t h a s o n l ó k é p e n l e h e t köze l í t en i . 

B. I t e r á c i ó s e g y e n l e t e l ő á l l í t á s a 

A z i t e r á c i ó s e g y e n l e t e l ő á l l í t á s á n a k egy ik m ó d s z e r é t n é z z ü k meg 
a z á l t a l á n o s h a r m a d f o k ú e g y e n l e t r e . A k á r h á n y a d f o k ú e g y e n l e t r e 
h a s o n l ó k é p e n s z á m í t u n k : 

a x 3 2 + bx + c x + d = 0 

L e g y e n a z egy ik p o n t o s g y ö k x q . Az e l s ő köze l í t ő g y ö k : 

x ± = x q - £ , e b b ő l x q = x 2 + £ 1 

H e l y e t t e s í t s ü n k a z e g y e n l e t b e : 

a ( x 1 + £ ) 3 + b ( x 2 + £ ) 2 + c ( X ; L + £ ) + d - 0 
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A z £ é s £ t a g o k a t a többi t a g h o z v i s z o n y í t o t t k i s é r t é k e 

miatt e l h a g y j u k , a m i n e k k ö v e t k e z t é b e n k ö z e l í t ő e g y e n l e t e t k a p u n k . 

Ebbő l : 3 2 
a x „ + bx„ + e x , + d _ 1 1 1 

£ - 3 a x ? + 2 bx - + c 

F i g y e l e m b e v é v e a fenti 

x e x . + r - t f o 1 & 9 

k a p j u k a z i n t e r á c i ó s k é p l e t e t : 

x 2 " X 1 - , 2 
3 a x , + 2 b x . + c 

1 1 

3 2 
a x , + b x . + c x , + d 

1 1 1 

E b b ő l a k é p l e t b ő l s z á m í t h a t j u k a f en t ebb i p é l d á n k b a n h a s z n á l t k i -
f e j e z é s t . M e g j e g y e z z ü k , h o g y bá rme ly s z á m o t is v á l a s z t o t t u k v o l n a 
k e z d ő k ö z e l í t ő é r t é k n e k , a k é p l e t t e r m é s z e t é b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y 
mindig k o n v e r g e n s s o r o z a t o t k a p t u n k v o l n a a h á r o m g y ö k k ö z ü l 
a z e g y i k h e z . P l . x ^ = 100 

X 1 - 100 X 2 = - 67 X 3 = 4 5 

X 4 = 3 0 X 5 = • 21 X 6 = 15 

X 7 = 10 X 8 = 7 X 9 " 5 

x 1 Q = 4 ,2 s t b . 

C I t e r á c i ó s e g y e n l e t e k e l ő á l l í t á s a T a y l o r s o r r a l 

F e j t s ü k s o r b a a z f ( x ) = 0 e g y e n l e t e t a z x ^ h e l y k ö r n y e z e t é b e n : 

r ( x j 
f ( x ) = f ( x ) + ( x - x ) + . . . = 0 

1 ! 

Mivel x - x ^ = £, , a z é r t 

í (x±) 

f ( x ± ) 
e s 

x = x ^ + £ miatt 



g(x1) 
1 f' (x±) 

-

i t e r á c i ó s k é p l e t e t k a p j u k . Mint e g y e n l e t : 

f ( x ) 
x = x - —*—L— 

f ' ( x ) 

v a l ó b a n e q u i v a l e n s a z f ( x ) « 0 egyen le t t e l , amit r e n d e z é s s e l m e g -
k a p u n k , f e l t éve , h o g y a z e g y e n l e t t ö b b s z ö r ö s g y ö k ö k e t nem t a r t a l -
maz . 

D. Nem a l g e b r a i e g y e n l e t e k m e g o l d á s a 

2 
a / Oldjuk meg a c o s x = x e g y e n l e t e t . H o z z á v e t ő l e g e s g ra f ikonbó l 
i s l á t ha t j uk , h o g y a z egy ik gyök e g y n é l k i s e b b . L e g y e n e z é r t 
x 1 = 1. 

f i x ) . x = x - —*—L— a l a p j á n a z i t e r á c i ó s e g y e n l e t : 
f ' ( x ) 

2 
x = x - ——~—- Q S x ,{ f ( x ) a x - c o s x - 0 a l a p j á n ) 

2 x + s i n x 

E Z É R T X 2 - 1 - 5 7 , 3 ° = 0 > 8 4 ^ # ^ 
2 + s i n 5 7 , 3 ° 

I sméte l jük a h e l y e t t e s í t é s t x 2 = 0 ,84 = 4 8 ° - k a l : 

. 0 f Q l [ 0 > 7 1 - ° ' 6 7 - 0 ,8235 = 4 7 ° 1 1 » 
1 ,68 + 0 ,74 

x . = 0 ,8235 - " 0 ' ° 0 1 5 = 0 , 8 2 4 1 - 4 7 ° 1 3 ' 
2 ,38 ' 3 
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b/ Old juk meg 2 X = x + 3 e g y e n l e t e t . Itt x 1 - 2 megfe le l a z 
egy ik g y ö k n e k . 

f ( x ) = 2 X - x - 3 = 0 é s a k é p l e t a l a p j á n : 

2 X - x - 3 x = x -
2 X In 2 - 1 

T e h á t 

4
4 ; * 6 ; a ± - 2 ,57 

x = 2,57 - 5 f 9 4 - 5 t 5 7 = 2 > 4 5 

4 , 1 0 - 1 

x = 2,45 5 , 4 6 3 - 5 y 45 = 2 f 4 4 5 3 

2,76 

x R = 2 ,4453 - 5 , 4 4 5 7 - 5 f 4 4 5 3 ^ 2 > 4 4 5 2 < 

2,78 

H a x^ = 3 - m a i k e z d t ü n k v o l n a , u g y a n e h h e z a z é r t é k h e z jutot tunk 
v o l n a . 

E n n e k a z e g y e n l e t n e k más ik g y ö k e - 3 k ö r ü l v a n , a p o n t o s a b b g y ö -
kö t s z i n t é n a fent i k é p l e t t e l k a p h a t j u k meg. 

E . A z i t e r á c i ó p o n t o s s á g a 

F e j t s ü k s o r b a a z f ( x ) = 0 e g y e n l e t e t a z x ^ k ö z e l í t ő é r t é k k ö z e l é b e n 

H v ^ 

f ( x ) = f ( x 1 ) + £ ' ( x 1 ) ( x - x 1 ) + f ( x - X l ) 2 = 0 

R e n d e z z ü k a z a l á h ú z o t t x - r e : 

t(x1) f" ({ ) (x - X l )
2 

x = x i - r ( X l ) - t'(XLR' 2 



- 36 -

Itt | é r t é k e x é s x ^ k ö z ö t t v a n é s h a x - x ^ már e l é g k i -

c s i , h e l y e t t e s í t h e t j ü k x ^ - g y e l . x - x ^ - £ é s a z é r t a z e l k ö v e t e t t 

h i b á t mindig n y o m o n k ö v e t h e t j ü k . A h i b a : 

) 
f'(*„ ) 

_ F Y N ) 

amit a z e r e d m é n y h e z h o z z á k e l l e n e a d n i . 

A h o l v i s z o n t a h o z z á a d á s m e g v á l t o z t a t j a a t i z e d e s j e g y e t , ott a z 

e r e d m é n y p o n t o s s á g á n a k h a t á r a . 

f " A z —p é r t é k é t e l é g l o g a r l é c p o n t o s s á g g a l s z á m o l n i , s ő t e z a z 

é r t é k e l ő b b u t ó b b á l l a n d ó n a k v e h e t ő . 

P l . a z A p o n t b a n s z e r e p l ő h a r m a d f o k ú e g y e n l e t n é l 

x 3 - x 4 = = 0,00061. . . 

f 7 / 6 x - 8 = 5 e s í g y a h i b a 
f ' 3 x - 8 x - l 

_ f ' ( 3 t 7 7 ) ^ 0 , 0 0 0 6 1 * = _ 1 § 2 7 ^ o , 0 0 0 0 0 0 1 8 
f^ ( 3 , 7 7 ) 2 

- 0 , 0 0 0 0 0 0 2 3 , 

t e h á t a z x ^ h e t e d i k t i z e d e s j e g y é t k e l l e n e 2 - v e l c s ö k k e n t e n i . 

P . G y a k o r l a t i m e g f o n t o l á s o k 

f ( x n ) 
A z x ^ = x -n + 1 n r / / \ f ( x ; v n ' 

i t e r á c i ó s k é p l e t a l e h e t ő l e g j o b b , h a f i gye l em b e v e s s z ü k a z 

x = g ( x ) - r e v o n a t k o z ó k i k ö t é s t : 

/ g ' ( x ) / < l , 
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a m i n e k t e l j e s ü l n i ke l l a g y ö k k ö r n y e z e t é b e n . U g y a n i s 

«'(*) - (X - 1 - " " -
f r* 

f f99 = 0, mivel f( x ) = 0, h a x = g y ö k . 
r 2 

A h i b a k é p l e t e a l a p j á n p e d i g mondha t juk , h o g y minden i t e r á l á s u tán 
a p o n t o s t i z e d e s j e g y e k s z á m a mér tan i s o r o z a t s z e r i n t n ö v e k s z i k . 

H a v i s z o n t v é l e t l e n ü l n e m r e n d e l k e z ü n k z s e b - e l e k t r o n i k u s s z á m o l ó -
g é p p e l , a k k o r a g y a k o r l a t i v é g r e h a j t á s n á l a s o k s z o r bonyolu l t k é p -
l e t e k b e h e l y e t t e s í t é s s e l s o k idő e lmegy . 

K e r e s s ü n k e z é r t a z e g y e n l e t e k m e g o l d á s á h o z e g y s z e r ű b b k é p l e -
t eke t . 

f ( x ) H a a z x = x - —1—L— e g y e n l e t e t k i c s e r é l j ü k a z 
f ' ( x ) 

f ( x ) , . x = x - *—L— e g y e n l e t r e , 
h ( x ) 

a k k o r r e n d e z é s u t án s z i n t é n f ( x ) = 0 e g y e n l e t m e g o l d á s á r ó l l e s z 
s z ó . C s a k a r r a ke l l v i g y á z n i , h o g y / f 9 (x .^ ) - h ( x ^ ) / ~ o l e g y e n . 

a / F o g l a l k o z z u n k ú j r a a z 

3 2 

x - 4 x - x + 7 = 0 e g y e n l e t t e l . 

A z i t e r á c i ó s e g y e n l e t : 
3 „ 2 

x - 4 x - x + 7 X = X - 3 x 2 - 8x - 1 
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Ha x = 3 .77 f a k k o r n ' • 
2 3 x - 8x - 1 - 11 ,48 o o 9 

2 

é s í r junk f ' ( x ) he lye t t h ( x ) » x - 2 , 7 3 - a t , mert 

h ( 2 , 7 3 ) » 11 ,48 . Tehá t : 

x 1 x - x 3 - 4 x 2 - x + 7 = 4 1 .73 x - 3 ,92 
x - 2 ,73 x 2 - 2 ,73 

e g y s z e r ű b b k i f e j e z é s t k a p j u k . 

H a e z z e l s z á m o l u n k x ^ = 4 u t án x 2 = 3 ,77, x^ • 3 , 7 7 3 4 - e t 
k a p u n k . 

b/ K e r e s s ü n k k é p l e t e t a 

x 2 3 s i n 5 x + 2x c o s 3x - 1 = 0 

e g y e n l e t m e g o l d á s á r a . 

A z i n t e r á c i ó s e g y e n l e t : 

x 2 3 . s i n 5 x + 2x c o s 3 x - 1 x = x - -—— 2 
3 ( 5 c o s 5 x + In 3 . s i n 5 x ) + 4 x c o s 3x - 6x s in 3x 

Némi n e h é z s é g b e ü t k ö z n e e l s ő r á p i l l a n t á s r a a g y ö k ö t megmondani . 
De h a a s z á m l á l ó b a n l é v ő f ( x ) - e t á b r á z o l j u k , a r a j z r ó l l e o l v a s h a t -
juk, h o g y x ^ 3. H e l y e t t e s í t s ü k ez t a n e v e z ő b e n l é v ő f f ( x ) - b e . 
A műve l e t ek e l v é g z é s e u t á n k a p j u k : f f ( 3 ) = - 1 0 6 , 5 . 

f ' ( x ) - e t c s e r é l j ü k ki h ( x ) - r e úgy, h o g y h ( 3 ) » - 1 0 6 , 5 . L e g e g y -
s z e r ű b b e n most ú g y j á r h a t u n k el, h a a z e g é s z n e v e z ő he lye t t 
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- 1 0 6 , 5 - ö t í r u n k . í gy k a p j u k a s o k k a l e g y s z e r ű b b k i f e j e z é s t : 

x 2 3 s i n 5 x + 2x c o s 3 x - 1 
X » X + 

106 ,5 

H a x 1 = 3, a k k o r x 2 = 3 , 0 0 1 4 . . . 

H a e g y m á s i k g y p k ö t k e r e s n é n k , a k k o r t e r m é s z e t e s e n h ( x Q ) « - 1 0 6 , 5 

é r t é k e t a m á s i k g y ö k n e k m e g f e l e l ő h e l y e t t e s í t é s i é r t é k k e l c s e r é l n é n k 

k i . 

c / H a a z e g y s z e r ű s í t e t t k é p l e t e k á l ta l k a p o t t s o r o z a t o k k o n v e r g e n c i á -

j á t v i z s g á l j u k , a k k o r a k ö v e t k e z ő k e t t a p a s z t a l j u k : 

H a a z x ^ k ö z e l í t ő é r t é k h i b á j a £ m e k k o r a l e s z a h e l y e t t e s í t é s 

u t á n k a p o t t x 2 h i b á j a é s h o g y a n t e l j e s ü l / g ' ( x ) / < ^ l f e l t é t e l ? 

E g y h e l y e t t e s í t é s n é l a z ú j h iba : 

e 2 - ~ g ,(x).£ 1 

D e mivel g ( x ) = x - — 

2 
g ' ( x ) = 

h 

h - f ' h - f h 

h 2 

t o v á b b á f ' ( x ) = h ( x ) + 71 , e z é r t n rr 

I t J ' l h 2 " ^ 2 " h " ° /•/ / g' ( x ) -Éi' 

E b b ő l l á t h a t ó , h o g y a n n á l j o b b a k é p l e t , minél k i s e b b a z e l t é r é s 
f ' é s h k ö z ö t t (*]) , minél n a g y o b b V O^YÍ h e l y e t t e s í t é s i é r t é k e . í gy 
/ g ' ( x ) / =»/ —^ / < 1 fe l té te l á l t a l á b a n k ö n n y e n t e l j e s í t h e t ő . 

A z i l yen k é p l e t e k n é l v i s z o n t , amint l á t h a t ó , a p o n t o s t i z e d e s j e g y e k 
s z á m a s z á m t a n i s o r o z a t s z e r i n t n ö v e k s z i k . 


