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Szaktargyak

Mészdros Jend: Egyenletek megolddsa {teracidéval -

A kozlemény elsisorban gyakorlati célokat szolgdl, elméleti kiegé-

szftések a témdra vonatkozé szakkonyvekben megtaldlhatdk,

A, Fogalomalkotéds

Ha az f(x) = 0 egyenlet egyik gyokét tetszlleges pontosséggal ki
akarjuk szamitani, akkor el&szor ismerniink kell a gyok koriilbellili
értékét. Ezt megtudhatjuk egy-két helyettesitéssel az elSjelvéltéds
alapjén, vagy pedig grafikont készitink és arrdl leolvassuk,

Uténa az f(x) 0 egyenletet &talakitjuk vele equivalens xeg(x) i-
terdcids egyenlettéd, és az elsd x,y kozelfts gyokot g(x)-ba helyette-

sftve, pontosabb x, gyokdt kapunk.

Ojdjuk meg pl, az
f(x)=x3-4x2—x+7=0
harmadfoklu egyenletet,

X -2 -1 0 1 2 3 4
Y -15 +3 7 +3 -3 -5 +3

A helyettesftésekbsl 1atjuk, hogy ahol a fiiggvénynek el8jelvaltozdsa

van, abban az intervallumban gyocke is wvan,

XI o~ -1
XH ~ 1,5
X ~ 4

I

Tegyiik pontosabba az x = 4 gyckot,
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Az egyenlethez tartozd interéciés egyenlet:

6x + 4 + 38x - 59
9 9(3x“-8x~-1)

Helyettes{tsiik a jobboldalba x, = 4-et; a miveletek elvégzése utan
X, = 3,8 pontosabb gyokot kapunk, Most az X, = 3,8-at helyette-~
sftsiik a jobboldalba, Kapjuk:

Xy = 3,774-et,

Folytatva az eljarast

Xy = 3,773387, ..
eredményeket kapjuk,

Mgsik két gyokot hasonldképen lehet kozelfteni,

B. lterécidés egyenlet el8allitdsa

Az idterdcidés egyenlet elfallitésdnak egyik médszerét nézziik meg
az A4ltaldnos harmadfoki egyenletre, Akdrhdnyadfoku egyenletre

z z z 2,
hasonléképen szamitunk:

ax3 + bx + cx + d =0

Legyen az egyik pontos gyok x_. Az elsd kozellts gyok:
X, = xo—e , €bbsdl x, = x1+g
Helyettesftsi.ink az egyenletbe:
3 2
a(x1+£) + b (x2+£) + c(x1+£) +d=0

Rendezve g -ra:

+d+£(3ax2

1+2bx1+c)+

3 b2
ax1+ x1+cx1
v e2( .0+ g.a=0



2 3 sy .
Az ¢ és ¢ tagokat a tobbi taghoz viszonyftott kis értéke
miatt elhagyjuk, aminek kovetkeztében kozelfts egyenletet kapunk,

Ebbd&l;

3 2
ax1 + bx1+ cx1+ d

= =, <
E 3ax1+2bx1+c

Figyelembevéve a fenti
xo = x:l + € -t,

kapjuk az interdcids képletet:

Ebb&l a képletbdl szdamithatjuk a fentebbi példénkban hasznélt ki-
fejezést, Megjegyezziik, hogy barmely szédmot is vdlasztottuk volna
kezd8 kozelftd értéknek, a képlet természetébdl kovetkezik, hogy
mindig konvergens sorozatot kaptunk volna a hdrom gydk koziil

az egyikhez, Pl, Xy = 100

Xy = 100 X, = 67 Xy = 45
x, = 30 xg = 21 Xg = 15
X, = 10 Xg = 4 Xg = 5
X450 4,2 stb.

C Iterécidés egyenletek el5éllftdsa Taylor sorral

Fejtsiik sorba az f(x)=0 egyenletet. az x, hély kornyezetében:

f’(xl)
f(x) = f(x1) + ——;—-(x—-xl) + . .,..=0

Mivel x - Xy = £ , azért
f(xl)
E -, - es

£ (xl)

x=-x1+£ miatt



f(xl)

X o~ x2 = x -
¢ (x,)

1

iterdciés képletet kapjuk, Mint egyenlet:

valéban equivalens az f(x)= 0 egyenlettel, amit rendezéssel meg-

kapunk, feltéve, hogy az egyenlet tobbszoros gyokoket nem tartal-

maz,

D, Nem algebrai egyenletek megoldasa

a/ Oldjuk meg & cos x = x2 egyenletet, HozzavetSleges grafikonbdl

is lathatjuk, hogy az egyik gyok egynél kisebb, Legyen ezért

x1= 1.

X = Xx- —f-(-}iL alapjédn az 1ierdciés egyenlet:
£7(x)

2 .
x = x - 2——-Cco2X ,(f(x)uxz—cosx=0alapjén)

2 x + sin x

. ~»O
Ezért x, = 1 - 1- cos 57,.3o - 0,84 ...
2 + sin 57,3
Ismételjiik a helyettesitést x, = 0,84 = 48%°-xkal:
x5 = 0,84 9,71 - 0,67 _ (8235 = 47°11°
1,68 + 0,74
x, = 0,8235 - =0,0015 _ (8241 = 47°13°

2,383



b/ Oldjuk meg 2* = x + 3 egyenletet, Itt x, = 2 megfelel az
egyik gyoknek,

f(x) = 2 - x - 3 = 0 és a képlet alapjan:

2x-x-3
2% In 2 - 1

Tehét
4 - 2 - 3 -
X3 = 2 - 31.Ge0 - 1" 457
Xy = 2,57 - 5,94 - 5,57 2,45
4,10 - 1
X, = 2,45 5,463 - 5,45 _ 54453
2,76
x, = 2,4453 - 5,4457 = 514453 _ , .00
2,78
Ha X, = 3-mal kezdtiink volna, ugyanehhez az értékhez jutottunk
volna,

Ennek az egyenletnek masik gyske -3 koril van, a pontosabb gyo-

kot szintén a fenti képlettel kaphatjuk meg,

E, Az iterdcid pontossdga

Fejtsiik sorba az f(x) = 0 egyenletet az x4 kozelftSérték kozelében:

_f_;(.g_)_. (x—x1)2 = 0

f(x) = f(xl) + f_’(xl) (x—xl) + >

Rendezziik az aldhuzott x-re:

(x) ) (x-x)?
x= X T v(x) " () 2




Itt g értéke x és xq ‘kozott van és ha x - xy mar elég ki-

csi, helyettesfthetjiik xl-gyel. X - %3 =£ és azért az elkovetett

hibat mindig nyomon kovethetjik, A hiba;

f"(x!, ) £ 2

f’(xn ) | 2-

amit az eredményhez hozz& kellene adni,

Ahol viszont a hozzdadés megvaltoztatja a tizedesjegyet, ott az
eredmény pontossdgénak hatéra.

£

—

érték elébb utébb Allandénak vehetd,

Az értékét elég logarléc pontosséggal szémolni, st ez az

Pl, az A pontban szerepld harmadfoku egyenletnél
Xy = X, = = 0,00061, . ,
/"
£ = 6x2 8 és igy a hiba
£/ 3x° ~-8x-1
f//(3 ) 0,000612
,77)  ©,0006 = - 1,27 . 0,00000018
£/(3,77) 2

= - 0,00000023,

tehat az Xg hetedik tizedesjegyét kellene 2-vel csokkenteni,

F. Gyakorlati megfontoldsok .

f( x
(x,)
Az x = X —-——
n+1 n ’
f (xn)

iterdcids képlet a lehetS legjobb, ha figyelembevessziik az
x = g(x) -re vonatkozd kikotést:

/g.(x)/ <1,



aminek teljesiilni kell a gyock kornyezetében, Ugyanis

2
£y £'° - ff"
@(x) = (x -—L=Ya 1 -
g g2
ff"
=——5— = 0, mivel f(x) = 0, ha x = gyok,
f'

A hiba képlete alapjédn pedig mondhatjuk, hogy minden iterdlds utédn

a pontos tizedesjegyek szdadma mértani sorozat szerint novekszik,

Ha viszont véletleniil nem rendelkeziink zseb ~elektronikus szdamolé~
géppel, akkor a gyakorlati végrehajtdsnél a sokszor bonyolult kép-

letekbe helyettesitéssel sok idd elmegy.

Keressiink ezért az egyenletek megoldés dhoz egyszerﬁbb képle-

teket,
Ha az X = x - -—f(l)—- egyenletet kicseréljiik az
£'(x)
£ xz
X = X - egyenletre,
h(x)
akkor rendezés utdn szintén f(x) = O egyenlet megolddsérdl lesz

szb, Csak arra kell vigydzni, hogy /f'(xn) - h(xn)lz 0 legyen,

a/ Foglalkozzunk UGjra az

x3 - 4 x2 - x+ 7 =0 egyenlettel,
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Ha x = 3,77 , akkor

2
3x_ - 8x -1 = 11,48
o o

s frjunk f'(x) helyett h(x) = x2 - 2,73~at, mert

[0

h (2,73) = 11,48 . Tehét:

3 2

X = 4x - x + 7 1,73 x - 3,92
2

x - 2,73 x2 - 2,73

egyszer{ibb kifejezést kapjuk,

Ha ezzel szdémolunk Xy = 4 utan x, = 3,77, Xy = 3,7734-et

kapunk,
b/ Keressuink képletet a
x ., 2
3 sin 5%x + 2x cos 3x - 1 = O
egyenlet megoldasara,
Az interdcidés egyenlet:

3* . sin 5x + 2x2 cos 3x -1

3x(5 cos 5x + In 3 ., sin 5x)+ 4xcos 3x - 6x2 sin 3x

Némi nehézségbe litkozne els8 rapillantdsra a gyokot megmondani,
De ha a szadmldléban 1év8 f(x)-et &brdzoljuk, a rajzrdl leolvashat-
juk, hogy x= 3. Helyettesitsiikk ezt a nevez&ben 1é6v3§ £'(x)-be,

A miveletek elvégzése utdn kapjuk: f'(3) = -106,5,

f'(x)-et cseréljik ki h(x)-re ugy, hogy h(3) = -106,5. Legegy-

szerlbben most Ugy jdrhatunk el, ha az egész nevezd helyett
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-106,5-6t frunk. Igy kapjuk a sokkal egyszerlbb kifejezést:

2
3x sin 5x + 2x cos 3x -1

106,5

X = X +

Ha x, = 3, akkor X, = 3,0014, . .

Ha egy méasik gypokot keresnénk, akkor természetesen h(xo) = -106,5
értéket a mésik gyoknek megfeleld helyettesitési értékkel cserélnénk

ki,

c/ Ha az egyszerﬁsftett képletek &altal kapott sorozatok konvergenclé~

jét vizsgdljuk, akkor a kovetkezdket tapasztaljuk:

Ha az x, kozelitsérték hibdja ¢ ,, mekkora lesz a helyettes{tés

utdn kapott x, hibdja és hogyan teljesiil Je'(x)/< 1 feltétel?
Egy helyettesitésnél az Gj hiba:
-— - ~ ’ .
£, = alx+ £)) -e(x) = g'(x)-&,

f .

De mivel g(x) = x - o és
2 3 ]
g'(x) = h f2h fh
h
tovabba f'(xn) = h(xn) +-7 , ezért

2 2

e =1 = -hhz-h-o .El/=/_k:l7_.£1/=/g.'(x).£1/

Ebbdl 14thats, hogy anndl jobb a képlet, minél kisebb az eltérés
f' és h kozott (), minél nagyobb f'=h helyettesitési értéke. Igy
lg'(x)] =|=—] <1 feltétel &ltaldban konnyen teljesfthets,

Az ilyen képleteknél viszont, amint lathats, a pontos tizedesjegyek

szdma szdamtani sorozat szerint novekszik,



