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FADIAGRAMOK ALKALMAZASA A VALOSZINUSEG-SZAMITAS
TANITASA SORAN

DEBRENTI EDITH
Osszefoglalis

A vilagrol szerzett informacioink nagy részét a szemiink segitségével fogadjuk be, a
vizualitdsnak nagy szerepe van az életiinkben. Igy a tirgyi és képi reprezenticiéknak
fontos szerepe van a tanuldsi folyamatban, a szemléletes oktatas segit a fogalmak
meélyebb megértésében, ezt szamos pszichologiai kutatds is bizonyitia. Az emberek
jobban emlékeznek egy fogalom vizualis aspektuaira, mint az analitikus szempontokra.

A nemzetkozi matematikadidaktikai szakirodalomban erdsodik az a felfogas, hogy a
vizualis reprezentdciokat a felséfoku oktatasban is alkalmazni kell, ezzel is segitve a
megértést.

A klasszikus valosziniiség-szamitas tanitasa soran jol hasznalhatok a fadiagramok,
melyek foleg tobblépcsos kisérleteknél, sokkal attekinthetobbek, jol észreveheto, lathato
rajtuk az dsszes kimenetel.

Egy gyokertdl kiindulva kiilonbozé utakat rajzolunk az egymdst kizaro eredményekkel,
amelyek a kisérlet elsd lépcsdjében fellépnek, és ellatiuk a megfeleld valosziniiségekkel.
Onnan a tovabbi lépcsék kovetkeznek. Jol szemléltetheté fadiagrammal a teljes
valosziniiség tétele és a Bayes-tétel is. Az eléadasban a valosziniiség-szamitdas tanitdsa
soran észlelt tapasztalataimrol is szo esik.

Kulcsszavak: valosziniiségszamitds, matematikaoktatds, reprezentaciok, fadiagramok,
donteési fak

Using of the tree diagrams in teaching of the probability theory
Abstract

We collect the most part of the information from the world around us with the help of
our eyes. Our visual ability plays an important role in man’s life. Thus the visual and
symbolic representations are of great help in learning. The use of visual aids in the
process of teaching leads to a better understanding of the concepts. The same fact has
been proved by many psychological experiments, too.

In teaching the probability theory we can use with great success the three diagrams
which, mainly in the case of multilevel experiments, can give us a much clearer view of
the problem, they are easy to look over or grasp their view and can show us an overall
representation of the case. Starting from the same root, we can draw different
ramifications which can be marked with their appropriate value of probability. Hence
the next stages continue. The total probability’s theorem and Bayes’ theorem can be
clearly represented on a tree diagram.

In my lecture | shall also deal with the experiences | had in teaching the probability
theory.

Keywords: probability theory, teaching of the mathematics, representations, tree
diagrams, decision trees
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Bevezetés

A gazdalkodasi és kozgazdasagi alap- és mesterszakok tanterveiben szamos matematikai
targy szerepel, tobbek kozt a valdszinliségszamitds is. A modern tudomanyos
eredmények kozott szamtalan olyan torvényszeriség van, amely valoszinliségi
Osszefiiggéseken alapszik, az atomelmélet, a statisztikus fizika, a modern biologia, a
genetika, szociologia teriiletén nincs komoly eldrelépés statisztikus €s valosziniliségi
fogalmak nélkill. ,,A modern tudomany felfedezte, hogy az Un. valdsziniiségi
szemléletmod magyarazza meg helyesen a benniinket koriilvevé vilagegyetem alapvetd
jelenségeit és az éldvilagban lezajlo folyamatok nagy részét is ez irja le jol.”
(Kosztolanyi et al, 2007).

»A valoszintiségi és korrelativ gondolkodas a pszicholdgidban is viszonylag tjabb
kutatasi teriiletek ko6zé tartozik. Az elmult évszdzadok tudomdanyos vildgképét a
mechanikus, az elére eldontott, kiszamithatd, determinisztikus szemlélet dominalta, e
szazad természettudomanyos eredményei viszont nagyobb részben a véletlenszerii
jelenségekhez, a bizonytalansagban fellelhetd szabalyszeriiségekhez kapcsolodnak.”
(Csapo, 1998)

Piaget szerint a véletlenszerliség fogalmat ugyanigy tanulnunk kell, mint sok mas
gondolkodasi elemet. (Piaget, 1975)

»~Azt tapasztaltam, hogy a valosziniliségszamitds matematikai elméletében valo
elmélyedéshez és annak eredményes felhasznalasahoz nem elegendd (bar persze
nélkiilozhetetlen) a matematikai elmélet a célnak megfelelé mértékben vald megértése és
megtanulasa: emellett sziikséges a valosziniiségszamitas sajatos gondolkodasmoddjanak
elsajatitasa is.”(Rényi, 1973) Rényi szerint két dolog sziikséges ehhez: az egyik a
konkrét alkalmazasokkal vald kozelebbi megimerkedés, valamint az elvi kérdések alapos
megeértése.

Reprezentaciok

»A matematika miiveléséhez, matematikai gondolkodashoz és kommunikaciohoz
valamilyen modon reprezentalnunk kell a matematikai struktardk elemeit. A
kommunikacié kiils6 reprezentaciot kivan nyelvi eszkdzok, irott szimbolumok, abrak,
targyak formajaban.” (Lesh, Post és Behr, 1987) A kiils6 reprezentaciok lehetnek: targyi
(materialis), képi (vizualis) és szimbolikus (beszélt nyelv, irott nyelv, szimbdlumok).
Ahhoz, hogy egy matematikai fogalomrdl gondolkodjunk, annak belsé (mentalis)
kiilsd reprezentacioval szemben a belsd reprezentacid nem hozzaférhetd, kdzvetleniil
nem kutathat6. A kognitiv pszichologia kutatdinak két hipotézise van a
reprezentaciokkal kapcsolatban: 1) Létezik kapcsolat egy fogalom kiilsé és belsd
reprezentacioi  kozott. A belsd reprezentaciokra, azok mindségére a kiilsd
reprezentaciokkal végzett manipulaciokbdl kovetkeztethetiink.

2) A belsO reprezentaciok kapcsolatban allnak egymaésal, egy halézatot alkotnak, ez a
matematikai fogalmak, elvek kapcsolatat, 6sszefiiggéseit jelenti. A koztiik 1évo kapcsolat
szimulalhato a megfeleld kiils6 reprezentaciok kozotti kapcsolatok kiépitésével,
létrehozasaval. (Ambrus, 2000) ,,A kiils6 matematikai reprezentaciok, példaul az abrak,
a szdveges meghatarozasok befolyasoljak a belsd reprezentacid természetét. a kapcsolat
fordiva is igaz: az a mod, ahogy egy tanuld tudasat megjeleniti, kiils6leg reprezentalja,
az feltar valamit abbol, ahogy 6 belséleg reprezentalta az informaciot. (Dobi, 1998)
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A kilsé reprezentdciok kozil a szimbolikus fejezi ki legtdmorebben és
legabsztraktabban az adott elvet, fogalmat. Viszont a targyi és a képi reprezentaciok
segitségével a tanulok jobban megértik a fogalom, az elv Iényegét, jelentdségét, értelmes
lesz szamukra (sensemaking). A konkrét, vizudlis reprezentacidhoz vald visszatérés
segitheti a megértést. Az emberek jobban emlékeznek egy fogalom vizualis aspektusaira,
mint az analitikus szempontokra, mert az emlékezet jobban tud operalni képekkel, mint
szavakkal. (Ambrus, 2000) A haromféle kiils6 reprezentacio spiralszerii hasznalata lenne
célszerli az oktatasban. Sikeresebb a tanuldsi folyamat, ha kiilonb6z6 kognitiv
modszerekre tdmaszkodik, ha integralja a verbalis, elemz6 €s vizualis tevékenységeket.
Dienes Zoltan a tobbszords megtestesités elvének nevezi és ezalatt azt érti, hogy egy
absztrakt fogalom megértéséhez sziikséges annak tobbféle konkrét reprezentacidja és a
veliik valé manipulédciok birtoklasa. (Dienes, 1973)

A vizudlis reprezentacid gyakran segit egy probléma felfogasaban, megértésében. A
vizualis reprezentaciok hasznalatara tudatosan kell nevelni a tanuldkat, sok gyakorlattal,
tirelemmel. A j6 problémamegoldok éppen azzal tiinnek ki, hogy a feladatnak legjobban
megfeleld reprezentaciés modot valasztjak ki, rugalmasan attérnek algebrai feladatoknal
a geometriai reprezentaciora. (Ambrus, 2000)

.Konkrét és vizualis reprezentaciok hasznalata nem csak az un. lassu tanulok, illetve az
alsobb osztalyu tanuldk szamara sziikségesek. E fajta reprezentaciok fontosak minden
tanuld szamara és hasznosak a teljes tanulmanyi folyamat soran.”(Wittmann, 1998)

A hagyomanyos didaktikai felfogas szerint a vizudlis és targyi reprezentacioknak az
alsobb osztdlyokban van jelentsége, a felsébb osztalyokban a szimbolikus
reprezentacioknak  kell ~ dominalniuk. A nemzetkdzi  matematikadidaktikai
szakirodalomban erdsddik az a felfogés, hogy a vizudlis reprezentacidokat a felsébb
osztalyokban, s6t a fels6foku oktatasban is alkalmazni kell. (Ambrus, 2000)

,,Egyik fajta reprezentacio sem tudja kielégiteni egy probléma megoldasahoz, illetve egy
szituacid kezeléséhez sziikséges feltételeket, kovetelményeket. Altaldban tobbféle
reprezentacié alkalmazasa sziikséges. a matematikai tevékenység sokkal hatékonyabb,
ha a tanul6 tobbféle reprezentaciot parhuzamosan hasznal és dsszekapcsolja azokat. A
matematika ereje a reprezentacioktdl fiiggetlen tulajdonsagokban és a reprezentaciok
kozotti kapcsolatokban rejlik.” (Dreyfus, Eisenberg, 1996)

Feladatok megoldasa fadiagramok segitségével

1. Feladat: A ,Ki nevet a végén?” nevi tarsasjatékban a jatékba vald belépés feltétele,
hogy a dobdkockaval hatost dobjunk. Mennyi az esélye annak, hogy valakinek
legkésébb az 6tddik korben sikeriil hatost dobnia?

Megoldas: a teljes valosziniiség tételét alkalmazzuk, 6sszegezziik az Gsszes esélyt arra,
hogy az els6 5 korben bekeriilhessiink a jatékba, azaz lecsuszunk minden agan a grafnak,
amely hatoshoz vezet.

0 =2et e @ 20 24 () =0
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natos

mem hato=

1.abra: Az 1. feladat fadiagramja
Forrdas: Sajat szerkesztés

2.Feladat: Egy jaték fordulokbdl all, és aki a fordul6t megnyeri, az kap egy pontot.
Hogyan osztozkodjon két egyforman képzett jatékos, Luca és Feri a jaték tétjén a jaték
félbeszakadasa esetén, ha tudjuk, hogy a jaték megnyeréséhez Lucanak 2 pontra, Ferinek
pedig 3 pontra lenne sziiksége? Jatsszuk le pénzfeldobassal a jaték hianyzo forduloit, és
ebbdl becsiiljiik meg az osztozkodas aranyat!

Megoldas: Legyen egy feldobas egy forduld, ha fej, akkor Luca nyer, ha iras, akkor
pedig Feri. A jatékot a tovabbiakban a grafon kovetjiik nyomon, ahol azt vizsgaljuk meg,
hogy mekkora valdszinliséggel nyerné Luca a jatékot, illetve mekkora valosziniiséggel
Feri. Minden forduléban két lehetdség van, vagy Luca nyer vagy Feri. Minden pontbdl
két elagazas van, a végpontokon lathato annak a neve, aki nyer. Az élekre rairjuk annak
valdszintliségét, hogy az ¢l kezddpontjabdl az él végpontjaba jutunk. Pénzfeldobas esetén
egyenléek az esélyek, azaz mindkettd 3 -ed valdszinliséggel nyeri a fordulot. A graf
csak addig abrazolja a jatékot, amig valamelyik jatékos meg nem nyeri. Ha a fa
gyokerétdl az agakon végigsétalva a fa leveléig Osszeszorozzuk az élekre irt
valdsziniiségeket, megkapjuk, hogy mekkora valdszinliséggel nyer valaki (szorzasi
szabaly).

=~
L ~
-« . >\ Fen .
=z ~z
- Ny
2.abra: A 2. feladat fadiagramja
Forras: Sajat szerkesztés
Szamoljuk 0ssze Luca nyerési esélyeit!
AT 12 nd g 1 1 1
G +2:() +3-G) =i+2-3+3-5=1

2 4
Feri nyerési esélye: (E) +3- E) =—
A nyereményen tehat Luca és Feri 11:5 aranyban kell osztozkodjon a jaték
félbeszakadasa esetén.
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Megjegyzés: fontos, hogy a graf barmelyik elagazasanal megjelend két esemény (fejet
vagy irast dobnak) teljes eseményrendszert alkot, ez azért fontos, hogy a fa 4gai kozott
ne legyenek atfodések. Az esélyek Osszegzése egy jatékos esetén tulajdonképpen a teljes
valdszintiség tételének az alkalmazasa alapjan tortént.

3.Feladat (Matlap 1012/4. szam): Egy pénzérmét gy cinkeltek meg, hogy a fej

dobésanak valdszintisége ——nél kisebb legyen. Ha a pénzérmét kétszer egymas utan

feldobjuk, % annak valdszinlisége, hogy pontosan egy fej jelenjen meg. Mennyi a fej

dobasanak \_/alészinﬁsége? )
Megoldas: A fej dobasanak valoszinliségét nem ismerjiik, ezért jeloljiik p-vel. Igy az iras
dobasanak esélye 1-p.

p(pontosanegy fej)=p -1 —pl + A —pl-p=2p-(1 —p) :%.

3+4F 1

aal

3=

A masodfokl egyenlet megoldasai py, = ==, lilletve p, = = (0,2. Tehat a fej

g
dobasanak valoszintisége 0,2.

3.abra: A 3. feladat fadiagramja
Forras: Sajat szerkesztés

4. Feladat: Egy gyarban 10 gép ugyanazt az alkatrészt gyartja: 2 gép esetén a selejt 3%, 5
geépnél 1,5% és 3 gépnél 1%. Feltételezve, hogy barmelyik kész alkatrészt ugyanakkora
valdszinliséggel valaszthatjuk ki: a) mennyi az esélye, hogy selejtes darabot valasztunk?
b) mennyi az esélye, hogy egy selejtes darabot éppen az els6 gépcsoport gyartotta (éppen
az a két gép, melynél a selejt 3%)?

Megoldas: a) p(5} = 0.2 -0.03 + 0,5-0,015 + 0,3-0.01 = 0.0165,

a teljes valosziniiség tételét alkalmaztuk, lecsuszva minden agan a grafnak, amely
selejteshez vezet (szorzasi szabaly).

b) Ha az els6 grafot fejreallitjuk, kapjuk a masodik grafot, azaz a feladat adatait a
selejtesség szempontjabol nézziik és erre épiil ra a gépek szerinti megoszlas. (Bayes-
tételét szemléletesen tudjuk megjeleniteni grafok segitségével.)

_ pIGPISIG ) 02008
p(G,15) = (s ~ b,0165 =0,36.
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1.4abra: A 4. feladat fadiagramja
Forras: Sajat szerkesztés

Kovetkeztetések

A matematika minden 4ga felmerill a kozgazdasdgi alkalmazisok soran. A
dontéselméletben a dontési fa, mint kvantitativ moddszer segiti a dontéshozot a
valasztashoz késziilddve az alternativak elemzésében és a lehetséges kovetkezmények
értékelésében. (Zoltayné, 2005)

Az idei tanévben 48 els6éves kozgazdasz hallgatomnak egy féléves valdszinliségelmélet
targy keretében, el6adasokon és a gyakorlatokon is fadiagramok segitségével tanitottam
a targyat, ezek segitségével vizualizaltuk az adatokat, a grafon reprezentaltuk a
klasszikus valosziniiségelmélet alapdsszefiiggéseit (a szorzasi szabalyt, a teljes
valdszintiség tételét, Bayes-tételét, események fliggdségét, illetve fliggetlenségét, stb.)
Az évvégi teszt soran Osszefiiggésvizsgalatot készitettem, tiz megoldando feladat soran
azt mértem, hogy a hallgaté hany feladat megoldasanal hasznal grafot, illetve hogy ez
hogyan fiigg Ossze a hallgatd szazalékos teljesitményével e teszt esetén. A vizsgalt
mennyiségek kozotti Person-féle korrelacios egyiitthatdo r = 0,4311. Ez az érték egy
mérsékelten szoros kapcsolatra utal. (A hallgatok fadiagram- alkalmazasi gyakorisaga és
az altaluk kapott jegy kozotti korrelacio r = 0,4451, a jegy alakulasat 20%-ban hatarozza
meg, hogy hasznalt vagy sem grafot a megoldas soran.)

Sajat tapasztalatom, ha kontrollcsoportként a tavalyi hallgatéimat tekintem, hogy a
megértésben sokat segitettek a grafok, a hangsuly nem a gépies, rutinszeri
alkalmazasokon volt, hanem a megértésen, az 6nallé gondolkodason. A korrelacios
egyiitthato jol jellemzi azt, hogy mennyire szorosan fiiggenek Ossze a teszteredmények
és az, hogy a hallgatbk milyen gyakorisaggal hasznaltdk a grafokat egy
problémamegoldas soran:

a hallgatok 91,66%-a legalabb egy feladat esetén alkalmazott fadiagramot, kozel 29,16%
pedig legalabb haromszor alkalmazott grafot.

Ha valtozatossa szeretnénk tenni moddszereinket, a fadiagram olyan moédszer, eszkoz,
mely segiti a tanart abban, hogy érdekesebbé tegye a matematikadrat, hol 6nalloan, hol
egyittmikodve lehet ujabb és Ujabb tapasztalatokat szerezni, alkalmazasuk lehetévé
teszi az adatok, a feladatok jobb atlathatdsagat, fejlédik a tanuldok problémamegoldd
képessége, eldsegiti a didk aktiv részvételét a tandran.
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