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Abstractly using the mathematical model of the horizontical karstification we determine the relocity of the
denudation the karst area. We could get at the value ofthe denudation velocity as 5.6-103mm/year, if we look into
account 1000 hours/year solutional period.

1. Bevezetés

A Kkarsztosod6 mészkd térszinek karsztos lepusztulasdnak morfol6gi-
ai modelljét VERESS M., mig matematikai modelljét PENTEK K. hozta létre
(VERESS M.-PENTEK K. 1990, 1994, 1996 és PENTEK K. 1998). A mo-
dell finomitasat PENTEK K. (2001) végezte el, aki a korabbi leiras lényeges
elemeit megtartotta, viszont a tovabbfejlesztett matematikai megfogalmazas
pontosabban illeszkedik a jelenség morfologiai modelljéhez. A finomitott
modell alkalmas viszonylag kis szdmu, terepi munk&val meghatarozhaté
paraméter ismeretében az adott karsztos térszin lepusztulasi sebességének
meghatarozasara.

A Kkarsztos felszin lepusztulasi sebességét tobb kutatd is vizsgélta,
igy példaul BOGLI, A. (1961) a karrasztalok mérésével, CUCCHI, F -
FORT, F-MARINETTI, E. (1996) a k6zetbe épitett fémcsapok magassaga-
nak Ujramérésével, TRUDGILL, S. T. (1975, 1985), KASHIMA, N. et. al
(1996) a vizsgalt tertletre kihelyezett mészkd tablettdk sulyanak Gjramére-
sével hataroztak meg az adott teriilet denudaciés sebességét. ZAMBO L.
(1986) és ZAMBO L.-FELVIN L. (2000) a talaj-hatas mérésével kozvetett
madszert adott a karsztos pusztulas sebességének becslésére.

Az aldbbiakban bemutatjuk azt a mddszert, amelynek segitségével
PENTEK K. (2001) dolgozataban nyert sszefiiggésekbdl kiindulva tényle-
gesen elvégezhet6 a karsztos denudacié sebességének kiszamitasa. igy tehat
jelen dolgozat PENTEK K. (2001) munkaja szerves folytatasanak tekinthetd,
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s az ott bevezetett jel6léseket hasznaljuk az egyes fizikai mennyisegek meg-
nevezésére. E dolgozat 6nallo érthetdsége érdekében azonban témdéren 0sz-
szefoglaljuk jelen mondandénk megértéséhez sziikséges legfontosabb
el6zményeket.

2. A geomorfoldgiai és a matematikai modell

A geomorfoldgiai modell kezdeti feltétele egy talajréteggel fedett,
repedezett mészké dsszlet. A talajon atszivargd csapadékviz széndioxiddal
felddsulva hatol be a mészk6 repedezett fels6 tartomanyaba, ahol tovabb
haladva lefelé oldassal szélesiti a repedéseket, mikdzben telitédik. E folya-
mat eredményekent a k6zet felsé tartomanyabdl kifejlédik az adott térszinre
jellemz6 vastagsagu tormelékdarabokbdl allo zona. Ezen térmelékes zona
folyamatosan eltolddik lefelé, s ez a térszin alacsonyodasat eredményezi,
ugyanis a zona fels6 részén az agressziv olddszer hatasara a térmelékdarab-
kak feloldédnak. Ezéltal a kdzetbe szivargd viz telit6dési hatara a szalban
allo kézetbe lefelé tolodik el, ezért a zona alulrol a szalkdzetbdl potlodik.

E vézlatosan ismertetett geomorfologiai modell matematikai leirasa
soran a karsztos oldas NERNST, W. (1904) altal felallitott

differencialegyenletet alkalmaztuk. Itt m = a mészké oldasnak Kitett feliile-
térdl eltavozott tomeg, t = a mészk6 oldasanak id6tartama, kK= kémiai ol-

das sebességi allanddja, kT = hatarrétegben vegbemend anyagtranszport
sebességi allanddja, S = az oldoddé mészkd felillete, Ce a feloldott

kalciumkarbonat egyensulyi koncentracidja és végul C az oldat aktualis
kalciumkarbonat koncentracioja.

A matematikai modellben a térmelékes oldddasi zénat szabalyos
kockaracsban elhelyezkedé goémb alaki mészkd tormelékdarabkakbdl épi-
tettik fel, amelyek a k&zet tényleges téredezettségére jellemz6 a atmérével
rendelkeznek, s n szamu horizontalis rétegben helyezkednek el. Feltételez-
zlik, hogy ha d vastagsagu a tormelékes oldodasi zona, akkor a lefelé haladd
oldoszer a2
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linearis fliggvény szerint telitddik, ahol x jelenti a zona felsd hataratdl mert
melységet. Pontosabban szélva a (2) alaku fliggvényt az egyes horizontélis
gémbrétegek hataran ugré

alaku 1épcs6s flggvénnyel kozelitjlk.
Alulrol felfelé haladva az egyes rétegekben levé Rn, ?, su-

garu térmeléek gombok oldodasi folyamatat a kdvetkezé alaku egyenletekkel
irhatjuk le:

A fenti n szamu 06sszefliggésekben p = a mészkd sdrlisége, At= tiszta oldo-
dasi szakasz id6tartama, D = diffazios alland6 és v —az araml6 oldoszer
kinematikai viszkozitasi tényezOje. A matematikai modell részletei, a (4)
alatti dsszefiiggések részletes levezetése PENTEK K. (2001) dolgozataban
megtalalhato.

3. A tormelékgdémbdok sugarainak meghatarozasa

A tovabbiakban a (4) dsszefuiggésekbdl kiindulva meghatarozzuk az
idedlis térmelékes oldddasi zona egyes rétegeiben talalhaté tormelékgdm-
bok Rn, Rn2,..., /?,, RO sugarat. Ehhez els6 lépésként képezziik rendre
a (4) alatti egyenletekbdl az els6, majd az els6 kettd, ezutdn az elsé harom,

..., Végul az elsé n szamu, vagyis az 0sszes egyenlet 0sszegét. Ekkor a ko-
vetkez6 formulékat nyerjik:
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Most hasznaljuk fel, hogy az elsd k darab paratlan szam 6sszege k1, ezzel az
(5) 6sszefliggések alakja:

Vélasszuk szét ezutan a (6) egyenletekben a jobb oldalon a megegyezd in-
dexek szerint a térmelékgdmbok sugarait tartalmazé tagokat. Ekkor nyeljik
a
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Osszefuggéseket. Mivel i 0=0 a teljesen feloldodott térmelékgémb sugara,
igy a (7) utolsé formulajajobb oldalan a méasodik zaréjelben szereplé meny-
nyiség 0. Vonjuk ki ezutan rendre a (7) utolsé 0sszefliggésébdl az els6t, az

utols6 Osszefliggesbdl a masodikat, végul az utolsébol az utolso el6ttit.
Ekkor az

0sszesen n-1 szamu Osszefliggést nyerjuk. Lathatjuk, hogy a (8) alatti
egyenletek mindegyike az egyes tormelékgdémbok sugarait hatarozza meg
egy-egy masodfok( algebrai egyenlet altal. Ezen egyenleteket az ismeretlen
tormelékgdmbok sugaranak csokkené hatvanyai szerint elrendezve kaphat-
juk rendre a kovetkez6 6sszefliggéseket:

Bar ezen n-1 szamu masodfokl algebrai egyenlet algebrailag meg-
oldhatd, s ebbdl Rn2, /2 sugarak meghatdrozhatok, azonban az
egyutthatokat megvizsgalva megallapithatjuk, hogy
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igy jo kozelitéssel eltekinthetlink az ismeretlenek lineéaris tagjaitdl a (9) 6sz-
szeftiggésekben. Ekkor tehat a

egyenleteket nyerhetjik, amelyekbdl rendre a tormelékgdémbok sugamégy-
zetei a (7) utolsé formuldjat is felhasznalva a fentivel analdg elhanyagolés-
sal:

Most pedig az utolso dsszefuiggésnek az elsdvel, az utolso el6ttinek az els6-
vel, ..., végll a masodiknak az els6ével val6 elosztasakor az egyes sugar-
négyzeteknek a legals6 gombréteg sugamégyzetéhez valé viszonyéat nyer-
hetjuk:
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Ezen (13) alatti 0sszefiiggésekbdl pedig négyzetgydok vonasa, majd az
Rn=  értékkel torténé megszorzassal megkaphatjuk az ideéalis tormelékes

oldasi zona egyes rétegeiben talédlhatd tormelékgdmbok sugarait felulrdl
lefelé haladva:

Példaként tekintsink egy olyan idedlis térmelékes oldasi zénat,
amelynek vastagsaga d =1 m, a legalsé rétegben taladlhato gombok atméro-
je a=01 m, s igy a rétegek szama d =n a alapjan n = 10. Ekkor a (14)
dsszefuggések alapjan az egyes rétegekben levé tormelékgémbok sugarai az
I. tAblazatban talalhatok. A tablazat adataibol pedig mar megszerkeszthetjiik
az R =R(x) fliggveny grafikonjat, amelyet az 1. 4bran lathatunk.

A Kkarsztos térszinek morfometriai vizsgalatanal alapvet6 jelent6ség-
gel bir a lepusztulas becslése, illetve sebességének meghatarozasa. A
denud&cios sebesség kiszamitasanak f6 problémajat a tormelékzdnat képezd
karsztosodas esetén az jelenti, hogy nem ismerjik a térmelékes zonaba be-
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lepd és felil még agressziv, majd lefelé szivarogva az oldas folytan folya-
matosan telitédd C = C(x) flggvényt, amelynek egyik lehetséges linearis
megkozelitesét a (2) formulaban talalhatjuk.

I. tablazat.
Table |
Idedlis tormelékes oldasi zona térmelék gdmbjeinek sugara a zénafelsd hataratol valé mélységfiiggvényében
In this case (theoratically) the radius ofsphericals shape pieces o fthe solution zone depend onfrom the depth

x[m] *(*) fm
0 0

01 2,15- 10!
0,2 2,98 10s
0,3 3,56- 10*
0,4 3,99 102
0,5 4,32- 105
0,6 4,58 102
0,7 4,77- 102
0,8 4,89- 10-3
0,9 497 102
1,0 500 102

Megjegyzés: Ittd=I m, a=0.1 m. n=10
Noticed: Here isd=I m. a=0./ m. h-10

I. dbra: Az /. tablazat adataibdl szerkesztett elméleti R=R(x) fliggvény grafikonja
Fig. I. Thediagram ofthefunction R=R(x) which was createdfrom the data ofthe Table I.
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A 3. fejezetben bemutatott szamitasainkat felhasznalva azonban a
C = C(x) fluggvény explicit alakjanak ismerete nélkll is kiszamithatjuk a
denudécios sebességet. Ehhez csupan a térmelékes oldédasi zéna geometriai
jellemzdit kell meghatarozni a vizsgalt karsztos teriilet természetes, vagy
mesterséges vertikalis feltarulasanal.

A Kkarsztos térszin denudacios sebessége modellink alapjan a

osszefliggéssel hatarozhaté meg (PENTEK K. 2001). A (15) formulaban
szerepld paramétereket az alabbi tipusokba sorolhatjuk:
a) A térmelékes oldasi zdna geometriai jellemz0i:
d = a térmelékes zona vastagsaga,
a - atormelékdarabok atlagos atméréje a tormelékes zéna aljan.
b) A mészkd kémiai oldasanak jellemzéi:
Ce = a feloldott mészké egyensulyi koncentracidja az olddszerben,
kK =a mészkd kémiai oldasanak sebességi allandoja.
c) A szivarg6-aramlo6 olddszer hidrodinamikai jellemz6i:
D = az aramlé olddszer diffazios allanddja,
v = az aramlo olddszer kinematikai viszkozitéasi tényezdje.

4. Mintavétel és az adatfeldolgozas modszere

Vizsgaljuk most meg sorjaban a (15) formuldban szerepl6 paramé-
tertipusokat, hogy milyen mddszerrel tudjuk értékiiket meghatarozni, illetve
kielégitdé pontossaggal becsiilni.

A tormelékes zona tobb feltarulasat is tanulményozhatjuk az E 71
orszagut utbevagasainal (Horvatorszag, Plitvicei-tavaktol északra). Az Utbe-
vagas altal feltart egyik tormelékes zénat - amely geomorfologiai helyzete
miatt kornyezetéb6l térmelék anyagot nem kaphat - mintaztuk meg. (Foldrajzi
koordinataig = 44° 59' 55,4"; A =15° 45'42,8"; magassaga A=308Mw.) Az
Osszletek a kdvetkezdk fentr6l lefelé haladva: 1. talaj, 2. mallasi maradék, 3.
maéllasi maradék toérmelékkel, 4. tombokre kulonilt k6zet mallasi maradék
nélkal, 5. szalkdzet. Ezen Osszletek kozil a tormelékes zéna d vastagsagaval
a 3. alatt szerepl6 réteg vastagsaga azonosithatd. Az ezen z6né&bdl vett min-
tasorozat feldolgozédsaval abrazolhatjuk a zéna felsé hataratol mért x mély-
ség flggvényében az ott taladlhatd térmelékdarabok atlagos atmérgjének fe-
lét, vagyis a gémbnek tekintett tormelékdarabok kiatlagolt sugarét. E suga-
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rakat dsszevetve a (14) Osszefuiggésekben mért sugarakkal az a paraméter
megadhato.

2. abra: A horvatorszagifelmérés adataibol szerkesztett R=R(x) fliggvény grafikonja
Fig. 2. The diagram ofthefunction R=R(x) which was consturtedfrom the data ofthe creation measurements

A mintavetel mddszere az alabbi volt: felllr6l lefelé haladva 20 cen-
timéterenként veletlenszertien kb. 30-40 db térmelékdarabot emeltink ki. A
mintak anyagat a kdvetkez6 modon dolgoztuk fel: megmértik az egyes tor-
melékdarabok atméréjét harom, paronként egymasra meréleges, a térmelék
alakjara jellemz6 iranyban. Ezen atmér6k atlagat képezve meghataroztuk a
tormelékzona adott mélységeben a képzeletben gémb alakdra transzformalt
tormelékdarab atmérdjét, majd ezt felezve nyertik a megfelel6 térmelék-
gémb sugarat. E sugar értékét abrazoltuk a zéna fels6 hataratdl mért mély-
ség fliggvényében. igy nyertik a 2. abran szerepld fuggvényt, amelybdl
lathatd, hogy elméleti modellink alkalmazhatd és keresett paramétereink
értéke: d =1,25m, a - 0,08 m.

A mészkd oldasa kémiai folyamatat vizsgalva DUBUANSZKIJJ. V.
(1987) szerint a k&zet felletérdl leoldott mészkd oldatban levé egyensulyi
koncentracioja meghatarozhaté a
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érték adddik. A mészké karsztos oldasa (1) alatti differenciadlegyenletében
fellép6 kémiai oldas sebességi allandojat DUBUANSZKIJ, J. V. (1987),
RICKARD, D. - SJOBERG, E. L. (1983, 1984) alapjan a

értéket nyeljlk.

A Kkarsztos oldas hidrodinamikai jellemzdit vizsgalva szintén
DUBUANSZK1J, J. V. (1987) és RICKARD, D. - SJOBERG, E. L. (1983,
1984) nyoman a diffuzids allandét kiszamithatjuk a
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értéket kaphatjuk. Az aramlé oldat Kkinematikai viszkozitasahoz
DUBUANSZKIJ, J. V. (1987), valamint RICKARD, D. - SJOBERG, E. L.
(1983, 1984) eredményeit felhasznalva

IT- 0 T

formulat hasznélhatjuk, ahol Av =259 10 9-—--, Ev=146 -104———;|— S
s moé
valasszuk a rendszerre jellemz6 T= 283° K = 10° C hémérsékletet. Ekkor

adja meg a karsztos oldast megvalosité oldat kinematikai viszkozitasi ténye-
z6jét.

Megemlitjik, hogy a (18), (20) és (22) 6sszefliggések az Arrhenius

egyenletek, tovabba R' az egyetemes gazallandd és p - 270011[2 a meszké
m

sir(isége. A fentiekben kiszamitott értékeket a (15) formulaba helyettesitve
mar konnyen kiszamithatjuk vizsgalt helyszinen a denudacié sebességének
szamértékét, amelyre

adddik. E sebesség azonban folyamatos karsztos oldassal (oldédasi id6tar-
tam) szamol, noha a folyamat az old6szer hianyaban leéll. Ha azonban ko-
rabbi modszeriinknek megfeleléen éves viszonylatban megéllapitunk a csa-
padékadatok tanulmanyozéasa alapjan egy, az adott teriileten realis

az oldasi id6tartamnak a teljes év hosszahoz viszonyitott aranyossagi tenye-
z0jét, akkor megkaphatjuk annak a karsztos térszinnek a lepusztulasi sebes-
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ségét, ahonnan a térmelékes zdnat mintaztuk és a tormelékdarabok méreteit
meghataroztuk. A denudacios sebesség értéke a fentiek alapjan:

ami mas szavakkal aztjelenti, hogy nagyjabol 180 év alatt sullyed a vizsgalt
teriilet 1 mm értéket.

Megjegyezziik, hogy a fentiekben bemutatott szampéldank eredmé-
nyében tovabbra is jelentds méretli bizonytalansag rejtézik. Figyeljik meg
ugyanis, hogy kis terlleten belll is komoly inhomogenitasok tapasztalhatok
a tormelékdarabok mélység szerinti eloszlasaban, illetve a térmelékes oldasi
zOna vastagsaga is helyr6l helyre valtozhat. Szeszélyesebb csapadékelosz-
l&s, nagyobb, vagy kisebb mennyiségl hé olvadasa is jelentds befolyasold
tényezd a karsztosodd aktiv és inaktiv id6szakok meghatarozasakor.

5. Eredmeények

Dolgozatunkat egy olyan modellre alapoztuk, amely lényegében
megragadja és matematikailag is kiszamithatdva teszi a karsztos térszinek
denudécios sebességét (PENTEK K. 2001). A jelen dolgozatban bemutatott
részletes numerikus példa tanisaga szerint j6 megkdzelitése a valdsagnak
egy olyan telitddési fuggvény elfogadasa, amely (2) formuldban talalhatd.
Természetesen nem kizart, hogy egy nem linearis fliggvénnyel jellemezhet6
telitddési fuggvénnyel egy adott masik karsztos térszin lepusztulasi folya-
mata pontosabban leirhato.

Szamitasaink eredményeként azt talaltuk, hogy a vizsgalt terlleten a
karsztos denudacio sebessége 1000 oOra/év oldddasi id6tartamot feltételezve
56- 10'3mm/év, ami azt jelenti, hogy e sebesség nagysagrendjét tekintve jo
egyezést mutat a bevezetéshen emlitett szerz6k mas maédszerrel nyert sebes-
ségi adataival.

Matematikai modellink kidolgozédsa sordn mindvégig igyekeztiink
lehet@ség szerint egyszerliségre torekedni, éppen a felhasznaldi oldal szama-
ra el6segitendd a konnyebb alkalmazhatésagot. Kivanatos torekvésink a
jovében, hogy dolgozatunkban ismertetett matematikai modelliinket minél
tobb karsztos tertileten kipréobaljuk, s igy lehet6ségiink legyen megbizonyo-
sodni annak eredményes hasznalhatdsagarol.
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