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ABSTRACT  
 

In the early stage of designing gear units, one must 
make a decision about the number of stages of the 
wanted speed ratio. The literature gives experience-
based recommendation about this problem. In this pa-
per a new method for definition is presented where the 
number of stages are determined by the basis of two as-
pects: (1) by the minimal requested volume of the gear 
units, (2) by the minimal moment of inertia of the gear 
units. 

 
 

BEVEZETÉS 
 
A hajtóm tervezés korai szakaszában dönteni kell ab-

ban a kérdésben, hogy egy kívánt áttételt hány fokozat-
tal (egy, kett  stb.). valósítsunk meg. A probléma meg-
oldására az irodalomban tapasztalatokon alapuló javas-
latok találhatók. Ebben a cikkben olyan matematikai 
összefüggéseket mutatok be, amelyek alapján megálla-
pítható az egy fokozatban megvalósítható áttétel opti-
mális értéke két célfüggvény esetére: (1) a hajtóm  leg-
kisebb helyigénye, (2) a hajtóm  legkisebb tehetetlen-
ségi nyomatéka. 

 
 

1. A FOGASKERÉKPÁR F MÉRETEI 
 
Egy fogaskerépár f méretei a tengelytáv (aw) és a fo-

gaskerekek szélessége (b) (1. ábra). E két méret hatá-
rozza meg a kerékpár helyigényét [1]. További fontos 
paraméterek még a modul (m) és a fogszámok ( z1,  z2 ). 

A felsorolt paramétereket a fogaskerékpár el tervezé-
sekor ill. méretezésekor kell meghatározni. 

A tengelytávot a fogfelületen jelentkez  Herz-
feszültség alapján határozzuk meg: 
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Ahol: 
T1 forgatónyomaték a kiskeréken 

min
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NTH
HP S

Z
 a megengedett Hertz-feszültség 

limH  a Hertz-feszültség határértéke 
ZNT  élettartamtényez ,  
SHmin biztonsági tényez . Értéke 1,2 és 1,8 (2) között 
vehet  fel. 

ZZZZZZ BHE  összesített fogfelületi tényez  
ZE rugalmassági tényez . 
ZH gördül kör-tényez ,  
Z  kapcsolószám-tényez . 
ZB egyfogpár-kapcsolódási tényez . El tervezés-
nél az értéke 1,2– 1,3. 

cosZ  fogferdeség-tényez . 

HHvAH KKKKK  összesített terhelés-tényez , 
KA üzemtényez ,  
Kv dinamikus tényez , el tervezésnél értéke 1,5  
      és 2 között választható, 
KH  fogszélesség menti terheléseloszlás-tényez , 
KH  homlok terheléseloszlás-tényez  felületi teherbírás-
ra, 

1wd
b

 a fogszélesség-tényez . Kétoldalt csapágya-

zott kerékre 0,9…1,2 közötti értékre vehetjük föl, kon-
zolosan ágyazott kerékre pedig legfeljebb 0,7-re. 

b a fogaskerekek szélessége 
dw1 a kiskerék gördül kör átmér je. 
u a szükséges fogszám-viszonya 
Az aw meghatározása után a szükséges fogszélesség: 
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A modul értékét a fogt feszültség alapján határozzuk 

meg: F
FPw

n KY
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Ahol: 
min
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a megengedett fogt feszültség, 

limF a fogt feszültség határértéke, 
YNT élettartam tényez ,  



GÉP, LXI. évfolyam, 2010. 4. SZÁM 29

SFmin biztonsági tényez . Értéke 1,6 és 2 között vehet  fel. 
YYYYY SaFa összesített fogt -tényez  

YFaa fogalaktényez . El tervezésnél 2,3-ra vehet . 
YSa a feszültségkoncentrációs tényez . El tervezésnél  
     1,5 és 1,7 között vehet  fel. 
Y  a kapcsolószám-tényez . El tervezésnél 0,7-re vehet  
fel, 
Y   a fogferdeségi tényez ,  

FFvAF KKKKK  összesített terhelés-tényez  a 
fogt re nézve 

KA és a Kv értéke megegyezik a tengelytáv meghatá-
rozásnál már felvett értékekkel. 

KF  fogszélesség menti terheléseloszlás-tényez  fogt  
teherbírásra. E tényez  értéke  
kisebb, mint a KH  értéke. El tervezésnél vehetjük azo-
nos vagy valamivel kisebb érték re. 

KF  = KH  homlok terheléseloszlás-tényez  fogt  te-
herbírásra. 

 
 

1. ábra. A fogaskerékpár f méretei 
 
A szükséges fogszámösszeg kiszámításánál feltételez-

zük, hogy wt  t 

t

wt

n

w

m
az
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coscos2

 

A két kerék fogszáma  
11 u

zz  12 zzz  

Mindkét fogszámot a legközelebbi egész számra kell 
kerekíteni. 

 
 

2. A FOKOZATSZÁM MEGHATÁROZÁSA  
A HAJTÓM  LEGKISEBB HELYIGÉNYE  

SZERINT 
 
A fogazat helyes kapcsolódását az áttétel nem korlá-

tozza, így az egy fokozatban megvalósítható legna-
gyobb áttételnek a fogaskerékpár helyigénye szab ha-
tárt. A hajtóm  méreteivel általában egyenesen arányos 
a hajtóm  tömege- és a gyártási költsége is. Az egy fo-
kozatban megvalósítható legnagyobb áttétel értékére az 
irodalomban tapasztalatokon alapuló javaslatok találha-
tók. Ezek értéke 8 (10) [4], 6 (8) [2], 6 (8) [6]. Ebben a 

fejezetben matematikai összefüggést mutatok be, amely 
alapján megállapítható az egy fokozatban megvalósítha-
tó áttétel optimális értéke a hajtóm  helyigénye szem-
pontjából.  

 
 

2.1 A HAJTÓM HÁZ SZÜKSÉGES TÉRFOGATA  
 

2.1.1 A térfogatigény egy fogaskerékpár esetére 
 
Egy fogaskerékpár helyigényét egy olyan téglatesttel 

határozhatjuk meg, amelybe a kerékpár belehelyezhet  
(1. ábra): 21212 2 ww dabV . 

Ahol: 
1

212 u
uadud www , 

1
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és ezzel a térfogat kifejezése: 
1

4 2
1212 u

uabV w . 

A fenti kifejezésb l látható, hogy a szükséges térfogat 
els sorban a tengelytáv függvénye. Ha megvizsgáljuk 
az 1.1 fejezetben ismertetett tengelytáv-képletet, megál-
lapítható, hogy a tengelytáv értékét a terhelés, az áttétel, 
a kerekek anyagának szilárdsági jellemz i, az összesített 
fogfelületi tényez  és az összesített terhelés-tényez  be-
folyásolják. Tekintettel arra, hogy az elemzésünk célja 
az optimális fokozatszám meghatározása, a tengelytáv 
felírható a következ  formában:  
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Ahol: 
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kinthet . 
Ezzel az egyszer sítéssel élve, a fogaskerékpár térfo-

gatigénye: 
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Ez egyben az egyfokozatú hajtóm  térfogatigényének 

(Vh1) felel meg. 
 

2.1.2 A kétfokozatú hajtóm  térfogatigénye 
 
A kétfokozatú hajtóm vek esetén megkülönböztetünk 

párhuzamos- és koaxiális tengelyelrendezés  hajtóm  
kialakítást. A koaxiális elrendezés kompaktabb hajtó-
m vet eredményez, ezért az elemzés erre a típusra vo-
natkozik. A kétfokozatú hajtóm be két pár kereket kell 
beépíteni, így a helyigény felírható mint: 

34122 VVVh    
1

4
1

12
11212 u

uabV w
, 

1
4

2

22
23434 u

ualbV w  



30 4. SZÁM GÉP, LXI. évfolyam, 2010.

ahol: l  a csapágyazás szélessége  (2. ábra) 
 
aw1, aw2 az els - ill. második fokozat tengelytávolsá-
ga 
b12, b34 az els - ill. második fokozat kerékszélessége 
u1, u2  az els - ill. második fokozat áttétele. 

 
2. ábra. A kétfokozatú koaxiális elrendezés   

hajtóm  vázlata 
 

A 2.ábrán látható elrendezés szerint a hajtóm  térfo-
gata akkor legkisebb, ha a tengelytávok megegyeznek: 

  21 ww aa . 
Ebben az esetben a kétfokozatú hajtóm  térfogata: 
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2.1.2.1 A fokozatok áttétele 

 
A hajtóm  áttétele megegyezik a kerékpárok áttételei-

nek szorzatával: 
 21 uuu .      (7) 
A hármas kerék forgatónyomatéka:  
 113 TuT .      (8) 
A tengelytávok: 
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Az  21 ww aa feltételb l írható fel a következ  ösz-

szefüggés: 
2

4
2

1
1

4
1 11

u
uu

u
u

   (9) 

 
A fenti kifejezés (9) segítségével összefüggés állapít-

ható meg az els  és a második kerékpár áttételei között. 
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lést alkalmazzuk, a fenti egyenlet a következ  formában 
írható fel: 
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A másodfokú egyenlet gyökei: 
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Mivel u1 értéke egynél nagyobb, az els  gyökértéket 
fogadjuk el és így 
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Ezzel megkaptuk az u1 és u2 közötti összefüggést 
függvény alakjában, amelynek grafikus ábrázolása a 3. 
ábrán látható. A görbe az u2 = 2,5…4 tartományban 
egyenes vonallal helyettesíthet , amelyet a következ  
formában írhatunk fel: 

  21 2uu       (10) 
Az ebb l adódó hiba nem haladja meg a három száza-

lékot. 
Ha ezt az összefüggést behelyettesítjük a hajtóm  át-

tételének képletébe, úgy az egyes fokozatok áttételét ki-
fejezhetjük a hajtóm  áttételével: 
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uuuu 71,0
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uuuuu 42,12
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22 21   (12) 

 
3. ábra. Az u1 függvény grafikus ábrázolása 
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2.1.2.2 A kerékszélesség az els   
és a második fokozatnál 

A kerekek szélessége meghatározható a (2) összefüg-
gés szerint: 
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Ha feltételezzük, hogy 21 , és 21 ww aa , vala-
mint figyelembe vesszük a (10) és (12) egyenleteket, 
akkor a két kerékszélesség között az alábbi összefüggés 
írható fel: 
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2.1.2.3 A térfogatigény függvénye  

Meglév  hajtóm vek elemzése alapján, a csapágyazás 
szélessége megközelít en az els  fokozat kerékszéles-
ségével megegyezik: 12bl  

Ezt feltételezve, valamint figyelembe véve a kerekek 
szélességére és a fokozatok áttételeire felírt összefüggé-
seket, a kétfokozatú hajtóm  térfogatigényére a követ-
kez  összefüggés írható fel: 
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2.2 AZ OPTIMÁLIS FOKOZATSZÁM 
 MEGHATÁROZÁSA  

A HELYIGÉNY SZEMPONTJÁBÓL 
 

Az egyfokozatú- és a kétfokozatú hajtóm  helyigé-
nyeinek összehasonlításával meghatározhatók az áttétel 
tartományok, amelyekben el nyösebb egy- ill. kétfoko-
zatú hajtóm  alkalmazása. Az (5) és (14) egyenletek 
felhasználásával a kétfokozatú és egyfokozatú hajtóm -
vek helyigényének hányadosa a (15) egyenlettel fejez-
het  ki: 
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A fenti kifejezés értékének elemzésével döntés hozha-
tó a tekintetben, hogy egy vagy kétfokozatú hajtóm vet 
célszer  tervezni, a következ k szerint: 
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V  határeset, amikor mindkét esetre azonos a tér-

fogatigény  
 
A térfogatigények viszonyát az áttétel függvényében a 

4. ábra mutatja.  

 
4. ábra. A térfogatigények viszonya 

 
Az elvégzett elemzés alapján megállapítható, hogy 

u>8 esetén kétfokozatú hajtóm  kialakítása célszer , ill. 
u<8 esetén egyfokozatú hajtóm  kialakítása kedvez bb. 

 
 

3. A FOKOZATSZÁM MEGHATÁROZÁSA  
A HAJTÓM  LEGKISEBB TEHETETLENSÉGI 

NYOMATÉKA SZERINT 
 

Fogaskerekes hajtóm vek esetében a tehetetlenségi 
nyomatékot a forgó alkatrészek adják, ennek értéke el-
s sorban a fogaskerekek méretét l és azok elrendezésé-
t l függ. 

 
3.1 A FOGASKERÉKPÁR TEHETETLENSÉGI 

NYOMATÉKA 
 
A tehetetlenségi nyomaték legy zéséhez szükséges 

forgatónyomatékot, a súlyponton áthaladó tengely körül 
forgó test esetében, a tehetetlenségi nyomaték és a 
szöggyorsulás szorzataként határozzuk meg: 

zz JM  
 
A kapcsolódó fogaskerékpár szükséges forgatónyo-

matéka: 
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JM  

ahol: J12  a kapcsolódó fogaskerékpár tehetetlen-
ségi nyomatéka. 

2112
1 J
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JJ                            (16) 

Reduktor esetén ui  
A tehetetlenségi nyomaték meghatározásánál a fogas-

kereket hengernek tekinthetjük, melynek átmér je a fo-
gaskerék osztókörével egyenl . 

A henger tehetetlenségi nyomatéka: 

 
2

2rmJ  

Ahol: 
Vm  a henger tömege 

                    az anyags r ség  
brV 2  

ezzel 22 rbkrbm ,  
ahol:  
k adott anyag esetére állandónak tekinthet . 

Ezzel a henger tehetetlenségi nyomatéka 
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4rbkJ
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Ezt behelyettesítve a (16) egyenletbe, a kapcsolódó 
fogaskerékpár tehetetlenségi nyomatékára a következ  
kifejezést kapjuk: 
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illetve ha a gördül sugarat a tengelytávval fejezzük ki 
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3.2 A FOGASKEREKES HAJTÓM   
TEHETETLENSÉGI NYOMATÉKA 

 
Egy kívánt áttétel megvalósítható egyfokozatú, kétfo-

kozatú, háromfokozatú, stb. hajtóm vel, az áttétel pedig 
a fokozatok, ill. a fogaskerékpárok áttételének szorzata 
lesz:  

két fokozat esetén:   3412 uuu , 

három fokozat esetén 563412 uuuu . 

 
3.2.1 Az egyfokozatú hajtóm  tehetetlenségi nyomatéka 

 
Ha a tengelyek tehetetlenségi nyomatékát elhanyagol-

juk, akkor az egyfokozatú hajtóm  tehetetlenségi nyo-
matéka a fogaskerékpár nyomatékával megegyezik (18). 
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3.2.2 A kétfokozatú hajtóm  tehetetlenségi nyomatéka 

 
Az 5. ábra jelöléseit felhasználva a hajtóm  inercia-

nyomatéka a következ  kifejezéssel írható fel: 
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ahol: Jh2  a kétfokozatú hajtóm  tehetetlenségi nyomaté-
ka, 
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J1, J2, J3, J4 a kerekek egyenkénti tehetetlenségi nyomaté-
ka. 

 

 
5. ábra. Kétfokozatú hajtóm  egyszer sített vázlata 
 
A fogaskerekek egyenkénti tehetetlenségi nyomatéka 

az el z  fejtegetések szerint: 
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bkJ ,  ahol  j=1, 2, 3, 4 

Az egyszer bb írásmód érdekében bevezetjük a kö-
vetkez  jelöléseket: 

 112 uu , 234 uu , 2114 uuuu . 
Ezzel a kétfokozatú hajtóm  tehetetlenségi nyomatéka 

a következ  formában írható fel: 

2
1

2
1

2

4
3

3
1

4
2

2
1

4
1

12
www

h
r

bk
u

r
bk

u
r

bkJ  

2
1 4

4
4

21

wrbk
uu

               (21) 



GÉP, LXI. évfolyam, 2010. 4. SZÁM 33

Általában egy-egy kerékpár kerekeinek szélessége 
azonos, illetve  1221 bbb ,  3443 bbb . 

A gördül sugarakat a tengelytávval fejezzük ki, illet-
ve 

11

1
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ar w
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1
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2
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, 
12

2
24 u
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Ezeket behelyettesítve, a kétfokozatú hajtóm  tehetet-
lenségi nyomatéka a következ  alakban írható fel: 
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Hasonló módon eljuthatunk a háromfokozatú hajtóm  
tehetetlenségi nyomatékának kifejezéséhez, de itt csak 
az egy- és kétfokozatú hajtóm  elemzésére szorítko-
zunk. 

 
 

3. 3 AZ OPTIMÁLIS FOKOZATSZÁM  
A HAJTÓM  TEHETETLENSÉGI NYOMATÉKA 

SZERINT 
 
Az egyfokozatú- valamint a kétfokozatú hajtóm  te-

hetetlenségi nyomatékát leíró kifejezések elemzésével 
megállapítható, hogy a tehetetlenségi nyomatékot a leg-
nagyobb mértékben a tengelytáv befolyásolja (a negye-
dik hatványon) valamint a kerekek szélessége és az átté-
tel.  

Ha megnézzük a tengelytávot meghatározó képletet 
(1), láthatjuk, hogy a tengelytáv értéke is függ az áttétel-
t l.  

A tengelytáv képletében szerepl  mennyiségek a for-
gatónyomaték és az áttétel kivételével, adott anyagpáro-
sítás és üzemfeltételek mellett, esetünkben állandónak 
tekinthet k és így a tengelytáv egyszer sítve felírható: 
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Kétfokozatú hajtóm  esetén a tengelytáv számítását 

külön végezzük az els - ill. második fokozatra. Figye-
lembe véve fokozatok áttételei, valamint a forgatónyo-
matékok közötti összefüggéseket (7), (8), a tengelytávok 
kifejezései a következ k lesznek: 
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Ezeket a kifejezéseket behelyettesítjük a tehetetlensé-

gi nyomatékok képletébe (19), (22), így azok a követke-
z  alakban írhatók fel: 
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Célunk a tehetetlenségi nyomatékok összehasonlítása, 
amikor az áttételt egy- vagy kett  fokozattal valósítjuk 
meg. A T1, C és k ismeretlenek kiiktatása céljából vizs-
gáljuk a két egyenlet hányadosát: 
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A fenti kifejezés értékének elemzésével döntés hozha-

tó a tekintetben, hogy egy vagy kétfokozatú hajtóm vet 
célszer  tervezni, a következ k szerint: 
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 határeset, amikor mindkét esetre azonos a 

tehetetlenségi nyomaték  
A (26) kifejezésben szerepelnek a kerekek szélességének 

viszonyai, ezek kifejezhet k az áttételek függvényeként, 
felhasználva a (2), (23), (24) és (25) összefüggéseket. 

A fogszélesség-tényez  értékét vegyük egyenl nek: 
3412 , 
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A második fokozat áttételét kifejezhetjük a (7) össze-

függésb l, ill.:  
1

2 u
uu  

Így két ismeretlenes igen bonyolult egyenleteket ka-
punk. Az u és u1 értékeket felvéve a tehetetlenségi nyo-
matékok hányadosa meghatározható és ez egy térgörbé-
vel grafikusan ábrázolható. Ha az u áttétel értékére kü-
lönböz  konstans értékeket veszünk fel, akkor az u1 vál-
tozó függvényében egy görbenyalábot kapunk (6. ábra). 
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Ezek kiértékelésével megállapítható, hogy amikor az át-
tétel, u= 2,4 felett van, akkor a tehetetlenségi nyomaték 
tekintetében kedvez bb a kétfokozatú hajtóm .  

 

6. ábra. A tehetetlenségi nyomatékok viszonya 
 
 

ÖSSZEFOGLALÓ 
 
A cikkben két analitikai összefüggéseken alapuló 

módszer került bemutatásra a fokozatok számának meg-
határozására. Az elemzés csak az egy- és kétfokozatú 
fogaskerekes hajtóm vekre terjed ki. 

Az elvégzett elemzés eredményeként megállapítható, 
hogy a hajtóm  legkisebb helyigénye tekintetében, u > 8 
esetén kétfokozatú hajtóm  kialakítása célszer , ill. u < 
8 esetén egyfokozatú hajtóm  kialakítása kedvez bb. 

Abban az esetben, amikor a kit zött cél a legkisebb 
tehetetlenségi nyomaték, akkor, u= 2,4 felett a hajtóm -
vet célszer  kétfokozatúra tervezni. 

CONCLUSION 
 
In this paper the possibility for definition the number

of stages on the basis of analytical dependencies is pre-
sented. The analysis covers only gear units with one and
two stages. 

On the basis of fulfilled analysis it can be established
that by the minimal requested volume of the gear units

 

by u > 8, two stages is recommended, while in cases 
when u < 8, the gear unit design with one stages is fair.  

In cases when the goal is the minimal moment of iner-
tia of the gear units, then over the ratio value u= 2,4  it 
is practical to design the gear unit with two stages. 
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