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VONTATMÁNYOK OLDALIRÁNYÚ  
STABILITÁSVESZTÉSE 

LATERAL INSTABILITY OF TOWED STRUCTURES 
 

Takács Dénes* és Stépán Gábor** 
 
 

ABSTACT 
 
A low degree-of-freedom mechanical model of towed 
rolling systems is considered. The linear stability boun-
dary is determined in the parameter plane of the dimen-
sionless towing speed and caster length. A necessary 
(but not sufficient) condition of the stable stationary 
rolling is presented that gives important information 
about the proper loading of trailers, caravans, etc. The 
sense of the Hopf bifurcation at the linear stability 
boundary is calculated analytically and estimation is 
given for a critical damping ratio, which characterizes 
the parameter setup, where subcritical Hopf bifurcation 
changes to supercritical. 
 

1. BEVEZETÉS 
 
Járm veink biztonságos irányításában kulcsfontosságú 
szerepet játszik a megfelel  oldalirányú stabilitás [1]. A 
laterális stabilitás vizsgálata különösen fontos vontatmá-
nyok, például utánfutók, lakókocsik, csuklós buszok, 
tehergépjárm vek esetén [2,3]. Ennek oka, hogy a von-
tatmánnyal rendelkez  járm vek által elszenvedett bal-
esetek gyakran éppen a vontatmány stabilitásvesztésére 
vezethet k vissza. A mindennapi közlekedésben is sok-
szor megfigyelhet  a vontatmányok úgynevezett kígyózó 
mozgása, amely megjelenésével veszélyhelyzeteket 
teremt a közúton. 

A vontatmányok lineáris stabilitásvizsgálatát nagyban 
nehezíti, hogy járm veink számos szabadsági fokkal 
rendelkez  komplex rendszerek [4], melyek modellezése 
az esetek többségében bonyolult feladat. Egy összetett 
rendszer azonban gyakran egyszer síthet , amennyiben 
a meghatározó lengésképek megfelel en kerülnek kivá-
lasztásra. Ilyenkor a rendszer leírható egy egyszer , 
általában analitikusan is kezelhet  kis szabadságfokú 
mechanikai modellel, amely képes lényegileg megragad-
ni és megmagyarázni a gyakorlatban megfigyelt releváns 
rezgéseket. 
 

2. MECHANIKAI MODELL 
 
A vontatmányok stabilitásának vizsgálatához tekintsük 
az 1. ábrán látható mechanikai modellt, amely egy töké-
letesen merev R sugarú kerékb l és a hozzá kacsolódó l 
hosszúságú vontatórúdból áll. 
 
 

 A vonórúd az A pontban lév  királycsapnál kapcsolódik 
az t v állandó sebességgel vontató szerkezethez, melyet 
oldalirányban kitérít. Az oldalirányú kitérítés hatására 
létrejöv  reakcióer ket a kl laterális irányú merevséggel 
és bl csillapítási tényez vel vesszük figyelembe a mo-
dellben, mint a kitérítés nagyságával és sebességével 
arányos mennyiségeket. A vontatórúd tömege mc, súly-
pontjának távolsága a királycsaptól lc és a C súlypontján 
átmen  vett z tengelyre számított tehetetlenségi nyoma-
téka Jcz,. Utóbbi paraméterek változtatásával vizsgálható 
a vontatmányon elhelyezett rakomány hatása a stabilitás-
ra. A kerék tömege mw és a súlypontján átmen  forgás- 
és kereszttengelyére számított tehetetlenségi nyomatékok 
Jwy és Jwz. 
 

 
 

1. ábra: A mechanikai modell: (a) axonometrikus nézet, 
(b) felül- és oldalnézet. 
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 A tuskó kopását alapvet en két paraméter befolyásolja fékezés közben, a két elem közötti relatív csúszási se-besség (modellkerék kerületi sebessége), valamint a fékez er  (tuskóer ), melyek beállítására a próbapad alkalmas volt, az alábbiak szerint:  a kerék kerületi sebessége (a hajtásrendszeren ke-resztül, egy fordulatszám-szabályozott egyenáramú motorral), amelynek értéke: 11,6 m/s.  a tuskóer  (hidraulikus munkahengerrel egy nyomó rugón át), amelynek nagysága: 500 N. A mérések során az alábbi mennyiségeket mértük:  a féktuskóer t (er mér cella),  kar áttételen keresztül kifejtett „támaszer t” (er mé-r cella), amib l számítható a súrlódó er  és a súrló-dási tényez  értéke. A mérésekb l meghatároztuk a súrlódási tényez  átla-gos értékét, amely μ=0,34 adódott, amelyet a kés bb a végeselemes kopásszimuláció során felhasználtunk. A mérési elrendezést a 2. ábra és a 3. ábra mutatja be.  

 2. ábra. Mérési elrendezés   

 3. ábra. Féktuskó és a modellkerék az 1:4 lépték  mér -padon   3. FÉKTUSKÓ KOPÁSA   A féktuskó kezdeti alakjából adódóan várható volt a féktuskó gyors bekopása, amelyet a kés bbi eredmények igazoltak is. Fékezéskor a kerék forgásának következté-ben, a tuskó felületének terhelése eltolódik a felület kb. fels  kétharmadába, így ezen a tartományon a felület igénybevétele kb. 20%-kal megnövekszik az álló álla-pothoz képest, ezáltal ennek kopása nagyobb lesz, ez a kés bbi mérésekb l és számításokból is jól látható. A 

terhelésnek ez a változása a tuskó magassága mentén, a súrlódó er  visszahatásából adódik. A tuskó belép  éle, ami egyben a nagyobb terhelés  él is, (az 1. ábra alapján a fels  éle a féktuskónak) lép el ször kapcsolatba a kerék felület „beérkez ” pontjával, így a tuskó fels  harmada, az ily módon kialakuló er rendszer következ-tében, nagyobb er vel nyomódik a modellkerék felüle-téhez. A féktuskó koptatási futama után szabad szemmel is jól láthatóan megkülönböztethet ek voltak egymástól a tuskó kopott felületei, és a kapcsolódásban még részt nem vev  felület rész. A féktuskón az els  lépést köve-t en kialakult kopási felületeket a 4. ábra és az 5. ábra mutatja. A kopás nyomokból látható (5. ábra), hogy a tuskó és a modellkerék tengelyei nem voltak párhuzamosak egy-mással, vagy a féktuskó megmunkálása volt pontatlan a mérés el tt, így kissé ferde kopáskép alakult ki a kap-csolódási felületen.  

 4. ábra. Kopott felületek 100 s után  

  5. ábra. Kopott felületek 100 s  után a két kopási terület kinagyításával  A kés bbi koptatási futamok során, a tuskó teljes be-kopásakor, a hibákból adódó kezdeti ferde kopási kép elt nt, mivel a tuskó teljes felülete bekopott.  4. FÉKTUSKÓ KOPÁS MEGHATÁROZÁSA VÉGESELEMES MÓDSZERREL  1.1. A kopásszámításhoz használt geometriai és végeselemes modell  A végeselemes számításokhoz geometria modelleket készítettünk, valamint ezekb l egy összeállítást, ame-lyek méretei megegyeznek a mér pad elemeinek mére-tével. A végeselemes számításokhoz felhasználtuk a mérés során mért adatokat, a súrlódási tényez t, tuskó-er t, valamint a korábban már említett anyagjellemz ket (1. táblázat). Az összeállítási modell tartalmazza a kerék egy részle-tét, a féktuskót, és a féktuskó pozícióját meghatározó csapszeget, amely az er bevezetés módját könnyíti meg 

koordináta választható. Legyenek ezek a vonórúd függ -
leges tengely körüli szögelfordulása , a királycsap 
laterális elmozdulása q és a kerék forgástengely körüli 
elfordulása . 

Amennyiben a vontatmány stabilitásvesztését kíván-
juk vizsgálni, azaz a egyenesen való stacionárius gördü-
lés lineáris stabilitását, joggal tételezhetjük fel, hogy a 
kerék gördül. Ez esetben a kerék talajjal érintkez  P 
pontjának sebessége zérus. Ezen kinematikai feltétel két 
els rend  skalár differenciálegyenletet ad az általános 
koordinátákra: 
 

sin cos 0,
cos sin 0,

l R v
q l R

 (1)

 
amelyek egyenként fél szabadsági fokkal csökkentik a 
rendszer szabadsági fokainak számát. Így végül egy 2 
szabadsági fokú anholonóm reonóm rendszert kapunk, 
melynek mozgásegyenleteit Appell-Gibbs egyenletek 
segítségével adhatjuk meg a legegyszer bb alakban [5]: 
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A négy közönséges geometriai nemlinearitásokat tartal-
mazó differenciálegyenlet által alkotott egyenletrend-
szerben csak az utolsó egyenletben szerepel a kerék saját 
tengely körüli szögelfordulása, azaz a (t) ciklikus koor-
dináta. A negyedik differenciálegyenlet ebb l követke-
z en leválasztható az egyenletrendszerr l és a vontat-
mány stabilitása vizsgálható az els  három differenciál-
egyenlet segítségével háromdimenziós fázistérben. 
 

 
 

3. STABILITÁSI VIZSGÁLAT 
 
A (2) mozgásegyenletek triviális megoldása a vontat-
mány egyenes vonalú stacionárius gördülésének felel 
meg: 
 

( ) 0, ( ) 0, ( ) 0 és ( ) /t t q t t v R . (5)
 

A vontatmány zérus vontatási sebesség esetén egy 1 
szabadságfokú mechanikai rendszert alkot, melynek 
csillapítatlan sajátkörfrekvenciája és relatív csillapítása: 
 

2
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n n2
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Az analitikus stabilitás vizsgálat illetve a következ  
fejezetben ismertetett analitikus nemlineáris számítások 
egyszer sítése céljából vezessük be a dimenziótlan von-
tatási hosszt és vontatási sebességet: 
 

c n c

 ,l vL V
l l

, (7)

 
valamint a vontatmány geometriáját és tehetetlenségét 
leíró dimenziótlan paramétereket: 
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A bevezetett dimenziótlan paraméterek segítségével a 

triviális megoldás körül harmadfokig sorfejtett mozgás-
egyenletek: 
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(9) 

 
A Ke t megoldást behelyettesítve a rendszer karakterisz-
tikus egyenlete a lineáris együttható mátrix segítségével 
meghatározható: 
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3 2 2 3
n n n

22 1 0 .V VV
L L

 (10) 

 
A Routh Hurwitz-feltételnek [6] megfelel en a stacio-
nárius gördülés aszimptotikusan stabilis, ha: 
 

/  > 0V L , (11)
 
és 
 

2

cr
(1 4 2 )( ) ,

2
V VL L V

V
 (12)

 
amennyiben  > cr = 2  / V. A stabilitási feltétel által 
meghatározott stabilitási határokat a 2. ábra mutatja 
különböz  csillapítás értékekre,  = 0.203 és  = 5.67 
m szakilag reális paraméterek esetén. A stabilitási görbe 
maximum helye és zérus helye szintén bejelölésre került 
az ábrán, amely jellegzetes pontok értékei számíthatók a 
következ  formulákkal: 
 

2

ext max
1 2 1 4és .

2
V V  (13)

 
A formulák segítségével egyszer bb alakban megadha-
tók azon paramétertartományok, amelyekben az egyenes 
vonalú gördülés aszimptotikusan stabilis. Tehát, a rend-
szer lineárisan stabilis, ha L > Lcr(Vext) vagy V > Vmax.  
 

 
 

2. ábra: Lineáris stabilitási térkép 
 

 
3. ábra: Utánfutóra helyezett teher  

hatása a stabilitásra. 
 

A meghatározott stabilitási feltételekb l látható, hogy 
amennyiben  = 0, azaz csillapítatlan rendszerr l van 
szó, vagy a vontatási sebesség tart a végtelenhez V  , 
akkor cr = 0. Mindez azt jelenti, hogy csak pozitív  
paraméter esetén létezhet a stabil stacionárius gördülés. 
A dimenziós paraméterekkel ez az lc < l feltételnek felel 
meg, azaz a stabilitás szükséges (de nem elégséges) 
feltétele, hogy a vontatmány súlypontja a kerekek tenge-
lye el tt helyezkedjen el. Ezen állítás rendkívüli fontos-
sággal bír gyakorlati szempontból, különösen a teher-
szállító vontatmányok megrakodásához nyújt segítséget, 
hiszen az lc < l feltétel teljesülése könnyen ellen rizhet  
a gyakorlatban. Ezt kívánja szemléltetni a 3. ábra, amin 
az utánfutóra túlságosan hátul elhelyezett rakomány a 
vontatmány súlypontját úgy mozdítja el, hogy nem telje-
sül az lc < l feltétel, amib l következ en biztosan létezik 
olyan vontatási sebesség, amelyre a stacionárius gördü-
lés instabillá válik. Ezzel szemben az lc < l feltétel telje-
sül, amennyiben a rakomány a kerekek tengelye elé 
kerül elhelyezésre, bár mint tudjuk, ez még mindig nem 
garancia a lineáris stabilitásra. 
 

4. ÖNGERJESZTETT REZGÉSEK 
 
A (9) mozgásegyenletben szerepl  lineáris együttható 
mátrix sajátértékeit meghatározva az L = Lcr feltétel 
teljesülése mellett, egy tisztán képzetes komplex konju-
gált gyökpárt és egy valós karakterisztikus gyököt ka-
punk eredményül: 

1,2 3 ni , (2 ) ,V  (14)
 
ahol 

n

2
.

1 4 2 V
 (15)

 
Ennek megfelel en Hopf bifurkáció van a stabilitási 
határon, és  a kialakuló öngerjesztett rezgés körfrek-
venciája. A sajátértékekhez tartozó sajátvektorok szintén 
meghatározhatók:  
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Az úgynevezett Központi Sokaság redukció [7] el-

végzéséhez a sajátvektorokból az alábbi transzformációs 
mátrixot állítjuk el : 
 

1 1 3Re ImT s s s , (17)
 
melynek segítségével vezessünk be új változókat: 
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Amennyiben ezt behelyettesítjük (9)-be, majd megszo-
rozzuk azt a transzformációs mátrix inverzével, megkap-
juk az úgynevezett Jordan normál alakot: 
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A rendszerben lév  nemlinearitások szimmetrikusak 

(azaz, nincsenek másodfokú tagok a Jordan normál alak 
nemlineáris tagjaiban), miközben a Központi Sokaság 
másodfokú felülettel közelíthet . Ebb l adódóan az x3 
változót tartalmazó tagok elhanyagolhatók, hiszen azok-
ból csak harmadfoknál magasabb fokszámú tagok szár-
maznának a közelítés végrehajtása után. A Hopf bifurká-
ció típusa meghatározható a Poincaré-Lyapunov paramé-
ter szimmetrikus esetekre érvényes formulájával: 
 

30 12 21 03
1 3 3 .
8

a a b b  (20)

 
A hosszadalmas számítás részletezését l itt eltekintünk. 
A Poincaré-Lyapunov paraméterre eredményül kapott 
összefüggés: 
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(21) 

 
Amennyiben  pozítiv/negatív, a Hopf bifurkációs 

ponthoz kapcsolódó periodikus pályák instabi-
lak/stabilak, más néven a Hopf bifurkáció 
szubkritikus/szuperkritikus. 

A  = 0.203 és  = 5.67 paraméterek esetén V = 8 
vontatási sebesség mellett a Hopf bifurkáció típusának 
csillapítás növelés hatására bekövetkez  megváltozását a 
4. ábra mutatja. A vizsgált esetben cr = 0.117 relatív 
csillapítás értéknél a szubkritikus Hopf bifurkáció szu-
perkritikussá válik, azaz a lineárisan stabil tartományt 
körülölel  instabil határciklus helyett, a lineárisan insta-
bil tartomány felett jelenik meg stabilis határciklus. 

Általános esetben a kritikus csillapítás értéke nem ha-
tározható meg analitikus úton. Azonban egy m szaki 
szempontból elfogadható analitikus fels  becslés adható 
 > 0 esetén, ami amúgy is szükséges feltétele a stacio-

nárius gördülés stabilitásának nagy vontatási sebességek 
esetén. A fels  becslés eredménye: 
 

2 2

cr cr,est
2 ,

4
V V  (22)

 
amely alapján kijelenthet , hogy a Hopf bifurkáció biz-
tosan szuperkritikus minden  > cr,est esetén. A bemuta-
tott paraméterek mellett a kritikus csillapítás becsült 
értéke cr,est = 0.132, ami 13 % relatív hibát jelent a nu-
merikusan meghatározott pontos cr = 0.117 értékhez 
képest. 
 

 
4. ábra: A Hopf bifurkáció típusának változása  

a csillapítás függvényében. 
 

4. ÖSSZEFOGLALÁS 
 
A vontatmányok oldalirányú stabilitásának vizsgálatához 
egy kis szabadságfokú mechanikai modell került alkal-
mazásra. A modellben szerepl  kevés paraméter ellenére 
m szaki szempontból hasznosítható, a gyakorlatban is 
könnyen ellen rizhet  stabilitási feltétel került levezetés-
re. A feltétel értelmében a vontatmányon a rakományt 
mindig a kerekek tengelye elé javasolt elhelyezni, elke-
rülend  a sebességnövelés hatására biztosan bekövetke-
z  stabilitásvesztést. 

A stabilitási határhoz tartozó Hopf bifurkáció típusa 
analitikus úton meghatározásra került. Egy használható 
pontosságú analitikus becslést adtunk azon kritikus csil-
lapításra, amelynél nagyobb csillapítást alkalmazva biz-
tosítható, hogy kis amplitúdójú rezgések jelezzék az 
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egyenes vonalú gördülés lineáris stabilitásvesztését, és 
egyúttal elkerüljük, hogy az egyébként stabil vontatás 
nagyobb zavarások hatására „váratlanul” instabillá vál-
jon. 
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A szerz hármas tagjai 
magyar és német földön 
hosszú ideje foglalkoznak 
ezzel a témával, és számos 
publikációt jegyeznek. 
Legújabb könyvük – amely 
a M szaki Kiadónál jelent 
meg – hiánypótló m , nem 
csak összefoglalja a kör-
nyezetbarát technológiák 
eddigi fejl dését, jelenlegi 
helyzetét, de új forgácso-
láselméleti megközelítést is 
ad, és számos saját kísérlet-
tel alátámasztott eredményt 
is közöl. 
Az ember felel sségteljes 
életében egyre fontosabb 
szerepet tölt be a környeze-

tének védelme. A termékek tervezése teljes életciklusra történik, az 
elhasznált termékek újrahasznosítása a komplex folyamat része. 
Tudatos tervez i magatartás, hogy a teljeskör  m szaki és gazdasá-
gi megoldással egyid ben az ökológiai szempontok is megvalósul-
janak. A termékek életciklusa rövidül, az erkölcsi kopás felgyorsul, 
és ezért az el állítási technológia jelent sége igencsak magas. 
A szerz k könyve a gépgyártástechnológiai eljárások ökológiai 
szempontú vizsgálatára irányul. A kutatások f  célja annak vizsgála-
ta, hogy a különböz  típusú szerszámok, a bevonatok, a h tés-kenés 
fajtája, a különböz  technológiai paraméterek milyen hatással 
vannak a forgácsoló élek kopásviszonyaira, a megmunkált felület 
min ségére, a szerszámgép terhelésére és a megmunkálás hatékony-
ságára. 
A környezetbarát gyártási eljárások világszerte új szakterületnek 
számítanak. Az új technológia birtokosa lépésel nybe kerül. A 
szerz k választ keresnek a minimális mennyiség  h tés-kenés 
alkalmazásakor jelentkez  h tani kérdésekre, tribológiai szempont-
ból elemezték a forgácsolást. 
A könyv 10 fejezetb l áll, amely a szárazmegmunkálás és 
minimálkenés alapjait, fejlesztési irányokat, kapcsolódó gyakorlati 
alkalmazásokat, befejez  megmunkálásokat tárgyalja. 
Jól és hasznosan illeszkedik a fejezetek sorába a saját kísérletek 
ismertetése, a tapasztalatok bemutatása, levonható következtetések 
és költségelemzések. 

Az els  két fejezet áttekintést ad a környezetbarát megmunkálás 
jellemz ir l, a szerszámgépek, szerszámtartók konstrukciós módo-
sulásairól. 
A harmadik fejezet a fémforgácsolás elméletének fejlesztése száraz 
megmunkálásra. Ez a könyv legértékesebb része. Közérthet en 
megfogalmazott, tudományos igény  m . A Szerz k igényesen, a 
mechanikai, termikus változások feltárásával elemezték a komplex 
forgácsképz dési folyamatot. 
A negyedik fejezet a szárazmegmunkálás gyakorlati elemeir l szól, 
ismerteti a szárazmegmunkálásra alkalmas anyagokat, a felhasznál-
ható szerszámokat, és az alkalmazható forgácsolási eljárásokat. 
Napi gyártástervezésben használható ismeretanyagon túl általánosan 
érvényes elveket fogalmaz meg. 
Az ötödik fejezet a befejez  szárazmegmunkálásokat tárgyalja, a 
szárazköszörülés jelenlegi és jöv beli alkalmazási lehet ségeit 
mutatja be. Tudományos igénnyel tárgyalja a tengelymetszetben 
körív profilú helikoid felületek képzését, egyenleteit, köszörülési 
megmunkálását. 
A hatodik fejezetben a szerz k a saját kísérleti eredményeiken 
alapulva a szárazmegmunkálás egyik legnehezebben megvalósítható 
esetét, a fúrás technológiáját ismertetik. Számos mérési eredmény és 
következtetés teszi izgalmassá ezt a fejezetet. 
A jöv beni kutatásokat és a kutatók munkáját segíti a hetedik 
fejezet, ahol a környezetkímél  megmunkálási folyamatok modelle-
zésér l, az alkalmazható faktorális kísérlettervezésr l írnak a szer-
z k. 
Az új technológia ipari bevezetése nagymértékben függ attól, hogy 
az elkészült felületek, a munkadarab min sége mellett hogyan 
alakulnak a gyártási tevékenység költségei. Err l szól a nyolcadik 
fejezet. 
A kilencedik fejezetben összefoglalják a környezetbarát technológia 
m szaki megvalósíthatóságának eredményeit, hatásait. 
A tizedik fejezet melléklet, szimulációs modelleredményeket mutat 
be. 
A könyv hiánypótló m , segíti a gyakorlati gyártástervez  mérnö-
kök munkáját, támpont a kutatóknak, és nélkülözhetetlen a BSc, 
MSc, PhD képzésben résztvev  mérnökhallgatóknak. 
A Gépgyártás-technológia sorozat további tagjairól a 
www.muszakikiado.hu oldalon találnak b vebb információt. 
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