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OSSZEFOGLALAS (ABSTRACT)

The Saint-Venant torsion of anisotropic bars is
considered. Some relationships between the tor-
sional problems of anisotropic and isotropic bars
which have different cross sections are derived.
The derivation of the presented theorems is based
on the application of the Prandtl’s stress function
formulation of the Saint-Venant torsion.

1. BEVEZETES

1.1. Izotr6p rud Saint-Venant csavarasa

Az 1. abra szemlélteti az izotrép anyagu rud ke-
resztmetszetét, csak tomor keresztmetszeti ru-
dakkal foglalkozunk. A rad keresztmetszeti tar-
tomanyat A4, a keresztmetszeti tartomany hatar-
gorbéjét pedig C jeloli. A fenti keresztmetszetli
rad Saint-Venant (egyenletes csavarasi feladata-
nak megoldasa az alabbi peremérték-feladatra
vezethetd vissza [1,2,3]:
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ahol U=U(x,y) a keresztmetszet Prandtl fe-
sziiltségfiiggvénye, G pedig a vizsgalt rad anya-
ganak csusztatd rugalmassdgi modulusa. Az
U=U(x,y) fliggvény ismeretében a keresztmet-
szet sikjan az M csavaré nyomaték hatasara
¢bred6 csusztatd fesziiltségeket az alabbi képle-
tek alapjan tudjuk meghatarozni:

s=2[Udd. 3)

A 6 fajlagos elcsavarodasi szoget a =M /S
képlet alapjan szamoljuk, tovabba a keresztmet-
szet vetemedését megadd Oblosodési fliggvény
Q=Q(x,y) az alabbi differencial-

egyenletrendszer megoldasabol nyerheto [4,5]:
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1. abra. Izotrop anyagu rud keresztmetszete.

1.2. Anizotrép rad Saint-Venant csavarasa.

A 2. abra szemlélteti az anizotrop rud keresztmet-
szetét. A rad keresztmetszeti tartomanyat ,,a ”,
az ,,a” keresztmetszeti tartomany hatargorbéjét
pedig ¢ jeloli. Az egyszeresen Osszefiiggo ,,a”
tartomannyal rendelkezé anizotrop (monoklin)
rad csavarasi problémaja a Prandtl féle
u=u(&,n) fesziltségfiiggvény hasznalataval az
alabbi peremérték-feladat megoldasara vezethetd
vissza [1,2,3]:
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ahol § a keresztmetszet csavarasi merevségét u=0 (&) ec
jeloli [3,4,5,6] (1. abra):
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A fenti egyenletben a,,, a,; és ay; az anizotrop
(monoklin) anyag nyirasi alak-valtozashoz tarto-
z6 hajlékonysagi egyiitthatoit, inverz nyirasi me-
revségeit jelolik.

Az u=u(&,n) fesziltségfiiggvény ismeretében a

f.. €s t,. csusztato fesziltségek szamitasara az

éz
alabbi egyenleteket hasznaljuk [1,2,3]:
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ahol m az ,,a” keresztmetszetet terheld csavard
nyomaték s a keresztmetszet csavarasi merevsé-
ge [1,2,3] (2. abra):

s=2judA. 7)

A 9 fajlagos elcsavarodasi szog szdmitasara a
J=m/s képlet alapjan végezhetd. A keresztmet-
szet vetemedését megadd 0blosddési fiiggvény
w=w(&,n) a kovetkezo differencial-

egyenletrendszer megoldasabol nyerheto [1,2,3]:
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2. abra. Anizotrop anyagu rud keresztmetszete.

2.AZ, A”ESA, a” TARTOMANYOKRA
VONATKOZO CSAVARASI FELADATOK
KAPCSOLATA.

Legyen az xy sik C gorbéjének az egyenlete
F(x,y)=0 éslegyen a &n sik ¢ gorbéjének az
egyenlete f(£,17)=0.

alakban allithato el a tetszdleges, de olyan «,
p, v és o allandokkal, amelyek kielégitik az

e=ad—Py+0 (10)

feltételt, akkor az izotrop rad U =U(x,y)

Prandtl féle fesziiltségfiiggvényének felhasznala-
saval az anizotrop rad u=wu(&,n) Prandtl féle

fesziiltségfiiggvénye az

u(&,n)=U(aé + fBn, & +on) (11)
alakban allithato el6, feltéve, hogy
1 p*+6° 1 af+y
Ay =— 7 Qs = — 7
G ¢ G ¢
., (12)
B l a +y
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Bizonyitas. Az 1. Tétel bizonyitasa kozvetleniil
adodik az

x=ag+pn, y=r+on (13)
egyenletek altal generalt nem elfajuld linearis

transzformacio alkalmazasabdl ésaz o, B, y és
O valds allandokra érvényes

(@ +7")(B*+8°) 2 (afp +y5) (14)

Schwarcz-Bunyakovszkij-Cauchy  egyenl6tlen-
ségbol, amely biztositja, hogy a (12) képletek
altal definidlt rugalmassagi allandok kielégitik az
alakvaltozasi energia striséggel kapcsolatos
pozitivitasi feltételeket [1,2,3]

2
a, >0, ay>0, aya,—a,>0. (15)

A (15);, egyenldtlenségek fennallasa kozvetleniil
kovetkezik a (12); , egyenletekbdl.

I1. Tétel. Ervényesek az alabbi Gsszefiiggések az

izotrdp ,, A” keresztmetszet és az anizotrép ,,a”

keresztmetszet S és s csavarasi merevségeire,

valamint a megfeleld keresztmetszeti sikokon
ébred6 cstsztatd fesziiltségekre (1. és 2. abrak):
S =las - pys.. (16)

tfz = 57-;:2 - IBTZVZ’ tl]z = aTvz - }/sz . (17)

ha Ms—-mS=0.

Bizonyitas. A (16) relacid helyessége kozvetleniil
adodik az

I. Tétel. Ha
f(&m=F(a&+pn, y&+on) 9) SzszdAzzjuMda (18)
Y . 10(&,m)
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egyenletbdl. A (2), (6) és a (13) egyenletek kom-
binalasaval nyerjiik a (19) egyenletrendszert:

at, + ,Bt,zz =T Vi + 5t,72 =¢T, . (19)

xz?

A (19) egyenletrendszert megoldva a 7., ésa 1,

ismeretlenekre jutunk a (17) képletben megfo-
galmazott 6sszefiiggésekre.

3. PELDAK
3.1. Anizotrop ellipszis keresztmetszetii rad

A 3.a és a 3.b abrak egy tomor kor és egy tomor
ellipszis keresztmetszetet szemléltetnek. Az
izotrop kor keresztmetszetli rad C hatargorbéjé-
nek egyenlete és Prandtl féle fesziiltségfiiggvénye
az alabbi:

F(x,y)=x*+y*—R* =0,
G (20)
U(x,y)=3(R2 -x*=y7).

Az anizotrop ellipszis keresztmetszet hatargorbé-
jének az egyenlete és Prandtl féle fesziiltségfiigg-
vénye feltéve, hogy a (12) egyenletek fennallnak
az 1. Tétel alapjan az alabbi alakban adhatok
meg:

fla,B)=(a’ +y")E +2af + yd)én +
(B*+8)m* —R* =0,

uEm =L (R = (@ + )5 @)

2ap+y)én— (5 +57)m’).

Az anizotrop rad keresztmetszeti sikjan ébredd
csusztatd fesziiltségeket akar a (6), akar a (17)
egyenletek felhasznalasaval kozvetleniil megkap-
hatjuk:

to. =G [(F + 8 + @+ 10)E].
(22)
=G (@ +7)E +(ap+ oY)

A (16) képlet alkalmazasaval kapjuk az anizotrop
ellipszis keresztmetszet csavarasi merevségét:

GR'rx

= Nas—pp) 23)
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a.) b.)
3. abra. Izotrop kér és anizotrop ellipszis
keresztmetszet.

A f=y=0 esetben az ellipszis fétengelyei a &
és n tengelyekkel esnek egybe és a fotengelyek
nagysagat a

és g= (24)

R
p=—
a

5
egyenletek alapjan nyerjiik, tovabba ez esetben

Ga,a’ =Ga, o’ =1, a,=0. (25)

Lekhnitskii [1,2] a p, ¢g fotengely hosszakkal

rendelkezd anizotrop ellipszis keresztmetszet s
csavarasi merevségére az

3.3
s=—2F1 7 (26)
auq tasp

eredményt vezette le, amelybdl jelen esetre vo-
natkoztatva az kovetkezik, hogy

. GR'n
208

27

A (23) képlet alkalmazasa is a fenti eredményre
vezet.

3.2. Egyenlészaru haromszog alakd anizotrdp
keresztmetszet

Ismeretes, hogy az
2
X
F(x,»)=(" —?)(X—H)=0 (28)

egyenletli hatargorbével rendelkezé izotrop ke-
resztmetszet Prandtl féle fesziiltség-fliggvénye
[3,4,5,6]:

Ux,y) = %(yz DM @)
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A fenti adatokat kombinalva a =y =0 elbiras-
sal definialt linearis transzformacioval, mikor is

Ga,a’ =Ga.5° =1, a,=0,. (30)

a kovetkezo egyenlettel adott

f(é,n)=(52772—%52)(065—H)=0 31)

¢ hatargorbéjli anizotrop keresztmetszetre kapjuk
meg a csavarasi feladat megoldasat (4.b abra). Az
anizotrop keresztmetszet Prandtl féle fesziiltség-
fliggvénye és csavardsi merevsége a (11) és (16)
egyenletek alkalmazasaval az aldbbi alakban
adhat6 meg:

u(é.n) =§(62n2 e (R INCE

ahol 7= H /a tovabba

1 NER A
- L5y
T a5 s 33)

¢p=m/6 tangoz%(%)Q

< H | <
a.) b.)
4. abra. Izotrop és anizotrop haromszég alakui ke-
resztmetszetek.

4. OBLOSODESI FUGGVENYEK KAP-
CSOLATA

Az 1. tételnél alkalmazott modszer megismétlésé-
vel bizonyithat6 az alabbi tétel:

Il. Tétel. A (9), (10) és a (12) egyenletek fennal-
lasa esetén érvényes az alabbi egyenlet

Q(aé + pn,yE+om)=ca(é,n). (34)
A (34) egyenletb6l az kovetkezik, hogy a 3.1

feladatban vizsgalt ellipszis keresztmetszet nem
vetemedik.
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5. KOVETKEZTETESEK

A tanulmany anizotrop anyagu tomor keresztmet-
szetll prizmatikus rudak Saint-Venont féle csava-
rasi feladatanak a megoldasat izotrop anyagu
prizmatikus rudak csavarasi feladatdnak a megol-
dasara vezeti vissza. Az alkalmazott modszert két
példa szemlélteti. A modszer alkalmazasaval
nyert eredmények kozvetleniil hasznalhatok az
anizotrop rudak csavarasi problémainak a megol-
dasara szolgdlo kiilonbdz6 numerikus eljarasok
pontossaganak az ellenérzésére.
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