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OSSZEFOGLALAS (ABSTRACT).

This paper demonstrates an application of
algebraic geometric to the real problem of ro-
boting motion planning. We model an abstract
robot arm using a system of polynomial
equations specifying constraints imposed by the
arm’s various linkages, and demonstrate
techniques for solving them in common
situations.

1. BEVEZETES

A robotokat széles korben alkalmazzak a hét-
koznapi életben és az iparban is egyarant. A
robotok karjait merev tagokbol allo elemekkel
modellezziik gy, hogy kényszerek kapcsoljak
Oket egymashoz. Ezek a kényszerek megen-
gednek elcsuszast és elfordulast. Igy az elmoz-
dulés nagysaga és az elfordulas szoge meghata-
rozzak a robot pillanatnyi helyzetét. A tervezés
egyik alapfeladata az, hogy a fenti paraméterek

(elmozdulés ¢és elfordulas) segitségével hogyan
lehet leirni a robot pillanatnyi helyzetét. A ma-
sik alapvetd probléma az Un. inverz kinematikai
feladat, amikor a robot egy pillanatnyi helyze-
téhez hatarozzuk meg a lehetséges paraméterek
(hossz és szogelfordulas) értékeit. Ennek a fela-
datnak tobb megoldasi is lehetséges. Az ilyen
tipust robotok kinematikaja tobbvaltozds poli-
nom egyenletek segitségével irhatok le. El8szor
néhany alapfogalmat vezetiink be.

Egy R gyliri alatt olyan halmazt értiink,
amelyben definialva van Osszeadds és szorzas,
amelyek teljesitik a kovetkez6 axiomakat:

(1) (R,+) egy Abel csoport: Xx+y=Yy+X R-
nek minden X ésy elemére (azaz, az 6sszeadas
kommutativ);

(X+Y)+Z=X+(Y+2) R-nek minden X,y
és Z elemére (azaz, az Gsszeadas asszociativ);
létezik R -nek egy 0 eleme (nulla elemként
ismert) azzal a tulajdonsaggal, hogy X+ 0= X
teljesiil R minden elemére; R - nek egy tetszo-
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leges X eleméhez létezik egy — X elem, amely-
re X+(—X)=0 teljesl;

(2) (R,:) egy félcsoport: (Xy)z=x(yz) R -
nek minden X,Y és Z elemére (azaz, a szorzas
asszociativ);

(3) a szorzas disztributiv:

X(Y+2Z)=Xy+XZ és (X+Y)z=XZ+YyZ R-
nek minden X,y és Z elemére.

Egy R gytrii kommutativ, ha Xy = yX minden
X,y € R esetén. Egy R gyiirli egységelemes,
ha létezik (szlikségszerlien pontosan egy) nem
nulla un. multiplikativ egységelem, amit 1-el
jelolink, és teljesiti az 1X = X = X1 egyenletet
minden X € R esetén.

Egy F kommutativ, egységelemes gyrtit,
testnek neveziink, ha F # {0} teljesiil, és ezen-
kiviil még

(4) minden a# 0 F -beli elemhez 1étezik egy
a”' e F amelyre a'a=1.

F*=F—-{0} egy Abel-
csoport a szorzas muveletére nézve.

Test feletti tobb hatirozatlant polinomok alatt
olyan kifejezéseket értiink amelyek az

X5 X,,..., X, un. hatarozatlanokbol és valami-

Mas szavakkal,

lyen F test elemeibdl épiilnek fel Gsszeadas,

kivonds és szorzas segitségével. Ezek tehat
mn

.....

alakban irhatok fel, ahol @, egylitthatok

,,,,, m,
a F test elemei és m;,m,,...,m nem negativ

egészek. Ilyen elemek Osszességét
F[X;,X,,..., X,] modon jeloljik és hasznaljuk a
tobbvaltozos polinomok elnevezést is rajuk.
Koénnyen bizonyithat6, hogy ez a halmaz az
Osszeadas és a szorzas miiveletére nézve kom-
mutativ  egységelemes  gyuri, amit n-
hatarozatlan F test felett polinom gytriinek
neveziink. Az algebrai geometridban nagy je-
lentéségli az R valos szamok feletti polinom
gylirinek, amit R[X,X,,...,X,] -nal jelolink.

Legyen R kommutativ gyiiri. Az R -nek egy
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nem lires | részhalmaza ideal, ha teljesiilnek a
kovetkez6 feltételek:
1.Ha X,y €| akkor X+Yyel.

2.Ha XeR, akkor ye | xyel.

Legyen f,f,,..,f, e R[X,X,,....,X,] . Ekkor
az |={xeR:x=g9,f+0,f,+...+0,f}
halmaz minden @, € R[X,,X,,...,X,] esetén
egy idealja R[X,X,,...,X,] -nek. Ezt az ide-
alt (f,, f,,..., f,) -nel jeloljiik, ahol S pozitiv

egész szam.

Hilbert bazistétele szerint egy n-
hatarozatlantt F test felett polinom gyliriiben
minden | ideal végesen generalt, azaz l1éteznek
olyan un. generalo elemek

fio e fo € RIX, %00 X, ],
I = < f,fhs fs>. Ezeket a generald elemeket

amelyekre

az | idedl bazisanak is szokas nevezni.
Ha n =1 vagyis egy-hatarozatlani poli-
nomok esetén, R[X]-ben az X hatvanyai sze-

rint rendezzilkk a tagokat sorba, pl:

2,5x* +3x° = x> +4x+ 2. Az elsd helyen 4ll6

legnagyobb kitevdjlii tagot fétagnak nevezziik.
Egy n-hatarozatlanu polinom gytriiben kicsit
bonyolultabb a tagok rendezése. Nevezziik el az

myy, M My
X1 X2 X

N monomoknak.

polinomokat

Ertelmezzink  az  R[X,,X,,..,X,]  két

m,

N és X"x,"..x. " monomja

X%, X .
kozott egy > teljes rendezést (azért teljes mert
barmelyik két monom 0Osszehasonlithatd) a
kovetkezoképpen:

m ., m m,
XXy X >
akkor, ha (M, — p,,Mm, — p,,...,Mm, —p,) véges
sorozatban az els6 nem zérus tag pozitiv. Ezt a
rendezést lexikografikus rendezésnek nevezziik.

Példaul: X ’%,* X, = X°%,’X;” mert a (0,1,—4)

Pn
n

X" x,%..x.”" pontosan

véges sorozatban az elsé nem nulla elem pozitiv.

A lexikografikus rendezésnek sok jo tulajdon-
sadga van. Példaul a monomok halmaza un. jol
rendezett halmaz lesz, ami azt jelenti, hogy az
R[X;,X,,...,X,] monomjainak barmilyen rész-
halmazaban  van  legkisebb elem. A
lexikografikus rendezéssel egy
f e R[X,X,,...,X,] polinom tagjait rendezni
tudjuk és a legnagyobb tagot a > tagsorrendre

nézve fétagnak vagy vezetd tagnak nevezziik.
Jele: LT(f). Példaul:
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f=6X"%"% +3%°% X" —4xX,’ —X +8

polinom fétagja LT (f)=6x"%,"X,.
Vilasszunk ki egy

ges | < R[X,X,,...,X;] idealt, amely nem tri-

tetszOle-

vialis | # (O) Legyenek az | generalo elemei

f, )., £ € R[X,X,,..., X, ] azaz, amelyre

I :<fn fyperns fs>. Képezziink egy 1j idedlt a
generalo elemek fotagjaibol:
(LT(f),LT(f,),....LT(f,)) Ezutan vegyiik
az | Osszes elemének f6tagjaibol allo hal-
mazt: LT(1)={LT(f): fel}, majd ebbdl
kiindulva képezziik az LT (l) elemei altal ge-
neralt  idedlt: (LT(l)). Konnyen belathato,
hogy az utobbi két ideal kozott fennall az
(LT (f),LT(f,),...LT(f)) = (LT(1)) rela-

ci6. Konnyl példat mutatni arra az esetre, ami-
kor a forditott irdnyt relacidé nem igaz:

(LT & (LT (), LT (f,),....LT(f)).
Bizonyithatdé  azonban, hogy  barmilyen
I < R[X,X,,...,X,] ideal esetén léteznek az

| -nek olyan (0,,0,,...,0;) generalo elemei
amelyekre

(LT(1)=(LT(9).LT(0,),--LT(9,)) igez,
és ezeket Grobner-bazisoknak nevezziik. A
Grobner-bazisnak sok hasznos tulajdonsaga van.
Példaul tegyiik fel, hogy az | idedl Grobner-
bazisa (9,,0,,..,9;) . Ekkor az f polinom

pontosan akkor eleme az | idealnak, ha a
(9,,9,,...,9,) rendszerrel maradékosan eloszt-

va a maradék nulla. Itt a tobbvaltozos polino-
moknal hasznalt maradékos osztas az egyvalto-
z6s polinomoknal tanult maradékos osztas alta-
lanositasa. A Buchberger algoritmus segitségé-
vel egy tetszéleges idedl valamilyen generator-
rendszeréb6l eldallithatd az ideal Grobner-
bazisa.

2. ROBOTOK INVERZ FELADATA

Ha a robotok mozgésat geometriailag szeret-
nénk leirni, akkor néhany egyszeriisito feltétel-
lel kell éIniink. A robotok tagjait (karjait) merev
rudakkal modellezziik, amiket kényszerek kap-

csolnak dssze. A rudak hosszait |,1,,...,1 jelo-
lik, tehat m db kiilonb6z6 hosszsagi radbol
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éptil fel a robot. Az elsd tag legyen rogzitett. A
jelen dolgozatban csak sikbeli szerkezeteket
vizsgélunk, ahol a két tagot sikbeli csuklo kap-
csol Ossze, de ez a sikbeli robot az els6 tag ko-
riil korbe tud fordulni (lasd 1.4bra). Altalanos
esetben két tag egymassal bezart szogét

6,,0,,...,0, fogja jelolni, ahol 6, a masodik
tag vizszintessel bezart szoge, €, pedig a har-
madik tag masodik taghoz viszonyitott szoge az
oramutatd jarasaval ellentétesen mérve, €s igy
tovabb az i -dik és i+1-dik tag egymaéshoz
viszonyitott szoge 6, . Nevezhetjiik az i -dik és
I +1-dik tagot sszekapcsolo kényszert I -dik
sikbeli csuklonak a 6, szoget pedig a csukld
paraméterének amely értékét a [0,72'] interval-

lumon valtoztathatja, jeldljiik ezt S'-el. Meg-
engediink olyan tagot is amely véltoztatja a
hosszat, nevezhetjiik ezt teleszkopos tagnak.
Ennek értéke valamilyen minimalis értéktdl egy
maximalis értékig valtozhat, tehdt valamilyen
| intervallumon adhatjuk meg 6ket. Jelen pél-
da esetén azonban kismértékben eltértiink ettol
az altalanos jel6lést6l, mert @, a robot sikjanak

az X tengellyel bezart szogét jeloli és 6, pedig
az utols6 tagnak a harmas taggal bezart szoge.

Ha p db kiilonb6zd teleszkopos tag van és

r db sikbeli csuklos kényszer, akkor a robot
koordinata terét a

1 1 1
JI=S xS x..xS x| x|, x..x|  Descar-

P
tes-szorzat adja meg.

Szoktdk a robotokat nyilt lancti mechanizmu-
soknak is nevezni, mert a legutolsé tag nem
kapcsolddik vissza az elsé taghoz (allvanyhoz)
mint a zart lanci mechanizmusok esetén. Robo-
toknal az utols6 tag végpontja képes arra, hogy
valamilyen feladatot végezzen, példaul meg fog
egy targyat vagy valamilyen miveletet (pl.
hegesztés) végez. Altaldban nemcsak az elére
megadott végpont helyzetét kell a robotnak
elérni, hanem megfeleld, szintén elére megadott,
iranyszoget is fel kell venni a robot utolsé tag-
janak. fgy konnyen el tudja végezni az eldirt
munkafeladatot. Tehat az utols6 tag végpontja-
nak helyzetét a pont helykoordinataival és egy
irannyal kell lerdgziteni. Sikbeli robot esetén a

szerben harom koordinatat kell megadni. A
robot utols6 tagjanak szogét pedig egy irany-
vektorral irjuk le, ami a robot sikjdban megad-
haté egy V =S' sikbeli vizszintessel bezart
szoggel. Igy a ® =U xV Descartes szorzatot
a robot konfiguracios terének fogjuk nevezni.
Mivel a robot merev tagokbol 4ll, a koordinata
tér egy adott pontjadhoz egyértelmiien meghata-
rozott konfiguracios térbeli allapot tartozik.
Maképpen fogalmazva a meghatarozhato
az f : 3 — @ fiiggvénykapcsolat a robot koor-
dinatai és a végpontjanak pozicioéi kozott. In-
verz kinematikai feladatnak nevezziik azt a
problémat, amikor egy adott C € ® végpont
pozicibhoz meg kell hatdroznunk az 0Osszes
olyan j €3 helykoordinatat,  amelyre
f(i)=c teljesiil.

o4

1. 4bra A robot térbeli elhelyezkedése

Az l.dbran lathaté robot karjainak hosszai
l,,1,,1;, allandok. Mivel a robot szabadsagi foka
harom, (leszamitva a 6, szoget, amely segitsé-
gével a megfogas szogét adhatjuk meg) igy
eldirhatunk a térben harom koordinatat. Legye-
nek ezek a robot végpontjanak X,y és Z koror-

dinatai, jelolje ezeket rendre p,, p,, P,. Tehat
adottnak tekintjiik az I,1,,l5, p,,p,,p, érté-

keket. Ezekkel a jelolésekkel az 1. abran lathato
robot elére megadott p,, p,, P, vegpont hely-

zethez tartozo lehetséges helyzeteit a kdvetkezd

végpont helyzete egy pont a sikban polinom egyenletrendszer irja le:
(a,b)eU,U c R?, ahol U a robot végpont- [li(cc, —s;s,)+1,¢]c,— p, =0 (1)
janak lehetséges pozicioi. A jelen példa esetén [l(cc, —s8,) +1,¢1s; — p, =0 )
természetesen a térbeli XyZ koordindtarend-
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I3(Slcz + S2C]) + |231 + I] -p, = 0 (3)

¢ +s’—1=0 4)
¢+, —1=0 (5)
¢, +s, —1=0 (6)

ahol C, =cos@, és S, =sinb, (i=123).

Az utébbi polinom egyenleteket az
Rd,, 1.1, p,, pys PICSC,5C5,8,,8,,8; ] gyl
riben transzformalhatjuk = Grobner-bazissa.

Természetesen meg kell adni, hogy milyen
rendezést alkalmazunk. Ha eldirjuk a

Py, Py, P, értékeket, vagyis a robot vegpont-
janak helyzetét, akkor ebbél mar @, meghata-
rozhato, igy C, és S, is ismert. Két kiilonbozo

megoldast ismertetiink, amelyek természetesen
ugyanazt az eredményt szolgaltatjdk. Az elsd

Px
G
b=p, -1 jeloléseket, ezzel a (1), (3), (4) és
(5) egyenleteket atirva a
l,(cc,—ss,)+1c,—a=0

l,(s,c, +5,¢)+1,5,-b=0

megoldasban vezessik be az a= és

¢ +s’—-1=0
¢, +s,°—1=0
polinom egyenletrendszert kapjuk, ahol @ és b

ismertnek tekinthetd.
Az utobbi négy egyenlet Grobner-bazisa az

R(,,l;,a,b)[c,,s,,C,,S,] gytirtiben
lexikografikus rendezést hasznélva
(C, =S, >=C, >8):
2 2 2 2
a Rl Nl N (7)
21,1,
2 2 2] 3 2_ 2
Sz+a +b 5]_ab+b +b(l, |3):0 )
al, 2al,|,
2 2 2_ 2
CHFESl—a +b+1," -1, —0 9)
a 2al,
2 3 2_ 2
Slz+a b+b J;b(lzz 1 )sl+
l,(a* +b?)
(@ +h?)? +(12-12)? . (10)

41,°(@* +b?)
2a7(1,” + 1) +20(1,° - 1,%)
41, @ +b%) -

Az utdbbi egyenletek mar lehetové teszik az

inverz kinematikai feladat megoldasat. A (7)

egyenletbél C, a (10) egyenletbdl pedig S,
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meghatdrozhatd. Az S, ismeretében (8)-bol S,
(9)-bdl pedig C, is eléallithato.

Legyen példaul: |, = 20,1, =32,1, =25,
p, =34,p, =34,p,=25.

Ekkor S, =C, =—— ahonnan a és b értéke

konnyen kiszamolhat6: a = P 3442 és
C3

b=p,—1 =5.A(7) egyenletbdl C, meghata-
rozhato:
c = a’+b> 17 -1’

2 21,1
A (10) egyenletbdl S, eldallithato:
s, =0.5558, s =-0.3725.

=0.43.

A (8)-dik egyenletbdl S, meghatarozhato:
s, =-0.9028, S,,= 0.902.

51
Es végiil C, értéke (9)-bol:
C,= 0.83128, C,= 0.9278.

A maésodik megoldéas esetében a feladatot koz-
vetleniil az (1-6) rendszer alapjan oldjuk meg.
Mivel ennek a rendszernek a Grobner-bazisa a
kovetkezo

{~1+2c,”,—s, +¢,,10000s,” —
8151,100c, — 43,-855 + 6800s,5, +

9348s,,-2907s, — 1255, +2337¢,}

igy konnyen ellendrizhetd, hogy ezen az titon is
ugyanazokat a megoldasokat kapjuk.
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