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ABSTRACT.

A one-dimensional steady state heat conduction problem
is formulated and its analytical solution is presented. The
considered one-dimensional structural component con-
sists of straight and circular arc bar segments. The heat
is generated within the solid as a result of an applied con-
stant voltage difference. The generated heat by the con-
stant voltage heat source is assumed to be dissipated by
convection into a medium at a constant temperature.

1. BEVEZETES, HOVEZETES
VILLAMOSAN HEVITETT RUDAKBAN
1.1. Egyenes kozépvonali ridelem

Az 1. dbra szemlélteti az egydimenzids dlland6 kereszt-
metszeti és homogén anyagu szerkezeti komponenst.

A keresztmetszetek stlypontjait 0sszekotd egyenes és
korives szakaszokbdl felépiild gorbe a vizsgalt elem ko-
zépvonala, amelyet az 1. dbrdn pont-vonal jelol. Minden
egyes egyenes és koriv kozépvonalu ridelemhez egy lo-
kalis koordindta-rendszert rendeliink. Az 1. dbrdn csak az
O3x3 és a Gurapy lokdlis koordinata-rendszerek vannak
feltiintetve.

A 2. dbra egy tetszbleges O;0,, pontokhoz tartozé egye-
nes kozépvonald, dllandé A keresztmetszetli, homogén
L; hossziisagu rddelemet szemléltet. A ridelem szélsé
keresztmetszeteinél az elektromos potencidlt U; és U,
jeloli. Jelolje I az aramerGsséget, nyilvanvalé (Ohm-
torvény), hogy

L;
Ui— Ui =PXI, (D

ahol p a fajlagos ellenallast jeloli. A rddelem egységnyi
hosszéra esé Joule hé

1. dbra. Egyenes és koriv kozépvonalii rid alaki testekbdl
felépitett szerkezeti komponens.

Az x; és x; + dx; koordinatdkkal kijelolt keresztmetsze-
tekkel hatdrolt elemi rddszakasz termikus egyensilyabol
az alabbi differencial egyenletet nyerjiik a T; = T;i(x;) h6-
mérsékletre [1, 3, 4]

; - Ui+1)2A

d*T;
AA— —aK(T; — Ty) +

i

=0,
O<xi<L;. (3)

Itt Ty a kiils6 kornyezet ismert hdmérsékletét, a feliile-
ti héatadasi tényezdt, K pedig az A rudkeresztmetszeti
tartomény hatdrgorbéjének hossza. A fajlagos ellenallds
hémérséklet fiiggését a

p =po(l +B(T —To)) “4)

_Wi-U i-1)? A ?) képlet alkalmazasaval kozelitjiik, ahol 8 a fajlagos ellen-
’ pL? ' dllds hofok tényezdje. A
Bi(xi) = Ti(x)) — To ®)
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valtozo bevezetésével és a

1
T3 BT =Ty ~1 BT -To) (6)

linearizéci6 alkalmazdsaval azt kapjuk, hogy

29 i — Uir1)?
a0 | gy gUim U’ ],
dx? poL}
o — ; 2
+Mf‘=°’ 0<x <L. (7)
pOLi
Ui Ui+1

0i+1

2. ébra. Egyenes ridelem.

1.2. Koriv kozépvonali riadelem

A 3. dbra szemlélteti a j jeld gorbe rddelemet és az elem-
hez kapcsolt G rjp; polarkoordindta-rendszert. A széls6
keresztmetszetek villamos potencidljat U; és U, jeloli.
Els6 1épésben a gorbiilt elem villamos ellenallasat hata-
rozzuk meg. Alapvetd feltevés, hogy a villamos térerSs-
ség vektor E €s az dramslirliség vektor J egyardnt e, ira-
nyu. E feltevéssel 6sszhangban U = U(y;). Tekintettel
arra, hogy U harménikus fiiggvény U = U(yp;) az aldbbi
alakban adhat6 meg:

Ui - U;
Ulp) =U; + %%”

A villamos térer8sség és dramsiirtiség nem azonosan z¢-
rus komponenseire azt kapjuk, hogy

ldU_ Uj—Uj+1

0= ride
E U,—U;iy
=== - P9
P Prid;
Az
I = fIWdA (10)
A
képlet és a (9) egyenletek alkalmazdsaval jutunk az
L;
Uj_Uj+1:1pX’ LjZCjCYj, (11)
eredményre, ahol c;
A dA
Zo = (12)
Cj Ty
A

egyenlet alapjan hatdrozhaté meg. A Joule hd szamit4sa-
ra, amely a ¢; és ¢; + dgp; koordindtakkal kijelolt elemi
rudszakaszon keletkezik a villamos hevités kovetkezté-
ben a

E’ Uj—Ujs1)>
q,;dg = f—"rdA d@:%Adtpj (13)

A

Osszefiiggést nyerjiik.

A @; és ¢; + dp; szogkoordindtdkkal kijeldlt elemi rid-
szakasz termikus egyensulydnak a vizsgdlatdbol az alabbi
differencidlegyenletet tudjuk levezetni a

ﬁj(xj) = Tj(xj) - T(), )CJ' = CjQDj (14)
hémérséklet kiilonbségre [1, 3, 4]
d2’l9j Cl’ij ﬁ
- + Uj— Ui |9+
dx? /lch POLi/l( J /+1) J
U;j—Ujn)?
% =0, O<xj<cje;=L; (15)
p()Lj/l c

ahol f; a keresztmetszeti hatdrgorbe stlypontjanak radia-
lis koordinatajat jeloli.
2. POTENCIAL KULONBSEGEK

SZAMITASA
Az Ohm-torvény alkalmazdsaval az @ @, @
@ ridszakaszokra (1. dbra) irhat6, hogy

Ui—Uy=pBL Uy—Us = p221
Gj 1 2=p A 2 3=pP A
Uyt - U, =pZ=t1 (16
3. dbra. Koriv kozépvonalii ridelem. n=t = Yn =Pl (16)
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A fenti egyenletekbdl az kovetkezik, hogy

r_v U=U,-U L—iL 17)
pA - L’ - 1 n» - £ (N

A (16) és (17) egyenletek kombindldsdval jutunk a (18)

egyenletre

U-U,=UE. v,-us=UR
1 2 = L 5 2 3 = L s
L,
Upt = Uy = UTI (18)
3. HOVEZETESI EGYENLETEK

MEGOLDASAI
Az eddigi eredmények alapjan az egyenes ridszakaszok-
ra vonatkz¢ differencidlegyenletet a kovetkezd alakba {r-
hatjuk:

d%9;
d2 _w?ﬂi+qi:0’ xiSXSLi, (19)
Xi
ahOl 2 2
K U U
=i g= s (Q0)
AA 7 poAL PoAL

A fenti differencidlegyenlet megolddsa a ¢4;(0) = ¢; és

31—3,{'(0) = 1; kezdeti értékekkel megadva az aldbbi alak-

ba irhato:

9i(x) = fichwix; + —shwix, + (1 = chwx,),
wj [On

! i

0<x;<L. (21
Egyszer( szamitdssal kapjuk, hogy
dﬁ,‘ i
— = wit;ishw;x; + T,chw;x; — q—Sh Wi X;,
dx; Wi
0<x;<L. (22)

A gorbe ridszakaszra vonatkozé differencidlegyenlet a
(18) egyenlet alakmazasaval az alabbi alakba irhat6:

dd;

d_x_i =wjtishwjx;+tichw;x;—
4
- Zshw;x;, (27
sz w;x;, (27)

ahol

1= 19](0), Tj= (%) . (28)
X/':O

d.Xj

A megoldadsokban szerepld kezdeti értékeket (¢;, 7;, t}, 7;)
a széls6 keresztmetszetekre vonatkozo peremfeltételi el6-
irasok, tovdbbd az egyenes és gorbe ridszakasz k6zos ke-
resztmetszeteire vonatkozd illesztési feltételek kielégité-
se révén felirhat6 linedris egyenletrendszer megoldasabol
nyerjiik. Az illesztési feltételek a hdmérsékletmez6 és a
héaram folytonossdgat fogalmazzdk meg. A kovetendd
eljarast egy példa keretében ismerteti a tanulmany.

4. PELDA

A 4. dbra egy haromkomponenst 1 -2, 2 —3, 3 —4 tomor
korkeresztmetszet(i elemet szemléltet. A 4. dbra alapjan
irhat6, hogy [1]

Ly =L; =150mm, L, =125,6637 mm,

a=0,3mm, f=40mm,
K = 2am = 125.6637 mm,

A = a*n = 1256, 6371 mm>2,
2

a
Y e

=333114mm, [2].

Tovabbi adatok: W
A=300 —,

mK
a =100 %,

m-K

po=1,6-10%Qm, U=1V

A B = 4,46 - 1073 1/K esetben az dramerdsség értéke
I =13,37A,ap = 0 esetben pedig I = 25,3 A az dram-

d?9; ersség értéke.
ﬁ—w?ﬂj—kquo O<Xj<Lj. (23)
! o
Itt bevezettiik a kovetkezd jeloléseket: @
afiK U? K
2= K U (24) >
J /lACj 'L)()/].L2
&
UZ
= —. 25
q] p()/le ( )
A (21) és (22) egyenletek mintdjéra frhatd, hogy 4. dbra. Herom komponensi elem.
T
j(x) = tichw;x; + jSh wjix;+ Az 5. dbra szemlélteti az Osszetett rid alakd test
! g; keresztmetszeteiben felléps ¢ hdmérséklet kiilonbséget,
+ —12(1 —chwjx;), (26) mintakozépvonalon értlemezett x ivkoordindta (0 < x <
wj L fiiggvényéta g = 4,27 - 1073 % és a B = 0 esetekre.
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5. KOVETKEZTETESEK

Egy egydimenzids, dllandésult allapotd hévezetési fel-
adat analitikus megoldasat ismerteti a tanulmany. A vizs-
gdlat targyat képezo szerkezeti elem egyenes és koriv ko-
zépvonall rudak lancszer(, eldgazds mentes Osszekap-
csolasaval van kialakitva. Villamos ellenéllds f6tés ko-
vetkeztében bedlld staciondrius hévezetést vizsgalunk. A
fajlagos ellendllds héfok fiiggésével is szamol a tanul-
many.
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5. dbra. ¥ = 9(x) (0 < x < L) fiiggvény gorbeéi.
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