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ABSTRACT

Box extents are useful tools in solving grouping
problems, where given objects are to be classified based
on their common or similar properties. Box extents can
be determined starting from a formal context, using the
theory and tools of Formal Concept Analysis. This
paper describes a method for generating the box extents
of a formal context, and we show how to apply them in
the machine-part cell formation problem.

1. BEVEZETES

A fogalomanalizis (Formal Concept Analysis) az
alkalmazott haléelmélet egyik gyorsan fejléds, 1)
iranyzata. A fogalomanalizis adott objektumok és az
azokat jellemz6 tulajdonsagok kapcsolatabol kiindulva
értelmezi a formalis fogalom definicidjat, és megadja
azt a relaciot, mely alapjan a fogalmak haldba
szervezhetéek. A fogalomhald feltarja a fogalmak
kozotti hierarchikus viszonyokat, de ismeretek tomor
tarolasara, rejtett Osszefliggések felfedezésére is
alkalmazhat6. A  fogalmakat felhasznalva az
objektumok halmazanak specidlis particioit is
definialhatjuk, melyek jol alkalmazhatéak bizonyos
osztalyfelbontasi problémakban. A dolgozatban egy, a
diszkrét termelési rendszerek teriiletérél szarmazo
feladatban, a gyartocellak és  alkatrészcsaladok
meghatarozasara alkalmazzuk a fogalomhaloé alapu
megkozelitést.

2. AFOGALOMANALIZIS ALAPJAI

Legyen adott objektumoknak egy G halmaza, M pedig
olyan tulajdonsagoknak (attribitumoknak) a halmaza,
melyekkel a G-beli objektumok rendelkezhetnek.
Legyen tovabba [ S G XM egy relacio, melynél
(g, m) € I azt jelenti, hogy a g objektum rendelkezik az
m tulajdonsaggal.
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4. SZAM

A (G, M, ) harmast formdlis kontextusnak nevezziik.

A kontextus legegyszerlibben egy tablazatban
szemléltethetd, melynek i-edik sordnak j-edik
oszlopaban x-el jeloljik ha az i-edik objektum
rendelkezik a j-edik tulajdonsaggal (1. tablazat).

Attributumok
Osszetett| paros | paratlan |prim |négyzet
o 1 X X
b 2 X X
il3 X X
€4 X X X
It( 5 X X
u 6 X X
m|7 X X
o
K 8 X X
9 X X
1. tablazat Porzitiv, egyjegyii szamok kontextusa

Ha A C G, jeléljiik A’-vel az A-beli objektumok kozds
tulajdonsdgainak halmazat:
A={meM|(gm)€ElVgEeA}
és B C M esetén legyen B’ azoknak az objektumoknak a
halmaza, amelyek minden B-beli tulajdonsaggal
rendelkeznek:
B'={g€eG|(g,m)€l,vmE B}.

Az (A,B) part a (G,M,I) kontextushoz tartozd
fogalomnak nevezzik, ha AC G, BES Més A =B
valamint B' = A egyarant teljesiil. Példaul az 1. tablazat
kontextusa alapjan a ({4,6,8},{0sszetett, paros}) par egy
fogalmat alkot.

Az A halmazt az (A, B) fogalom extenzidjanak, mig
B-t a fogalom intenzidjanak nevezziik. Konnyt latni,
hogy A S G pontosan akkor extenzidja valamely
fogalomnak, ha A" = A teljesiil, tovabba extenzidk
tetszOleges metszete Ujra extenzidt eredményez.

A (G, M, I) kontextushoz tartozo fogalmak teljes halot
alkotnak, ahol a fogalmak szuprémumaként és
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infimumaként  adodé  fogalmakat az  alabbi

Osszefliggések alapjan szamithatjuk ki:

e (ﬂAt,(UBt)") i

teT teT teT
\/(At' B) = ((U At>” ’ ﬂ Btr) (2)
terT teT teT

Az (1) és (2) osszefiiggések a fogalomanalizis
alaptételeként ismertek. A tétel bizonyitdsa a
fogalomhaldkkal kapcsolatos tovabbi eredményekkel
egylitt megtalalhato [2]-ben.

3. DOBOZ-EXTENZIOK

Legyen G egy tetszOleges nemiires halmaz. A G
nemiires részhalmazaibol allo P = {G, | t € T} rendszert
halmazokbol all, melyek egyesitése G. A G, halmazokat
a particio blokkjainak nevezzikk. Egy adott halmaz
particioi kozott definialunk egy rendezési relaciot: ha P,
és P, a G halmaz particidi, akkor azt mondjuk, hogy P,
finomabb, mint P, (jelolése: P; < P,), ha P, minden
egyes blokkja eldall P;-beli blokkok unidjaként. Ezzel a
relacioval G particidinak halmaza egy teljes halot alkot.

Ha a G halmaz a (G,M,I) kontextus objektum-
halmaza, akkor particioi kdzott van egy specialis tipust.
Legyen I1 = {G, | t e T} G egy particidja, azt mondjuk,
hogy I a (G,M,I) kontextushoz tartozd extenzio-
particio, ha I1 minden blokkja a kontextus valamely
fogalmanak az extenzidja, azaz G, = G,”' minden t € T
esetén. Az  extenzid-particiok  blokkjait  doboz-
extenzioknak nevezzik. Az elnevezés a témat fGleg
haléelméleti szempontbdl megkozelitd [7] cikkbdl
szarmazik, melyben a szerz6 bevezeti a dobozhalo
fogalmat. A dobozhald elemei a dobozelemek. Olyan
fogalom lehet dobozelem, melynek extenzidja szerepel
az objektumhalmaz valamely, extenziokbol allo
particiojaban. Ha a dobozelemek halmazaba a
fogalomhald legkisebb elemét is beleértjik, és a
dobozelemek kozotti relaciot a fogalomhalobeli relacio
lesziikitéseként értelmezziik, akkor igazolhatd, hogy a
dobozelemek struktiraja egy teljes, atomisztikus halo.
Az atomok alatt a legkisebb elem rakovetkezdit értjiik,
az atomisztikus haloéban pedig minden elem eléall a nala
kisebb vagy egyenlé atomok szuprémumaként. A
dobozhalo atomjainak extenzidit atomi extenzioknak
hivjuk, ezekbdl all az extenzid-particiok haldjanak
minimalis eleme, melyet [I,-lal jelolink. Az 1.
tablazatban szerepld kontextus esetén az atomi
extenzidk az {1,9}, {2}, {3,5,7} és {4,6,8} halmazok,

Legyen g € G egy tetszoleges objektum. Mivel I1, a
G halmaz particidja, van egyetlen olyan A, € II, atomi
extenzid, amely g-t tartalmazza. A kovetkez6 allitasban
az A, halmazok segitségevel karakterizaljuk a doboz-
extenziokat.

3.1. Allitas. Legyen (G, M, ) egy kontextus, és E S G
a kontextushoz tartozo extenzio. A kévetkezd allitasok
ekvivalensek:

(i) E egy doboz-extenzio

()geE=>A; CE

(iiy)g  E= Ay NE =0Q.

Bizonyitas: (i) = (ii) Tegyiik fel, hogy E egy g-t
tartalmaz6 extenzi6. Az E halmaz G valamelyik
durvabb, mint a particiohald legfinomabb eleme, a I,
particid. Ay a I, particié g-t tartalmazé blokkja, ezért
sziikségszerli, hogy a durvabb particio g-t tartalmazo
blokkja egyuttal az A, halmazt is tartalmazza.

(if) = (iii) Tegyiik fel, hogy g € E és AgNE # Q.
Ha y€A,NE, akkor y € A; amibdl g €A, is
kovetkezik. Masrészt y € E, ezért (ii) miatt A, CE.
Ebbdl g € E kovetkezik, ami ellentmondas.

(iii) = (i) HaA;NE #@ minden g € E esetén,
akkor az E U {Ag | g € E} rendszer extenzié-particioja
G-nek, amibdl kovetkezik, hogy E egy doboz-extenzio.

A kovetkezd allitas szerint a doboz-extenziok halmaza
zart a metszetképzés miiveletére nézve.

3.2. Allitis. Doboz-extenziok metszete is doboz-
extenzio.

Bizonyitds: Legyenek az E; (j € J) halmazok doboz-
extenziok, valamely J indexhalmazra. Mivel minden E;
egyuttal extenzié is, a ¢, E; halmaz is egy extenzio.
Tegyiik fel, hogy g € N, Ej, ekkor valamely j € ]
indexre g € E; is teljesiil. Mivel E; doboz-extenzio, a
3.1 Allitds (iii) része szerint A,NE; = @. Emiatt
AgNNjg Ej =0, és ujra a 3.1 Allitast alkalmazva
kapjuk, hogy a N ¢, E; halmaz egy doboz-extenzio.

4. A DOBOZ-EXTENZIOK MEGHATAROZASA

A doboz-extenzidk meghatarozasanak egyik modja a
definiciobol adodé direkt modszer: eldallitjuk a
kontextushoz tartoz6 Osszes fogalom-extenzidt, majd
kivalogatjuk koziilik azokat, amelyek egyuttal blokkjai
az objektumhalmaz valamely particidjanak. Nagyméretii
kontextus esetén azonban a fogalmak generalasa is
rendkiviil szamitasigényes feladat, és annak eldontése
sem egyszerl probléma, hogy a fogalomextenzidk koziil
melyek particionaljak az objektumhalmazt. Ez utobbi
feladat ugyanis visszavezethetd az NP-teljes részlet-
Osszeg-problémara, amelyben adottak az a,,a,, ..., a,
és a b természetes szamok, és el kell donteniink, van-e
az {a;,a,,..,a,} halmaznak olyan részhalmaza,

tovabbi  doboz-extenziok:  {2,4,6,8}, {1,3,5,7,9}, B .

{2,3,5,7}, valamint a teljes objektumhalmaz melyben az elemek Osszege b. Esetiinkben adott a
e ’ (G,M,I) kontextushoz tartozé fogalom-extenziok
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H = {E, | t € T} rendszere, és minden t € T esetén meg
kell vizsgalnunk, hogy a G \ E; halmaz eléallithaté-e a
H\{E;} csaladba tartoz6 halmazok diszjunkt
unidjaként. Az NP-teljesség miatt az algoritmus
szamitasigénye a bemend fogalmak szamanak
exponencialis fliggvénye, ezért a direkt modszer csak
kisebb méretli kontextusok esetén alkalmas a doboz-
extenzidok meghatarozasara.

A [3] doktori értekezés egy olyan modszert tartalmaz
a doboz-extenziok  generdlasira, melyhez nem
sziikséges eldallitanunk az dsszes fogalom-extenziot. Az
eljaras a dobozhald atomisztikussagat hasznalja ki, a
fogalom-generalas naiv algoritmusahoz (1d.[2]) hasonlo
modon képezziik az extenziokat, de ha ismerjik a
dobozhalé atomjait, ebben a folyamatban eldre
kisziirhetjiik azokat az elemeket, amelyek nem lehetnek
doboz-extenziok, igy nem keriil sor az 6sszes fogalom-
extenzid generalasara. [4]-ben ennek az algoritmusnak
egy javitott, és egyben egyszerlibb valtozatat talalhatjuk.
Az  algoritmus  alapgondolatat egy  allitdsban
fogalmazzuk meg.

4.1. Allitas. Legyen B egy doboz-extenzié. Akkor a

(B,B") fogalomban B' intenzidja elddll atomi
extenziokhoz tartozo intenziok metszeteként.
Bizonyitas: A B doboz-extenzio eldall atomi

extenziok unidjaként, azaz B = U1 4;, ahol A, € II,.
Mivel B egy  extenzid, B" =B, tehat
(Uier Ap)"=User A;. Képezziik az A, extenzidk altal
meghatarozott fogalmak szuprémumat a (2) képlet
szerint:

Vo eeso=(U,2) )=
B (UteTAtl ﬂteTA,t) = 8.5

Az utolsd egyenlGséget az indokolja, hogy a fogalmak
extenzidi ¢és intenzidi kolcsondsen meghatarozzak
egymadst, azaz, ha két fogalom extenzidja azonos, akkor
intenzidiknak is meg kell egyezniiik, ebbdl kovetkezik a
bizonyitandé B' = N;cr A'; 6sszefliggés.

Az allitas felhaszndlasaval a doboz-extenziok
generaldsdhoz eldszor eldallitjuk az A, atomi
extenzidkat (ennek algoritmusat 1d. [5]-ben), majd
meghatdrozzuk az ezekhez tartozé A', intenzidkat.
Ezutan az Osszes lehetséges modon képezzik az
intenziok metszeteit, és a 3.1 Allitas (ii) részében
megfogalmazott geE = A, S E  implikdcioval
ellenérizziik, hogy az E = (NiegA’y)’ halmazok
doboz-extenziok-e, vagy sem (vegyiik észre, hogy a 4.1.
Allitas csak sziikséges feltételt fogalmazott meg, nem
feltétlentil ad minden atomi intenziokbol allo6 metszet
doboz-extenziodhoz tartozo intenziot).

5. ALKALMAZAS A GYARTOCELLAK ES
ALKATRESZCSALADOK KIALAKITASANAK

Jelolje P kiilonbozé alkatrészek egy halmazat:
P ={p.,ps ., Dr}és legyen M ={m;,m,,..,m,}
egy gépekbdl alldo halmaz, melyekkel az alkatrészek
megmunkalasat végezzikk. A gyartérendszer gép-
alkatrész incidencia-matrixan az

nk
A= [aij]i_jzl
binéris métrixot értjiik, ahol a;; =1, ha az i-edik gép
megmunkalja a j-edik alkatrészt, egyébként pedig
a;j =0. A 2. tablazatban egy, az [1] publikaciobol
szarmaz6 gép-alkatrész matrix szerepel.

Pr | P2 | P3| Ps | P5s | Ps |P7|Ps | Py | Pro| P
my | 1 110]0]O0|1]0|0]O0 0 0
my| O | 1]0]0]0]1|]0|O0]|1 0 0
m;| 1 |]O|1]0]0]0]1|0]O0 0 1
my| OO0 1]10]0]0]1|0]O0 0 0
ms | 0] 0] 1 1{0]0[0]0]|O0 0 1
ms| O] 0] 0|1 1{10]0[0]O0 1 0
m;, | 0O ]O0]O0]O0|1]0]O0|1]O0 1 0

2. tabldzat Példa gép-alkatrész incidencia-mdtrixra

A matrix alapjan kell meghataroznunk az azonos,
vagy hasonld megmunkalasi igényl alkatrészek
csoportjait (az alkatrészcsaladokat) és az egyes csaladok
elemeit  megmunkald  gépek  egyiitteseit  (a
gyartocellakat). Ez a folyamat az incidencia-matrix
sorainak és oszlopainak alkalmas atrendezésével
valosithatd meg, Ggy, hogy az eljaras végén a matrix
foatloja mentén kialakult blokkokbol olvashatoak le az
egymashoz rendelt alkatrészcsaladok és gyartocellak
elemei (3. tablazat).

Pa | Ps | Ps | Pio | P1 | P2 |Ps | Py | P3| Pr| P
mg | 1 110 1 0]0]0]0]0]|O 0
m; | 0| 1 1 1 0]0]0]0]0]|O 0
m; | 0010 0 1 1 1101070 0
my|| 0|00 0]0]|1 1 1100 0
m;| O[O0 ] O0 0 1]10[0]0]1 1 1
my | 0] 0] 0 0O|]0]0]0]O0]1 1 0
ms| 1 | 0] 0 O|l0]J]O0OjO0O]O]1]|O 1

3. tablazat A megoldasnak megfelelden dtrendezett
gép-alkatrész incidencia-mdtrix

A kiilonbozo megoldasok mindségének
Osszehasonlitdsara sokféle mutatdszdm ismeretes az
irodalomban, abban azonban a legtdbb szerzo egyetért,
hogy annal hatékonyabb a cellakiosztas, minél nagyobb
az l-esek ardnya az egyes blokkokon belill (azaz a
cellan beliil a gépek kihasznaltsaga a lehetd
legnagyobb) ¢és minél kevesebb 1-es szerepel a

FELADATABAN blokkokon kiviil (azaz az alkatrészek cellak kozotti
mozgatdsa minimalis mértéki). A leggyakrabban
GEP, LXIIL évfolyam, 2012. 4. SZAM 53



alkalmazott mérészam a Kumar és Chandrasekharan

altal [6]-ban bevezetett csoportképzési hatasfok
(grouping efficacy), amely kovetkezd képlettel
szamithato:
ng+n, n—n
GE=1-"0 "M _™ k

ahol n; az l-esek szama az eredeti gép-alkatrész
matrixban, n, a 0-k szama a kialakitott csoportokon
beliil, n;, pedig azokat az eseteket Gsszegzi, amikor egy
alkatrészt sajat csoportjan kiviili gépnek is meg kell
munkalnia. A 3. tablazatban szerepld megoldas esetén

6 =272 _ 07037

T21+6 '
Idealis esetben az egyes cellakba tartozd gépek a
celldhoz rendelt alkatrészcsalad Osszes elemét

megmunkaljak, és nincs egyetlen kivételes alkatrész
sem (azaz olyan alkatrész, amit egy masik gyartocellaba
is at kell vinni megmunkalasra), tehat n; = 0 ésn;, = 0,
igy a maximalis csoportképzési hatasfok értéke 1.

A feladat doboz-extenzidkkal torténd megoldasahoz a
a gép-alkatrész incidencia-matrix altal meghatarozott
formalis kontextusbdl indulunk ki: a gépeket tekintjiik
objektumoknak, az alkatrészeket attribitumoknak, az [
relaciot pedig azok a (m;, p;) parok alkotjak, amelyek
indexeire a;; = 1. Az objektumhalmaz minden egyes
extenzio-particidja  meghataroz  egy  gyartocella-
kiosztast, hiszen a partici6 minden B blokkjai eleget
tesz a B = B" 0sszefliggésnek, ami azt jelenti, hogy a
blokkba tartozd6 gépek az B’ halmazba tartozo
alkatrészek mindegyikét megmunkaljak, és nincs tobb
olyan gép, ami rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. A
kovetkez6  1épésben  meghatarozzuk egy  adott
cellakiosztas esetén a  celldkhoz  hozzarendelt
alkatrészcsaladokat. Legyen P = {CJ | j=12,..,1}aG
halmaz egy extenzid-particioja. Ekkor a C; blokkba
tartozd gépek alkotjdk a j-edik gyartocellat. A
Cj cellédhoz  tartoz6  F;  alkatrészcsalad — biztosan
tartalmazza az C ’]- halmaz elemeit, hiszen ezeket az
alkatrészeket a cella minden gépének meg kell
munkalnia. Legyen p € P\ U§-=1 C';, egy olyan
alkatrész, amelyet még egyik csalddba sem soroltunk be
és a minden j = 1,2, ..., esetén képezzik a kovetkezd
hanyadost:

hy (@) = C;elemszama
majd a p alkatrészt besoroljuk abba az F; csaladba,
amely esetén maximalis a h;(p) arany értéke. Ezzel az
eljarassal az adott gyartocellakhoz gy rendeltiik hozza
az alkatrészcsaladokat, hogy a kapott megoldas
csoportképzési hatasfoka a lehetd legnagyobb legyen.
Ha minden extenzid-particid esetén meghataroztuk a
megfeleld alkatrészcsaladokat, a kapott megoldasok
koziil kivalasztjuk azt, amelyik esetén maximalis a
csoportképzési hatasfok mérdszama. A 2. tablazatban
szerepld feladatra modszeriink legjobb megoldasként a

a p-t megmunkal6 Cr-beli gépek szama
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kovetkezo gyartocella-alkatrészesalad parokat hatarozta
meg:
{my, my} — {p1, P2, P, Po}
{mg, m;} — {ps, s, P10}
{ms,m} — {ps, v/}
{ms} — {4, P11}

A megoldas csoportképzési hatasfoka 0.7083, ami
megfelel az [1]-ben megadott feladat legjobb ismert
megoldasanak.

6. OSSZEGZES

Egy adott objektumhalmaz specialis felbontasait, az
extenzio-particiokat a fogalomanalizis eszkozeinek
alkalmazasaval hatarozhatjuk meg. A dolgozatban
megadtuk  az  extenzio-particiok ~ generalasanak
algoritmusat és megmutattuk, hogy ez a megkozelités
sikeresen alkalmazhat6 a gyartocellak és
alkatrészcsaladok meghatarozasanak feladataban.
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