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ABSTRACT

A positive integer n is called a balancing number if
1+-+n—-1)=(n+1)+ -+ (n+r) holds for
some positive integer . Balancing numbers and their
generalizations have been investigated by several
authors, from many aspects. In this paper we consider
the generalized (@ &)-type balancing numbers in the
case when @ = 2 and & = 1. We show that there are
infinitely many (2,1)-type balancing numbers and a
simple recurrence relation holds for them. Furthermore
we investigate the connection between (2.1)-type
balancing and Fibonacci or Lucas numbers that is we
show that there is no Fibonacci or Lucas ({2.1}-type
balancing number.

1. BEVEZETES

Egy R ={R;Y_,=R({A,B.R,R,) szamsorozatot
masodrendii linearis rekurzivnak neveziink, ha az

R; =AR;_, + BR;_, (i=1)

rekurziv relacio teljesiil a tagokra, ahol 4, B # 0, Ry és
R, rogzitett egész szamok és |HD| + |R,_| =0, Az
fi(x) = x*— Ax — B polinomot az R = R{A, B, Ry, Ry)
rekurziv sorozat tdrspolinomjanak nevezziik. Legyen
D = A® + 4B a diszkriminansa f-nek. A tarspolinom
gyokeit jeloljiik «-val és f-val. JOl ismert, hogy ha

D # 0, akkor a sorozat felirhaté az

nn‘"—bﬁi
i = ﬁ; (i=0),

alakban, ahol @ = R; — Fyff and b = Ry — Rya.

1. definicio. Egy n pozitiv egész szamot balansz
szamnak neveziink (lasd [1] és [4] cikkek), ha az
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1+=+m-1=m+1)++(n+7)

teljesiil valamilyen  pozitiv egészre (ezt balanszernek
nevezziik). A balansz szamok sorozatat B, -mel jeloljik
(m=12..).

Ko6nnyti ellendrizni, hogy pl. a By = 6 és a By = 33,
ahol a megfeleld balanszerek rendre a 2 és a 14.
Megjegyezziik, hogy Behera és Panda(lasd az [1]-et)
egyik eredménye alapjan a

Bm+1 = ﬁ'Bm _Bm—l

(m = 1).

rekurziv tulajdonsag is teljesiil. Azaz végtelen sok
balansz szam létezik.

A balansz szdmok irodalma nagyon gazdag. A [6] és
[7] cikkekben Liptai bizonyitja, hogy nincsenek
Fibonacci és Lucas balansz szamok. Késébb Szalay
(lasd [10]) ugyanezt az eredményt kapta egy masik
modszerrel.

Egy kis modositassal kapjuk a kdvetkezd definiciot:

2. definicio. Az n €M szidmot kobalansz szadmnak

nevezziik, ha az
1+2++n=m+D+(n+2) ++ (n+r)

teljesiil valamilyen r* € M-re. Ebben az esetben az v*-t

kobalanszernek nevezzik.

Jeloljik az n-et Bj-mel, ha n az m-dik tagja a
kobalansz szamok sorozatinak.

1. megjegyzés. Az elsé harom kobalansz szam: 2, 14 és
84 rendre az 1, 6, 35 kobalanszerekkel.

A By, kobalansz szamok hasonld tulajdonsagokkal
rendelkeznek, mint a By, balansz szamok. A [9] cikkben
Panda és Ray bizonyitotta a kovetkezd tulajdonsagokat:
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1. allitas. Ha az n = B, egy kobalansz szam feltéve,
hogy m =1 akkor By, =3n++v8n*+8n+1+1
ésBh_y=3n—vBn?+8n+1+1.

A fenti allitasbol kapjuk a kdvetkez6 rekurziv relaciot a
kobalansz szamokra (mint a balansz szamok esetén):

B, =685 —BSi_,+2, (m=23,..)

ahol Bf = 0 a megéllapod4s szerint.

A [8]-ban Liptai, Luca, Pintér and Szalay
altalanositotta a balansz szamok fogalmat a kovetkezd
modon. Legyen az ¥. k.l pozitiv egészek Ggy, hogy
¥y =4 Egy x pozitiv egészt az x =y —2 feltétel
mellett (k. }-hatvany numerikus kézépnek nevezziik az
¥-ranézve, ha az

et a-1 =+ ++y-1)

teljesil. A [8]-ban szamos effektiv és ineffektiv
végességi eredményt bizonyitottak a (k. I)-hatvany

numerikus kozépre vonatkozolag.

Késébb a ,balansz” tulajdonsagot rekurziv

sorozatoknal is vizsgaltak (1asd [2]).

Egy masik altaldnositdst adott Kovacs, Liptai és
Olajos az [5] cikkben.

2. definicié. Legyenck a.b nemnegativ relativ prim
egészek. Egy an + b pozitiv egészt egy (. b) tipusi

balansz szamnak neveziink, ha az

(a+b)+(2a+ b))+ ~+(a(n—-1) +b) =
—(@n+1)+b)+—+@n+r+s) D

teljesiil valamilyen r € B-re. Itt az r-et balanszernek

nevezzik.

Jeloljiik az an + b pozitiv egészt a Brff'aj-mel, ha ez a
szam az m-dik az (@, &) tipust balansz szamok kozott.

2. megjegyzés. Megjegyezziik, hogy ha az a =1 és
b = 0, akkor az (@ &) tipust balansz szamok éppen az
eredetileg bevezetett, B;;-mel jel6lt balansz szamokat
jelentik.

2. A (2,1) TIPUSU BALANSZ SZAMOK
TULAJDONSAGAI

A 1. egyenletbdl az @ = 2, B =1 esetén kapjuk a
kovetkezo két dsszefliggést:
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Bl =Pt m—tm -2 —dr -1 (2)

¢és a 1. egyenlet r-re rendezésébol
i+ U —(n—1)U =0, 3)
ahol 7 = B 4+ 1,

A kovetkez6 eredményeket kaptuk a=2,b =1
esetben:

1. tétel. 4 (2.1) tipusii balansz szamokra teljesiil a

kovetkezd rekurzio:
B =3.p,,,-1-B,

2. kovetkezmény. Mivel a By balansz szdmok rekurziv

; (2.1 (2,13 (2,13
sorozatot alkotnak, ezért a By~ =6-B,~; — B~

B*" = R(6,—1,17,99) rekurzié fenndil.
3. kovetkezmény. Az 1. Tétel miatt a Ei,';:'j':' rekurziv
sorozat  tarspolinomja
kovetkezoképpen adhato meg:

meghatdarozhato  és a

(1)
n

(99 — 174,)A% — (99 — 174,)A7

442
ahol ;=3 ++/8 1,=3 —4/8.

Bizonyitasa az 1. tételnek. Eszre lehet venni, hogy ha

van megoldasa a 1. egyenletnek, akkor a
E;E:'L:' =2n +1-t két tagra lehet bontani a 2.
Osszefliggés szerint:
Bi*Y =2n +1=3U, - I, @)
2 4 4 1 2 5,5 no,
ahol Uy =-n +(—;?‘+;)ﬂ—{;?" +E*r+-5) és
U, = Lm-l-?". A szétbontasban a U; EE (és igy a

masik tag is egész), mivel az —n + r + 1 oszthatd 2-
vel. Ezt oszthatésagi vizsgalattal kapjuk a 3.
Osszefiiggésbol, ugyanis a 3. Osszefliggés a kovetkezd
alakban is felirhato:

dnf—dn+8n(-n+r+1)+2(—n+r+1)P7 =0.

Az els6 harom tag mindegyike oszthato 4-gyel, azaz a

2(—n + r + 1)%nek is oszthaténak kell lennie 4-gyel,
—n+r+l €7

amelybol kovetkezik, hogy
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Mivel a 4. oldala
n+r+1l

W, = @n+1)-U; =3(%7). A felbontisban

egyenlet bal n+1, ezért

szereplé két tagrol belatjuk, hogy egymast kovetd
balansz szamok, azaz

ntr+1

5 = Braw

-n+3r+1

———— =B

valamilyen k € E-ra. Ehhez a kovetkezd Allitast kell
felhasznalnunk (lasd az [1] cikkben):

1. lemma. Egy [ pozitiv egész szam akkor és csak akkor
balansz szam (az eredeti értelemben), ha a 8I* + 1 egy

teljes négyzet.

r+1

A fentiek alapjan az = pontosan akkor balansz

szam, ha E(@)‘ +1 teljes négyzet. Az el6bbi

kifejezést kiszamolva kapjuk a kdvetkezot:

E(ﬂ-l—*r-l—lf_l_l
2
=2ritMn+4pr+ i+ dn+3=
=2 i+ dn+4r+2-2n7l +
+4n?+4n +1=(2n + 1)%

mivel az utols6 eldtti 1épésben kihasznaltuk, hogy a
2ri+ (4n+4)r+2 —2n? éppen a 3. Osszefiiggés,

n+r+i ,
balansz szam.

azaz értéke 0. Ezért

Ismerjiik azt az allitast (lasd az [1]-ben a Corollary 3.2-
t), hogy ha X balansz szam, akkor a 3X¥ —+/8X2 + 1 az

n+r+1

elotte levo balansz szam. Ezt alkalmazva a -re

kapjuk (felhasznalva azt, hogy négyzetgyok alatt a

vagy
90 =B"*" =3B, B, =3.35 -6

lathato, hogy a bizonglitésban hasznalt k& és n indexek

megegyeznek, azaz Ex‘u"}'“'i:I =3B,.; — B,

Ezzel érvényes az 1. Tétel és a kovetkezmények, ahol
kihasznaltuk a balansz szamok rekurziv tulajdonsagat. o

4. LUCAS ES FIBONACCI SZAMOK,
SZIMULTAN PELL-EGYENLETEK

Az altalanos 3. egyenletbdl kiindulva kapjuk a
kovetkezo Pell-egyenletet. Mivel az r-re rendezés miatt
a diszkriminansnak négyzetszamnak kell lennie, ezért
kapjuk a kovetkezot:

8(BI*") + a* — dab — 4b? = 2
valamilyen z € E-re (I1asd még a [5]-ben a Lemma 1-et).

Konkrét a. b parok esetén felirhatok ezek a Pell-
egyenletek, és vizsgalhatoak a Fibonacci ¢és Lucas
szamok tekintetében, igy szimultan Pell-egyenletekre
jutunk. Ekkor a kovetkezd allitast hasznalhatjuk fel
Fergusontdl (1asd a [3]):

2. lemma. Az
x® -5y = 14 5)

egyenlet megoldasai pontosan az x = *L,, ¥ = £F,
(n=012..), ahol L, és F, rendre az n-dik tagjai a
Lucas ¢és a Fibonacci sorozatoknak.

A mi esetiikben a kovetkezd két szimultin Pell-
egyenletet kapjuk. Az els6 esetben a kovetkezot:

f 5x% —y® = +4, (6)
(2n + 1)° van, az el6z6ek miatt):
8x* -z =8, 7
n+r+1 || n+r+ 1y N
3 ( 3 J - N E’( 2 J +1= ahol x = B;‘n"lj = F. A masodik esetben a kovetkezot
31 kell megoldani:
2 xf — oyt =44, (8)
Ezérta _H_! AL is balansz szam. 842 _z2=g 9)
A kezddelemekre vonatkozo egyezés alapjan (pl. ahol x = g#’-i’f‘ =1L,
17=B"" =3B, - B, =3-6 -1
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A fenti szimultan Pell-egyenletek megoldasahoz
Szalay cikkében (lasd a [10]-t) levé modszert ill. annak
MAGMA-s implemetacidjat felhasznalva kapjuk a
kovetkez6 eredményt:

2. tétel. Nem létezik (2.1} tipusu Fibonacci vagy Lucas

balansz szam.

Bizonyitasa 2. tételnek. A Szalay féle modszer
alkalmazasakor a Pell-egyenletek egy
megfeleld Thue egyenlet(ek)re vezetnek, amelyet a
MAGMA Solutions fiiggvénye kezel. A modszer
konnyebb alkalmazasa érdekében elkésziilt annak
implemetacidja a MAGMA makrok segitségével és igy
az implementdcido egyetlen fiiggvény meghivasaval
alkalmazhatd (ez a fiiggvény a PellianSystem nevet
kapta). A MAGMA program segitségével az elsd

szimultan

esetben az (x.¥v.zZ}-re a kovetkezd megoldasokat
kaptuk:

(1,1,0), (3,7.8), (1,3,0).

A masodik esetben a megoldasok a kovetkezok
(x v, 2)-re:

(3.1.8), (1.1.07.

Jol lathat6, hogy egyik esetben sem kaptunk (2,1)
tipusii balansz szamot, mivel a legkisebb értéke a
sorozatnak a 17, igy a tétel bizonyitva van. o
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