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ABSTRACT

In [6] the authors worked out a calculation process
and software for calculating the working conditions of
blow-off systems at technological stations of gas
pipelines. This paper presents a new discussion of the
solution of the equation for Mach-numbers, an efficient
numerical procedure for calculating the Mach number
outlet if given Mach number inlet.

1. BEVEZETES

A nagy sebességii gazaramlas specialis esetét jelenti a
lefuvatd rendszerekben kialakuld gazaramlas. Ilyen
esetben surlodasos izentropikus allapotvaltozas kozeliti
legjobban a tényleges fizikai folyamatot. A nyomasesés
meghatdrozasanadl egy elemi csészakaszra felirt
kinetikus energiamérlegbdl kell kiindulni. Az adodo
differencidlegyenlet integralasabol adodik az (1)
egyenlet, amely lehetdvé teszi a csOvezeték mentén
tetszOleges pontok kozott a Mach-szdam megvaltozas
meghatarozasat [2], [5], [6]. A megoldandd egyenlet:
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A fizikai modell leirasa, a feltételek €s a megfeleld
formulak megtalalhatoak pl. a [2], [3], [6] munkakban.
Ebben a dolgozatban egy elméleti és ezzel egylitt egy
hatékony numerikus algoritmust adunk az (1) egyenlet

megoldasara, azaz az M, kiszamitasara, ha adott az

M, és a paraméterek érteke.

2. AZ (1) EGYENLET MEGOLDASA

Feladatunk az adott feltételek mellett az (1) nemlinearis
egyenlet megoldasa. Gyors valasz a Maple
programcsomaggal:
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D «M; &M, 2x M;2+(x-1)M;) Jol l4thato, hogy altalaban négy megoldés van, és még
(1) nem tudjuk, hogy mit jelent a LambertW. Ezekre a cikk
ahol soran valaszt adunk.
7 Tehat alakitsuk at az (1) egyenletet
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A paraméterek jelentése a kovetkezo: 2 M; Q2+ (x-DM 1 ) D M P M,
M, — kezdeti Mach-szdm Alakitsuk at a jobb oldalt a kovetkezéképpen
K+1, M2+ (x—-1)M:
M, — befejezd Mach-szam, n 12( ( ) 22 ) =
2 M;2+(x-DM;)
f — Moody tényezd,
[ — acsbvezeték hossza, fik 1 k-1 . 1 .\ —1
D — avezeték belsé atmérdje, D M 12 2 M 22 2
K — homérsékletek aranya. Végezziink el néhany egyszerti atalakitast:
* egyetemi docens, Miskolci Egyetem, Alkalmazott Matematikai Tanszék
GEP, LXIIL évfolyam, 2012. 4. SZAM 63



2K v o (e—yM?

1 MIQEE-DMD) 24 (k- M?
2 MIQ+(xk-DM}) 2M ] (x+1) M2 (k+1)
2flc ;> 2
MA@rGe-dME) _—p MTTATETDME o e
M2Q+(x—1)M?) M2 (x+1) Mi(k+1)

M!2+(k-1)M;)
M2Q2+(k-)M?2)

exp

MTKMf—Z—(K—l)Mf [

M:(x+1) MZ(xc+1)

2+(k-DM; o 2+ (k-DM;
M (k+1) M (k+1)

2]l;lKMf—2—(/<—l)Mf

24 (k=DM
M (x+1) M (x+1)
_2+(z<—1)M22 B
M (x+1)
2 flx
24 (-)M} TM,Z—z—(K—l)M,2

W 2
M2 (k+1)

X
P M2 (x+1)

A megoldast lathatéan a Lambert-féle W — fiiggvény
adja a (2) egyenletben. A kdvetkez6 szakaszban a
W — fiiggvény alapvetd tulajdonsagait ismertetjiik.

3. A LAMBERT-FELE W —FUGGVENY

A Lambert-féle W —fiiggvény teljesiti a kovetkezd
egyenletet

W(z)e""? =z.

Az egyenletnek végtelen sok megoldasa van a komplex
szamok korében. Egy ag analitikus a 0-nal. Ezt tekintjiik
féagnak. A fliggvény el6szor Lambert (1758) egy
szamelméleti munkajaban jelent meg. A jeldlés a Polya-
Szegd (1925) példatarban jelent meg eldszor [4].
Részletes leiras talalhato [1]-ben.
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1. dbra. A Lambert-féle W — fiiggvény f8dga.

X
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2. dbra. A Lambert-féle W — fiiggvény W, dga.
Tekintsiik példaként a kovetkezd egyszerii egyenletet:
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A két gyok kozelitd értéke: 0.235455710, 4.48800113.
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4. KORLATOK ES HATARERTEKEK
A W —fiiggvény melyik 4ga adja a megoldast az (1)

egyenletre? A fizikai feltételek egyértelmiien
meghatarozzak, hogy ez az ag az amelyik teljesiti, hogy

W (x) < —1. Ennek jeldlése és korlatai:

W (x), —éﬁx<0, —o<W (x)<-1.

Vizsgaljuk meg, hogy mikor érjiik el a korlatokat:

2+(k-DM;
M:(k+1) ’
-2 - azaz M, =1.
T 2+(k—1)M? N
3. dbra. A 2' = 5t egyenlet megolddsdho:. Mzz (k+1) ’
Egyszeri tulajdonsagok [1], [4] alapjan: azaz M, >0 (M, >0).
1. Elemi fiiggvényekkel nem fejezhetd ki. Ha M, >0 (M, >0), akkor
' 1 W(x
2.W (x)= = (x) , : 5 N 2ﬂ7KM12—2—(/(—1)M12
A+ W () exp(W (x)  x(1+W(x) L 2+0=DMy ) p ' :
ha x = 0. e M. (k+1) M (x+1)
aw 1 A masik korlatra pedig a kdvetkez6 adodik az (1)
3.z(1+W) _dz =W, ha z# —;. egyenletbdl:
I 1 24 (k—DM? MTKMlz‘Z‘("‘DMf
— ——=- ex ,
4. W(x)dx—x(W(x)—1+ W(x)}i_c' B M2 (x+1) M2(k+1)
© (_pn n-1 azaz
5. Wo(x):zux”. )
n=l1 7’l' M1 S
Néhany alkalmazasi teriilet [1] alapjan: 2 ﬁ K+x+1
2-2x-2(k +1)W | —exp| —
Kombinatorika - gyodkeres fak generatorfiiggvénye. K+1
Egyenletek megoldasa - iteralt hatvanyozas. Repiil6gép
iizemanyag fogyasztas. Késleltetett differencialegyenlet: 2
M, <
() = ay(t-1). N
2-2k-2(k+D)W| —e ' exp| —
Richards egyenlet, Lotka-Volterra egyenletrendszer. ( ) ¢ p K41
Algoritmusok  elemzése.  Borel-Tanner  eloszlas,

M / D/1/ modell a sorbanallaselméletben.
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Megjegyzés. Ha megoldjuk az (1) egyenletet az M,
paraméterre feltéve, hogy M, =1, akkor

M, = 2

]

K

22k -2k + D)W | —e ' exp| —
xK+1

Végiil, ha % — 0, akkor a fels6 korlat — 1.

5. A MEGOLDAS NUMERIKUS
MEGHATAROZASA

A feladat a Lambert-fiiggvényt meghataroz6 egyenlet
megoldasa lehetdleg gyors €s pontos modszerrel:

W(z)e"? =z.

A W —fiiggvény értékeinek a meghatérozasara a
Halley-modszert alkalmazzuk, azaz

we' —z
j

(w, + 2)(wjew-" —2z) ’
2(w, +1)

e’ (w; +1)—

ahol w, =W (z,) ésa w, kezdd érték tetszoleges a
(—00,—1) intervallumon [1]. Régtén lathato, hogy a
W — fiiggvény rosszul kondicionalt, ha z =—1/e,
azaz W(z) = —1.

A Halley-mddszer egy jol ismert harmadrendii
iteracios (egy pontos), nemlinedris egyenletmegoldo

algoritmus, amely ugy adodik, hogy az

f(x)=0

egyenletben egy racionalis fiiggvénnyel a

a

h(z) = +c

z+
alakban kozelitjiik az f fiiggvényt.
Meghatarozzuk a, b és ¢ értékét tigy, hogy
WO (x) = £ (),

Ekkor megoldva a

i=0,1,2.

h(z)=0

egyenletet, megkapjuk az iteraciot, azaz
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2(/'(x,))°
A Halley-mddszer fenti

Gardnert6l (1978) szarmazik.
Algebrai szarmaztatas:

geometriai  bevezetése

_ S
g(x)= —’—f' o

=0.

Alkalmazzuk g -re a Newton-Raphson ierdcuios
modszert.

Az (1) egyenletet megoldd numerikus algoritmus
beépiilt 2006-ban a Miskolci Egyetem, Koéolaj és
Gazipari Intézete altal készitett FLARE lefuvato
szimulaciés rendszerbe. Pontossaga 107",
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