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Nemnewtoni folyadék kényszeráramlása síklapon porózus 
közegben

Forced convection flow of a non-Newtonian fluid over a flat plate in 
porous medium

ABSTRACT

We study the steady forced convection flow of a
non-Newtonian fluid over a horizontal surface
embedded in a saturated Darcy-Brinkman-Forchheimer
porous medium. The flow is driven by a constant 
pressure gradient. The mathematical model is formed by 
a boundary value problem which is investigated 
analytically. We give the solution of this problem as a 
power series expansion where the coefficients will be 
determined. 

1. BEVEZETÉS

A porózus közeggel kapcsolatos kutatások a
XIX. században a Darcy-féle
melyet többféle formában továbbfejlesztettek, mint 
például a Darcy-Brinkman, vagy a Darcy-Brinkman-
Forchheimer modell. Newtoni közegre a Darcy-féle 
viszkózus tagot 1947-ben Brinkman egy második taggal 
egészítette ki, amely modellhez 1982-ben Joseph egy 
újabb tagot illesztett, egy a sebesség négyzetével 
arányos Forchheimer-féle tagot (lásd. [8]). 
 1987-ben Poulikakos és Renken [11] a 
kényszeráramlást porózus közeggel töltött csatornában 
vizsgálta változó porozitás és Brinkman surlódás 
mellett. Hsu és Chang 1990-ben megjelent [7] cikkében 
a Darcy-Brinkman-Forchheimer modellt tanulmá-
nyozta newtoni közeg esetén.
 Newtoni folyadékok porózus közegben való 
áramlásának irodalma és a nemnewtoni speciális 
hatványtörvény szerinti folyadékok áramlásával 
foglalkozó cikkek száma rendkívül nagy. A nemnewtoni 
folyadékokra irányuló figyelmet a mérnöki 
alkalmazhatóságok széles köre indokolja.

2009-ben Nield [10] átfogó ismertetést adott a
az utóbbi évtizedekre 

vonatkozóan a hatványtörvény szerinti folyadékok 
áramlását leíró matematikai modellre porózus közeg 
esetén.

Ezen dolgozatban Magyari és Pantokratoras [9]
2010-es cikke alapján hatványtörvény szerinti folyadék 

állandó nyomás gradiens melletti állandósult mozgását 
vizsgáljuk. Megadjuk a probléma matematikai 
modelljét. Magyari és Pantokratoras a származtatott 
peremérték problémát véges differenciák módszerével
oldotta meg. A probléma aszimptotikus megoldását a

két speciális értéke esetén egzakt 
analitikus formában írták fel és vizsgálták a Darcy és a 
Forchheimer számoknak az áramlásra tett hatását.

Egyes alkalmazások szempontjából fontos a 
megoldásfüggvények megadása végtelen sor alakjában,
amely végtelen soroktól megkívánjuk, hogy bizonyos 
intervallumban a sorba fejtett függvényt jól közelítsék. 

A peremérték problémához megadjuk, hogy a 
megoldás milyen hatványsor alakban létezik és 

kiszámítására. 

2. A PROBLÉMA MATEMATIKAI MODELLJE

 Nemnewtoni hatványtörvény szerinti folyadék 
áramlását vizsgáljuk Darcy-Brinkman-Forchheimer
porózus közegbe ágyazott vízszintes síklapon. Jelöljük a 
folyadék áramlási sebességének irányú komponensét

-val, irányú komponensét -vel, ahol a síklap az 
tengelyen helyezkedik el,
koordinátát jelöli. Az állandósult kétdimenziós 
határréteg áramlás kontinuitási- és mozgásegyenletét 
összenyomhatatlan nemnewtoni folyadékra a szokásos 
határréteg elmélet szerinti elhanyagolások és a 
Forchheimer-féle tag figyelembe vételével az alábbi 
egyenletekkel írhatjuk le (lásd. Nield [10]):
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ahol a nyomást,  a porozitást,  a konzisztencia 
együtthatót,  

t,  a módosított 
,  ,

míg  a Forchheimer konstanst jelöli. Ha 10 , 
akkor a folyadék pszeudoplasztikus, 1 esetben 
dilatáló, míg 1 esetben  newtoni folyadékokról 
beszélhetünk. A peremfeltételek a síklapon ( 0 ):

                                    ,0,0                           (3)

illetve a határréteg szélén ( ) 

                                    ,                    (4)

ahol a folyadék áramlási sebessége a határrétegen kívül 
. A konstans nyomás gradienst a határréteg szélén 

ha , akkor  

                            ,2
2/1              (5)

tehát a (2) egyen ]:

.22
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Bevezetjük az alábbi dimenziómentes mennyiségeket:

                ,,,,               (7)

ahol

                               .

1
22

                      (8) 

Az (1) és a (6) egyenletek dimenziómentes változókkal 
az alábbiak: 

                              ,0                                 (9)

,111 2

1

       (10)

ahol a a Darcy és az a Forchheimer számot a

                           2/1

2

1 ,              (11) 

kifejezésekkel értelmezzük. A (3) és (4) feltételek a
dimenziómentes változókkal az

                          ,0)0,(,0)0,(          (12)

                         1),(lim),(        (13)

formulákkal adhatók meg. 
Feltételezzük, hogy a nemnewtoni folyadék 

Blasius-féle határréteg áramlásához hasonlóan a 
folyadék áramlás mal párhuzamos ),(  
sebesség komponense monoton növekszik 0-tól az 1 
értékig minden 0 esetén, miközben . Tehát

deriváltja irányban nem negatív, azaz 0/ .
Így a (10) egyenlet az 

                 
1 2

2 (14)

alakba írható. 

elhanyagolható és ekkor az sebességkomponens csak 
az változó függvénye, továbbá .0  Tehát a (9) 
egyenlet teljesül, a (14) parciális differenciálegyenlet 
pedig 
alakot ölti:

1 2
2

2

1 1 1 0. (15) 

Ezen differenciálegyenlethez tekintsük a  

                          
0

                             (16) 

esetén

                   
1/ 1

1/ 2( 1) / 3 (17) 

(lásd [9]). 

Ezen probléma megoldását implicit alakban Magyari és 
Pantokratoras [9] adta meg
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0
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1/( 1)3( 1) ( 3 2)
3

(18) 

alakban.
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A [9] cikkben meghatározták az newtoni
és az dilatáló folyadék esetén az egzakt megoldást. 
Ha 1  vagy 2 , akkor a peremérték feladat
megoldása zárt alakban nem ismert.

esetén
az ( )  

                    (0) 0
0

             (19)

kezdeti feltételek mellett határozzuk meg.

3. HATVÁNYSOR ALAKÚ MEGOLDÁS

A megoldást ( ) alakban keressük, ahol az 
ozásához az [1]-ben ismertetett

módszert alkalmazzuk. A hatványsor alakú megoldás 
létezésére a Briot-Bouquet tételt alkalmazható. A 

-
enletrendszerrel 

3.1. Briot-Bouquet tétel: Tegyük fel, hogy a 

1 1 1 2

2 2 1 2

/ ( , ( ), ( ))

/ ( , ( ), ( ))
 

egyenletrendszer esetén, 1 és 2 holomorf függvényei 

a , )(1 és )(2 változóknak, továbbá 

0)0,0,0()0,0,0( 21 , akkor a fenti 
egyenletrendszernek létezik az origó közelében
holomorf megoldása, amely kielégíti a 0)0(1 ,

0)0(2 kezdeti feltételeket feltéve, ha a 

)0,0,0(/)0,0,0(/
)0,0,0(/)0,0,0(/

2212

2111

mátrix egyik sajátértéke sem pozitív egész szám.

A tétel bizonyítását lásd a [3] cikkben. 

A ( ) alakú megoldásokat keresve 
meghatározzuk az 

                   '( ) ( ) '( )           (20) 

                   1"( ) ( 1) '( )    (21) 

deriváltakat, majd a (15) egyenletbe helyettesítve 
kifejezzük "( ) -t.

Elvégezzük az helyettesítést és feltételezzük, 
hogy  

0 1( ) ( ),

ahol legalább kétszer differenciálható függvény és 
teljesíti a (0) 0, '(0) 0 feltételeket. Vezessük be a 

1

2

( ) ( )
( ) '( ),

ahol 1(0) 0 és 2 (0) 0 . Ezek után legyenek az 1
és 2 függvények:

1 1 2 2

2 1 2 2

( , , )
( , , ) ' "( ).

A (15) differenciál z ( )
helyettesítéssel a

1 2

12

1"( ) 1 ( )
( ) '( )

2
2 1 11 ( ) '( )

összefüggést kapjuk.

A Briot- 1(0,0,0) 0 , 
2 (0,0,0) 0  feltételek csak akkor teljesülhetnek, ha 

1 1

12 1
0

1 1 0 ,

azaz 1/ 1 0 , és innen 1 . Az 2 (0,0,0) 0

1
0

1
)1(

1

adódik. Tehát 1 esetén a 

1 1
0

1

2

összefüggés érvényes. Az 0'(0) (0) kezdeti 
feltételt figyelembe véve (16)-tal

0 . 

Mivel így a Briot-Bouquet tétel feltételei a (15) 
differenciálegyenletre a (19) kezdeti feltételekkel 
teljesülnek 0 és 1

a Briot-Bouquet differenciálegyenlet rendszernek 

létezik
1

1 és 
1

2 alakú megoldása.

A (15), (19) kezdetiérték probléma megoldásainak 

hatványsora tehát
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               2 3
0 1 2

0
... (22) 

Ezek után meghatározzuk a még ismeretlen 

együtthatókat. Az 

2
0 1 2

0

1 2
1 2 3

1

' ( 1) 2 3 ...,

" ( 1) 2 6 12 ...,

deriváltakat a (15) differenciálegyenletbe helyettesítjük. 

Ahhoz, hogy megadjuk a  együtthatókat, ha 2 , a

J.C.P.Miller [5] formulát alkalmazzuk, majd az egyenlet

két oldalán a tagok együtthatóit

összehasonlítva a (22 2 3 4, , ,...  

együtthatók a kapott rekurzív formulákból 

.  

4. ÖSSZEFOGLALÁS

A dolgozatban hatványtörvény szerinti nemnewtoni 
közeg vízszintes síklap feletti kényszeráramlását leíró 
differenciálegyenlet rendszer hatványsor alakú 
megoldásának létezését mutattuk meg, ha a lap Darcy-
Brinkman-Forchheimer porózus közegbe van 
beágyazva. 

Megadtuk, hogy a folytonossági- és 

síklappal párhuzamos U sebesség komponensére 
vonatkozó közönséges differenciálegyenlet 

( ) alakú megoldásai mikor elégítik ki a 
kezdetiérték feltételeket. A Briot-Bouquet-tétel alapján 
kiszámított 0 és 1 együtthatókon kívül a J.C.P. Miller 
formulával a

0
 

2 3 4, , ,... együtthatók 

rekurzív formulákkal 
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