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ABSTRACT

We study the steady forced convection flow of a
non-Newtonian fluid over a horizontal surface
embedded in a saturated Darcy-Brinkman-Forchheimer
porous medium. The flow is driven by a constant
pressure gradient. The mathematical model is formed by
a boundary value problem which is investigated
analytically. We give the solution of this problem as a
power series expansion where the coefficients will be
determined.

1. BEVEZETES

A porozus kozeggel kapcsolatos kutatasok a
XIX. szazadban a Darcy-féle modellhez kotddnek,
melyet tobbféle formaban tovabbfejlesztettek, mint
példaul a Darcy-Brinkman, vagy a Darcy-Brinkman-
Forchheimer modell. Newtoni kozegre a Darcy-féle
viszkozus tagot 1947-ben Brinkman egy masodik taggal
egészitette ki, amely modellhez 1982-ben Joseph egy
ujabb tagot illesztett, egy a sebesség négyzetével
aranyos Forchheimer-féle tagot (lasd. [8]).

1987-ben Poulikakos és Renken [11] a
kényszeraramlast porozus kozeggel t6ltott csatornadban
vizsgalta valtozé porozitdas és Brinkman surlddas
mellett. Hsu és Chang 1990-ben megjelent [7] cikkében
a Darcy-Brinkman-Forchheimer modellt tanulma-
nyozta newtoni kozeg esetén.

Newtoni folyadékok pordzus kozegben vald
aramlasanak irodalma és a nemnewtoni specialis
hatvanytdrvény  szerinti  folyadékok  4ramlaséaval
foglalkozo cikkek szama rendkiviil nagy. A nemnewtoni
folyadékokra  irdnyuldo  figyelmet a  mérndki
alkalmazhatdsagok széles kore indokolja.

2009-ben Nield [10] atfogd ismertetést adott a
kutatasok  fejlodésér6l az  utobbi  évtizedekre
vonatkozoan a hatvanytérvény szerinti folyadékok
aramlasat leir6 matematikai modellre pordozus kozeg
esetén.

Ezen dolgozatban Magyari és Pantokratoras [9]
2010-es cikke alapjan hatvanytdrvény szerinti folyadék
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alland6 nyomas gradiens melletti allandosult mozgasat
vizsgaljuk. Megadjuk a probléma matematikai
modelljét. Magyari és Pantokratoras a szarmaztatott
peremérték problémat véges differencidk modszerével
oldotta meg. A probléma aszimptotikus megoldasat a
hatvanykitevé két specialis értéke esetén egzakt
analitikus formaban irtak fel és vizsgaltak a Darcy és a
Forchheimer szamoknak az aramlasra tett hatasat.

Egyes alkalmazasok szempontjabol fontos a
megoldasfiiggvények megadasa végtelen sor alakjaban,
amely végtelen soroktdl megkivanjuk, hogy bizonyos
intervallumban a sorba fejtett fliggvényt jol kozelitsék.

A peremérték problémahoz megadjuk, hogy a
megoldas milyen hatvanysor alakban Ilétezik és
modszert adunk a hatvanysorban szerepld egyiitthatok
kiszamitasara.

2. A PROBLEMA MATEMATIKAI MODELLJE

Nemnewtoni hatvanytorvény szerinti folyadék
aramlasat  vizsgaljuk  Darcy-Brinkman-Forchheimer
pordzus kozegbe agyazott vizszintes siklapon. Jeloljik a
folyadék aramlasi sebességének x iranyt komponensét
u-val, y iranyd komponensét v-vel, ahol a siklap az x
tengelyen helyezkedik el, y pedig az erre merdleges
koordinatat jeloli. Az allandosult kétdimenzios
hatarréteg aramlas kontinuitasi- és mozgasegyenletét
Osszenyomhatatlan nemnewtoni folyadékra a szokasos
hatarréteg elmélet szerinti elhanyagolasok és a
Forchheimer-féle tag figyelembe vételével az alabbi
egyenletekkel irhatjuk le (lasd. Nield [10]):
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ahol p a nyomadst, ¢ a porozitast, x4 a konzisztencia
egyiitthatdt, n a hatvanytorvényben 1évé kitevot, p
folyadék stirliségét, K* a modositott
ateresztOképességet, K a normal ateresztOképességet,
mig Cp a Forchheimer konstanst jeloli. Ha 0<n <1,

akkor a folyadék pszeudoplasztikus, n>1 esetben
dilatalo, mig n=1 esetben newtoni folyadékokrol
beszélhetiink. A peremfeltételek a siklapon ( y=0):

u=0,v=0, 3)
illetve a hatarréteg szélén (y — )
U—>uy,, 4

ahol a folyadék aramlasi sebessége a hatarrétegen kiviil
u, . A konstans nyomas gradienst a hatarréteg szélén

felirt (4) feltételbdl hatarozzuk meg:

ha y — oo, akkor

a_p /’l n pCF 2 (5)
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tehat a (2) egyenlet a kovetkezd alakba irhato [9]:
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Bevezetjiik az alabbi dimenzidmentes mennyiségeket:

X: ,Y:X,U:L,V:_’ (7)
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Az (1) és a (6) egyenletek dimenzidmentes valtozokkal
az alabbiak:

K" Cre’
K72

L (11)

kifejezésekkel értelmezziik. A (3) és (4) feltételek a
dimenziémentes valtozokkal az

U(X,0)=0,V(X,0)=0, (12)

UX,0)=1limU(X,Y)=1

Y—ow

(13)

formulakkal adhatok meg.

Feltételezziik, hogy a nemnewtoni folyadék
Blasius-féle hatarréteg 4aramlasdhoz hasonléan a
folyadék aramlas féarammal parhuzamos U =U(X,Y)
sebesség komponense monoton ndvekszik 0-t6l az 1
értékig minden X >0 esetén, mikézben Y — 0. Tehat
U derivaltja Y iranyban nem negativ, azaz oU /oY >0 .
fgy a (10) egyenlet az

U—+V-—"=n|-— (14)
oX oY oY oY?

U, ,ou_ (8U)”_1 U
alakba irhat6. A teljesen kifejlodott aramlas esetén a
belép6élnél jelentkez6 perturbacio hatasa
elhanyagolhat6 és ekkor az U sebességkomponens csak
az Y valtozo fiiggvénye, tovabba 7 =0. Tehat a (9)
egyenlet teljesiil, a (14) parcialis differencialegyenlet
pedig a kovetkez6 kozonséges differencidlegyenlet
alakot olti:

( de”‘ AU 1

"o o +D—a(1—U”)+F(1—U2):O.(15)

Ezen differencidlegyenlethez tekintsiik a

oUu

1 =5 (16)

Y=0

kezdeti feltételt, amely teljesen kifejlédott aramlas
esetén

S =((1/Da)+2An+DF 130)""(7)
(lasd [9]).

Ezen probléma megoldasat implicit alakban Magyari és

ou ov
X + 54 =0, ) Pantokratorals] [9] adta meg
. Y:J‘[L(U"“ ~(n+1)U +n)
ou ou o |loUu| oU nDa
U—+V—=—|— —|+ 0
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3n
ahol a Da a Darcy ¢és az F' a Forchheimer szamot a
alakban.
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A [9] cikkben a szerzék meghataroztak az n=1 newtoni
¢és az n=2 dilatal6 folyadék esetén az egzakt megoldast.
Ha n#1 vagy n=#2, akkor a peremérték feladat
megoldasa zart alakban nem ismert.

Teljesen kifejlodott aramlas esetén tetszdleges n esetén
az U(Y) sebességkomponenst a felirt (15) masodrendt

nemlinedris differencidlegyenletbdl az

U)=0 6s Y| s
dY

Y=0
kezdeti feltételek mellett hatarozzuk meg.

(19)

3. HATVANYSOR ALAKU MEGOLDAS

A megoldast U =Y -Q(Y”) alakban keressiik, ahol az
a kitevé meghatirozasahoz az [1]-ben ismertetett
moddszert alkalmazzuk. A hatvanysor alak(i megoldas
létezésére a Briot-Bouquet tételt alkalmazhato. A
masodrendli  differencidlegyenletet specialis Briot-
Bouquet  egyenletekb6l  all6  egyenletrendszerrel
helyettesitjiik, amire érvényes a kdvetkezo tétel:

3.1. Briot-Bouquet tétel: Tegyiik fel, hogy a

é@kMd@=uA44@L%@D}
‘f(dzz /dé:) = u2(§7zl (‘f)’zz (5))

egyenletrendszer esetén, u; és u, holomorf fliggvényei

a &, zi(& ¢és  z,(&) valtozoknak, tovabba
1,(0,0,0) =1,(0,0,0)=0, akkor a fenti
egyenletrendszernek  1étezik az origd koézelében

holomorf megoldasa, amely kielégiti a z(0)=0,

z,(0) = 0 kezdeti feltételeket feltéve, ha a

ou, /0z,(0,0,0) Ou, /0z,(0,0,0)

6”2 /aZl (0,0,0) auz /6Z2 (0,0,0)
matrix egyik sajatértéke sem pozitiv egész szam.
A tétel bizonyitasat 1asd a [3] cikkben.

A U=Y-Q(Y") alaki megoldisokat keresve
meghatarozzuk az
U)=0(Y")+a-Y"-0'(r?)
U'V)=a-(a+1)-Y*'Q'(Y*)

(20)

ey

derivaltakat, majd a (15) egyenletbe helyettesitve
kifejezzitk Q"(Y*)-t.

Elvégezzikk az Y* =& helyettesitést és feltételezziik,
hogy

() =by +bg +2(5),
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ahol z legalabb kétszer differencialhatd fliggvény és
teljesiti a z(0)=0,z'(0) =0 feltételeket. Vezessiik be a
kovetkez6 jeloléseket:

{21 (5)=2(5)
2,(8)=2'(),

ahol z(0)=0 és z,(0)=0. Ezek utan legyenek az u,
és u, fuggvények:

{u1(§’21722) =¢-z,
uy(&,2,2,) =62, =5-0"(S).

A (15) differencialegyenletbdl az
helyettesitéssel a

U=Y-0(r")

0"(&)=———2 " HI{J—@-gaQ%5ﬂ
na’ [0(&)+ag0'(&)] | Da
+F{1—§“Q7§ﬂ}—gil~£QT§)
a ¢
Osszefiiggést kapjuk.

A Briot-Bouquet tételben szerepld u,(0,0,0)=0,
u,(0,0,0) =0 feltételek csak akkor teljesiilhetnek, ha

1

—-1

_%[L_FF}_&_H@:O,
n-a” -b"" | Da a

azaz (1/a)-1=0, és innen a=1. Az u,(0,0,0)=0
megkotésbol
1 +F
Da
a(a+1)b,

n—1

adodik. Tehat a =1 esetén a

L+F
__Da

1 Zbonfl

Osszefliggés érvényes. Az U'(0)=Q0(0)=5, kezdeti
feltételt figyelembe véve (16)-tal

by =5.

Mivel igy a Briot-Bouquet tétel feltételei a (15)
differencidlegyenletre a (19) kezdeti feltételekkel
teljesiilnek b, és b, megfelel6 megvalasztasaval, ezért

a  Briot-Bouquet rendszernek

létezik z, = iakfk €s z, = ibkfk alak megoldasa.
k=1 k=1

differencialegyenlet

A (15), (19) kezdetiérték probléma megoldasainak

hatvanysora tehat
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U=YY bY' =hY+bY’ +bY +.. (22)
i=0
alakban kereshetd.
Ezek utan ismeretlen

meghatdrozzuk a még

egyiitthatokat. Az
U'=Y i+ DY =b,+2bY +3b,7% +..,
i=0

U= j(j+Db,Y™ =2b +6b,Y +12b,Y"...

J=1
derivaltakat a (15) differencialegyenletbe helyettesitjiik.
Ahhoz, hogy megadjuk a b; egyiitthatokat, ha i>2, a

J.C.P.Miller [5] formulat alkalmazzuk, majd az egyenlet
két oldaldan a megfeleld kitevéjii tagok egyiitthatoit

Osszehasonlitva a (22) kifejezésben 1évé b,,b;,b,,...

egyiitthatok a  kapott  rekurziv = formulakbol

el6allithatoak.

4. OSSZEFOGLALAS

A dolgozatban hatvanytdrvény szerinti nemnewtoni
kozeg vizszintes siklap feletti kényszeraramlasat leird
differencidlegyenlet  rendszer  hatvanysor  alaku
megoldasanak 1étezését mutattuk meg, ha a lap Darcy-

Brinkman-Forchheimer  porézus  kozegbe  van
beagyazva.
Megadtuk, hogy a  folytonossagi-  és

mozgasegyenletekb6l szarmaztatott az aramlé kozeg
siklappal parhuzamos U sebesség komponensére
vonatkozo kdzonséges differencialegyenlet
U=Y-0O() alakid megoldasai mikor elégitik ki a
kezdetiérték feltételeket. A Briot-Bouquet-tétel alapjan
kiszamitott b, és b, egyiitthatokon kiviil a J.C.P. Miller
formulaval a

U= Yib,y"

i=0

hatvanysorban  szereplé  b,,b;,b,,...  egyiitthatok

rekurziv formulakkal el6allithatdak.
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