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ABSTRACT

The Yang-Baxter equation is a basic equation of the
theory of integrable system. It was realized later, that it
can be interpreted as an invariance principle of certain
structures under the third Redemeister move of knot
theory. This observation made it possible to interpret
certain algebraic equations as the topological invariance
of certain drawings of knots or braids. We extend that
framework by adding strings that are cut at certain
points. That allows us to provide a graphical
interpretation for certain solutions of the Yang-Baxter
equation. Our approach also motivates the introduction
of a generalization of the Temperley-Lieb algebra.

1. BEVEZETES

A Yang-Baxter egyenlet az egzaktul megoldhaté
kétdimenzios matematikai fizikai rendszerek
elméletének az egyik sarokkove. Eredetileg a
kétdimenzios Ising model (ami a méagnesesességnek egy
idealizalt modelje) bukkant fel Onsager [1] hires
munkéjaban. Az egyenlet tovabbi vizsgdlata a kezdeti
idékben leginkdbb Yang [2] és Baxter [3] nevéhez
kothet6. Ok tovabbi alkalmazasait fejlesztették ki ennek
az egyenletnek az egydimenzids kvantummechanikai
rendszerek, illetve a kétdimenzios, egy racson megadott
statisztikus mechanika rendszerek esetében. Eleinte az
egyenletet egy nagyon komplikalt harmadfoka
sokismeretlenes egyenletnek tekintették, aminek a
megoldasait ad hoc szamitidsokkal szarmaztattak.
Késobb felfedezték, hogy az egyenlet legintuitivabb
interpretacija a csomoéelmélet keretében adhatdé meg.
(Itt megjegyezziik, hogy ez szigortian véve csak az
ugynevezett sprektralis paraméter nélkiili esetben igaz.
Mi a tovabbiakban ezzel az esettel foglalkozunk
mig bizonyos alkalmazasok az altalanosabb eset
vizsgalatat is megkovetelik.) Kideriilt, hogy az

vonatkoz6 tenzorialis kommutacios reldcié nem mas,
mint csomoéelméletbél ismert ugynevezett harmadik
Redemeister [4] 1épés algebrai interpretacioja. Ebben a
keretben sikeriilt példaul a csomdk Jones polinomjat
(ami eredetileg a von Neumann algebrak elméletében
meriilt fel [5]) egy teljesen elemi, grafikusan is
abrazolhatdé mdédon interpretalni [6]. Mivel a Yang-
Baxter egyenlet ezeken a teriileteken kiviil is fontos
szerepet, jatszik (itt elsGsorban a kvantum csoportok €s
a Hopf algebrak elméletét érdeme kiemelni [7,8]),
meglehetdsen komoly erdfeszitések iranyultak az
egyenlet megoldasainak a megkeresése felé. Mivel
azonban az R matrix egy n' ismeretlent tartalmazo
objektum, a megoldésok teljes klasszifikdcidja csak az
n=2 esetben jart teljes sikerrel [9]. Mi tobb, a
megoldasok  reprezentacidja vagy interpretacidja
sokszor legalabb olyan fontos (mint ezt a [9] dolgozat
hangstlyozza), mint azok megkeresése. Ebbdl a
szempontbdl a legelegdnsabb eredmények Kaufmann
nevéhez fizédnek [13], akinek sikeriilt igen komplikalt
csomoelméleti vagy algebrai szamitasokat grafikus
manipulaciokka alakitani.

Mi ezt a tradicidt kivanjuk kovetni a dolgozatunkban.
Megvizsgajuk, hogy mi torténik, ha a csomoéelméleti
abrakon megengedjiik azt, hogy a csomot reprezentalod
gorbék elszakadjanak, ne legyenek folytonosak. Ez
kiboviti a grafikusan dbrazolhaté megoldasok korét. Mi
tobb, ez a megkozelités motivalhatja néhany algebra
altalanositasat, itt leginkabb a Temperley-Lieb [10], és a
Birman-Murakami-Wenzl [11,12] algebrak johetnek
szamitasba. A kovetkezdekben elészor  az
Osszehasomlitas kedvéért felidézziik a Yang-Baxter
egyenletnek azt a megoldasat, amelyet a Temperely-
Lieb algebra szolgaltat, illetve szintén megadjuk ennek
a jol ismert grafikus jelentését. Ezutdn megnézziik,
hogyn modosul ez a séma , ha a Temperley-Lieb algebra
abrazolasdhoz hasznalt félkoroket ¢és szakaszokat
estelegesen megszakadt vonalakkal helyetesitjiik. Egy
egyszerii esteben explicit modon is elvégezziik azt a
kalkulaciot, ami a Yang-Baxter egyenlet teljesiilését

ismeretlen, tradicionalisan R-nek nevezett matrixra biztositjia. Az  altalanosabb eset  vizsgalatahoz
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szimbolikus algebrai csomagot hasznalunk. Végezetil
megjegyezziik, hogy az igy kapott grafikus kalkulus egy
természetes  kiterjesztését adja meg példaul a
Temperely-Lieb algebranak.

2. GRAFIKUS KALKULUS ES A
CSOMOELMELET

Elészor is idézzik fel a Yang-Baxter egyenlet
definiciojat. Legyen R egy n* méreti matrix, amihez a
kovetkez6 linearis transzformacio tartozik:

R: VXV ->VxV
Itt V egy n dimenzids vektortér, vagyis R a V vektortér
o6nmagaval vett direkt szorzatan hat.. Legyen tovabba
Rz és Ry3 a kovetkezo:
Rap : VXVXV -> VXVxV
R »=Rxid, Ry;=1dxR.
Ekkor a Yang-Baxter egyenlet a kovetkez6 lesz:

Ri2 Rz Ry = Rys Rip Ry,

Ez a relacié nem mas, mint az Artin féle fonatcsoportbol

jol  ismert nemtrividlis = kommutaciés  relacid
megfeleldje:

Si Si+1 Si= Si+1 Si Si+1-
Itt s; a fonat i-edik és az (i+l)-edik szalainak

keresztez6dését jeloli. Tehét a Yang-Baxter egyenlet
megoldasai reprezentdljak az Artin féle kommutéacios
relacidt, ha pedig az R matrix invertdlhatd, akkor a
fontacsoprt  reprezentacidja is  megkonstrualhato
beldéliik. Ennek alapjan a kovetkezd megfeleltetés
allithato fel:

N
o \

Itt ugy gondolunk a vonalak végpontjaira, mint
amelyekhez hozzd van rendelve V egy kopiaja, a
tenzorszorzatot pedig a vizszintesen egymas mellett
elhelyezked6 végpontok reprezentaljak.

Ez a megfeletetés lehetévé teszi a Yang-Baxter
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Ez nem mas, mint a csomoelméletbdl ismert harmadik
Redemeister féle 1épés, ha az itt lathatd vonalakat térben
képzeljiik el, akkor ez a 1épés nyilvanvaldan folytonosan
elvégezhetd a vonalak elvagasa nélkiil.

A Yang-Baxter egyenletnek talan a leghiresebb
megodasa (ez reprodukalja a Jones polinomot, illetve ez
mertl fel az SL(2) csoport kvanum verzidjaban is) a
kovetkezoképpen abrazolhatd a grafikus kalkulus
seitségével. Rendeljuk hozza az R matroxhpz, vagyis
egy keresztez6déshez a kovetkez6 szimbélumok
sulyozott dsszegét:

Ekkor az el6z0 két éabra mindegyikén a héarom
keresztez6dés (mivel mindegyik esetében két variacio
van) szétesik 8 darabra, amelyek koziil nemelyik egy
zart hatszoget (hurkot) is tartalmaz is tartalmaz. Ha a
hurokhoz az u skaléris szorzofaktort rendeljiik hozza,
akkor a jobb és bal oldali abrdk szorzofaktorai
megegyeznek. mégpedig abban az értelemben, hogy két
abra ekvivalens, ha az alul és feliil elhelyezked6 pontok
ugyanazon moédon vannak Osszekotve. Ezek az abrak
természetesen atkonvertalhatok matrixokka is. Ekkor
egy fiiggdleges vonaldarabhoz a Kronecker delta matrix
tartozik, mig egy v alakhoz egy tetszéleges M,, matrix
tartozik. Annak az érdekében, hogy egy v és egy
forditott v kompozicidjadhoz az identikus matrix
tartozzon, a forditott v-hez M inverzét kell rendelniink.
Ekkor egy zart hurokhoz az

u=Tr(M'M")

egyenletnek a  kovetkez6 ~ formaja  grafikus  faktor rendelddik hozza.
interpretaciojat:
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Ezekhez a konstrukcidkhoz hozzarendelheté egy
érdekes algebrai struktira, a Temperley-Lieb algebra.
Ennek az elemeit a kdovetkezo grafikus szimbolumok
generaljak:

Ez kielégiti a az alapvetd
Ul=uU

relaciot, plusz tovabbi relaciokat is, amelyeket ezenek
az abraknak a csatlakoztatasa general [10].

Mi a kovetkezoképpen probajuk kiterjeszteni ezt a
kalkulust. Az R matrixot megprobaljuk felirni olyan
grafikus szimbolumok formalis linearis
kombinacidjaként, amely abrak elszakadt vonalakat is
tartalmaznak. Vagyis

A+B+C+D+E+F+G+H+]

L Vv

+ +
/\

+

I (I
w L
Itt az egyes szimbdlumok egyiitthatoit nem irtuk ki.
Ezek utan felteheté az a kérdés, hogy milyen
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egyiitthatovalasztds esetén teljesil a Yang-Bater
egyenlet. Teljes altalanossagban ez a kérdés persze csak
terjedelmes, szadmitogépes algebrai szamitasokkal

valaszolhaté meg, azonban néhany egyszerli esetben a
kalkulaciok kézzel is elvégezhetéek. Vegyiik azt a
redukalt esetet, amikor csak az els6 és az utolsd
tagoknak van nem nulla egytitthatdja:

Helyettesitsiink most be ezt a két szimbolumot a Yang-
Baxter egyenlet grafikus reprezentacidjainak a
keresztezodéseket tartalmazo helyeire. Ekkor az alabbi
abrak mindegyike nyolc tovabbi abrat general.

R=A+il= ‘ + i
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Itt az abran lathato négyzetek mindegyikébe vagy az
A vagy a I szimbolumot irhatjuk. Osszesen négyféle
Osszekapcesolodasi mintazat johet 1étre az also és afelsd
harom pont kozott:

Rendeljiink tovabba miden szabad szakaszdarabhoz egy
v szorzofaktort. Ekkor a baloldali YB abran ennek a
négy konfiguracionak a sulyfaktorai

1, i, V21, 20V
lesznek. Ugyanez a jobboldali abran
1, i"v*+2i, i, 20V

lesz. Ennek alapjan azt kapjuk, hogy
=1/,

vagyis ezen valasztds mellett teljesiil a Yang-Baxter
egyenlet. Hogyan tudjuk ezt, vagy az ehhez hasonlo,
szabad végpontokat is tartalmaz6 megoldast numerikus
R matrixszd konvertalni? Ennek érdekében egy
alappont-végpont  vonalhoz rendeljiik hozzd a
vKroneckerDelta(0,a) matrixelemet.

Bonyolultabb, tobb paramétert is tartalmazd R matrix
esetén ezek a szadmitdsok persze egyre hosszabba
valnak. Itt mar célszeri a szimbolikus algebrai
csomagok hasznalat. Mi egy Mathematikdban lekodolt
program segitségével kerestiik a Yang-Baxter egyenlet

R=A+bB+cC+cD+dE+dF+eG+eH+1
alakil megoldasait. Az egyenletek megolddsa nem

itkozott kiilonosebb nehézségbe, mi itt felsorolunk
néhanyat a kapott megoldasok koziil.
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a) b=0, v=0,
f=2c¢"2-4cd-4ce-4de-2e"2-d2u

b) u=(-1-b"2)/b, v=0.

¢) b=0,v=0,d=0, f=-2 (c"2+2ce+e"2).

d) b=0, c=-(1/v), d=0.

e) b=0, v=0, d=0, e=0, f=-2 c"2.

f) u=(-1-b"2)/b, v=0, c=0,
=3bd2+5bde+2be2

+3d2u+5deu+2e2u

g) u==((-1+b-b"2)/b), c=-(1/v), d=b ¢, e=0.

h) u=(-1-b"2)/b, v=0, c=0, e=-2 d,
f=b d"2 + (d"2).

i) u=(-1+2b-b"2)/b, c=0, d=-((1 +1) b)/v,
e=0, =2d"2-bd"2-d"2 u.

Az altalanosabb eset vizsgalata valoszinlileg csak
specializaltabb egyenletmegoldo programok
segitségével lenne lehetséges. Tovabbi vizsgalatokat
igényelne az a kérdés is, hogy mely megoldasok
hasonloak (linearis algebrai értelemben) egymashoz.

5. OSSZEFOGLALAS

A Yang-Baxter egyenlet megoldasait vizsgaltuk egy, a
csomoelmélethez  kapcsolodd  grafikus  kalkulus
segitségével. Ezt, a téma irodalmaban sokat vizsgalt
modszert azzal az otlettel bdvitettiik ki, hogy olyan
abrakat is hasznaltunk, ahol megengedtiik, hogy a
Yang-Baxter egyenletet reprezentald csomoelméleti
abrakon megengedtilk a széalak elszakadasat. Az igy
kapott abrak vizsgalatdit egy viszonylag egyszerl
esetben kézzel, bonyolultabb estekben szamitégéppel
végeztiik el.
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