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ABSTRACT

We present a modified Lax pair representation of
certain generalized Toda chains. We use a scheme of
Drinfeld and Sokolov that replaces the wusual
commutator of matrices by a more general expression.
We apply a reduction of their general setting to rederive
the equation of motion of certain Toda chains. Our
method uses (in some sense) smaller groups for the
description of these dynamical systems.

1. BEVEZETES

A teljesen integralhaté dinamikai rendszerek
elméletének egyik alapvetd dolgozata [1], ahol Lax
Péter egy matrix (vagy egy differencidloperator)
mozgasegyenletét az

L'=LP —PL =[L,P]

alakban irta fel. Ez az L operator infinitezimalis
hasonloéséagi transzformacidja, igy megorzi L spektralis
invariansait. Ennek a sémanak egy altalanositasat adta
meg Drinfeld és Sokolov [2], akik az L=AB szorzat
hasonlosagi transzformacidjanak az A é a B
matrixokra valoé hatasat vizsgaltdk. Konkrét eseteit
ennek a modszernek Dodd-Fordy és Hirota-Satsuma
tanulmanyozta [3,4]. Egy régebbi dolgozatom [5] azt a
kérdést vizsgalta, hogy mi torténik akkor, ha A és B
egymas adjungaltjai, vagyis A*=B. A fent emlitett
munkék mindegyike parcialis differencidlegyenleteket
irt le, mig a jelenlegi dolgozatom a kdzonséges
differencialegyenletekkel foglalkozik az tugynevezett
Toda [6,7,8] racsok esetében. Miutan az dsszehasonlitas
végett felijuk az A; racs Lax parjat és
mozgasegyenletét, megmutatjuk, hogy egy két
oszloppal kibovitett L matrix segitségével megkaphato
példaul a B; (az egyik ortogonalis csoporthoz tartozo)
Toda racs. Az irodalomban altaldnosan hasznalt
reprezentacio megduplazna a matrix méretét.
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2. MODOSITOTT LAX PAROK

Jol ismert, hogy az
L'=LP—PL=I[LF]

egyenlet az

L(0) — exp(—tP) L(D)exp (tP)

hasonlosagi transzformacid infinitezimalis alakja. Ez
biztositja, hogy L és hatvanyainak a nyomai idGben
allanddak, megmaradé mennyiségek. Nézziikk most az
altalanositott

L — exp(—tB) Lexp (td)

transzformaciot.
Tekintsiik most az LLT id8beli valtozasat:

LIT — exp(—tB) Lexp (td)exp (tAT )L exp (—tBT)

Ez tovabbra is hasonldsagi transzformacié marad, ha B
transzponaltja —B, illetve, ha A'=-A, hiszen ekkor az L
és az L' kozotti tag 1. Jegyezziik meg, hogy bar az A és
B matrixoknak kotelezd négyzet alaktiaknak lenniiik, az
L matrix nyugodtan lehet téglalap alaka is. Hasonlo
érvelés alkalmazhato az L'L szorzat esetében is, de ez a
mi szempontunkbol nem vezet 1j megmaradd
mennyiségek létezéséhez, hiszen pl. Tr(LL")=Tr(L'L).
Mindezek alapjan levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy
ha egy L matrix kielégiti a kovetkezd egyenleteket:

L'=LA-BL, A=A, B =-BT,
akkor az L'L szorzat sajatértékei megmarado
mennyiségek. Természetesen a megmarado
mennyiségek szama altaldban csekély a matrix

elemeinek a szamahoz képest, igy csak a megfelelden
valasztott L, A, B harmas esetén kapunk teljesen
integralhato rendszert.
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Ez az eljaras egy specialis esete Drinfeld és Sokolov
altalanosabb sémajanak [2]. Ok az MN szorzat
izospektralis deformacioit vizsgaltak. megfigyelték,
hogy ha

MN — exp(—tB) M exp (tA) exp(—t4) N exp (tB),

akkor M és N mozgasegyenletei
Jﬂ"fr = Jﬂ"f.'q - Bﬂ"f_. J.h'lrr = J.hirB - Aa.nlr.

Ennek a sémanak a fentebb leirt varianansan kiviil
mas lehetdségek is vannak, példaul vizsgalhato az LL*,
az LL™', LL*" operatorok izospektralis deformécioja is

[5].

3. EGY TODA RACS ES ANNAK STANDARD
LAX PARJA

A legegyszeriibb példa a Toda racsokra az Ay sorozat.
Ennek tagjainak a mozgasegyenlete a kovetkezo:

a = ep(x;—x), g =1}
B T Xp = —Giie T i

kivéve az els6 és az utolsd tagokat, ahol az egyik
négyzet értelemszeriien hianyzik (itt i=1..N).

Ennek az egyenletnek a Lax reprezenticidja az N=3
esetben a kovetkezo:

P 4 0
L=|q, P, 9
0 g, ps
0 q, 0
A=|—q, 0 4
0 =g, O

A két matrix L’=LA-AL kommutatora:

2
-4, P =P 0
I'= 2, -2,
Pdn=DYn 4y —4qyn  Drdn =Py

2

0 P24y =P34n 24y,
Ez pontosan a fentebb leirt mozgasegyenleteket
szolgéltatja. Ennek a  konstrukcionak  tobbféle

altalanositasa is 1étezik [6,7,8]. Ezek nagy része Lie-
algebrai eszozoket hasznal, aminek kovetkeztében
megvalozik a racs végpontjaiban 1év0 részecskék
dinamikaja. A legaltaldnosabb végponti dinamika

Izmontsev [9] nevéhez flizédik, azonban azt lehet
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mondani, hogy a leghatékonyabb eljarasnak a végponti
dinamika generalasdhoz a Skylanin [10] altal
kidolgozott tiikrozési R métrix nevezhetd. A
kovetkezdekben leirunk egy eljarast, amivel az igy
kapott = mozgasegyenleteknek  egy
reprodukalhato.

részhalmaza

4. EGY ALTALANOSITOTT TODA RACS ES
ANNAK NEM STANDARD LAX PARJA

Bévitsilk az L matrixunkat két extra oszloppal a
kovetkezé modon:

9 p 49, 0 0
0 g, p, 45 O
0 0 g5 p; g

L:

Valasszuk a kovetkezd két antiszimmetrikus matrixot A
¢és B szerepébe:

A= 0 —q, 0 95 O
0 0 q 0 q;
0 0 0 -g, 0
0 9 0
B=|—q, 0 qx
0 —-g; O
Ekkor a médositott Lax egyenlet a kovetkez6 alaku lesz:
a4 =24 Pidn—Padn 0 0
L'= 0 P4 P29 24122 _29232 P29y =P34 0
0 0 P29 — P39 2‘1232 _qaz P34;

Az extra q; és q, mennyiségeket a kovetkez egyenlet
hatarozza meg:

r

B =X
r

Pz = X3

g1 = Exp{_xl:]-'
gz = exp{xgj,

Lathato, hogy a végpontok, vagyis X, 3 dinamikéja
megvaltozott, azok alakja most

p = x = —qi; +4qi.

Pa = %3 =—q3 t qa

Ha csak az utolsé oszloppal végeztik volna el a
bovitést, akkor pontosan a B; néven ismert, az egyik
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ortogonalis csoporthoz tartozé Toda racsot kapnank. Az
itt leirt konstrukcio viszont lehetdséget ad arra, hogy
ugyanezt a dinamikai rendszert az A; Lie algebra
segitségével konstrualjuk meg. Mi tobb, a mindkét
végén kibOvitett racsok csoportelméleti leirasa
meglehetésen komplikalt, igy az itt ismertetett
konstrukcio alkalmas arra, hogy néhany eset targyalasat
egyesitse.
Skylanin féle végpontbeli reflexiés matrixok elmélete
altalanosabb rendszerek megkonstrualasat is lehetévé
teszi. Mi a példainkat a harom dimenzids esetben irtuk
le, ezek Aaltalanositasa tetszdleges dimenzidkra
legfeljebb jeldlésbeli nehézségekkel jarna.

Természetesen hangsulyozzuk, hogy a

A kovetkezéekben megprobalkozunk az itt leirt eljaras
egy tovabbi altalanositasaval, azonban, mint az késGbb
ki fog deriilni, ilyen modon mar lényegében nem
kapunk 10j dinamikai rendszereket. Felbuzdulva az
eddigi eredményeinken, probaljuk meg az A4 racs
standard Lax matrixa jobb szélét két extra oszloppal
béviteni, vagyis legyen L a kovetkez6 alaku:

o 4, 0 0 0
9o Py 4 0 O
0 g» ps g4 O
0 0 gy p, a

QUL oo © o

Ezzel a formaval
kovetkez6 matrixnak:

Osszhangban valasszuk A-t a

0 91 0 0 0
~q, 0 4 0 0 0
0 =g 0 ¢ 0 0
0 0 -¢, 0 a d
0 0 0 -a 0 p,
0 0 0 -d -p, 0

Tovabba legyen a B matrix formaja

0 9, 0 0
—4q 0 923 0

0 — 0 934
0 0 —g O
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Ekkor az
L'=LA—EL,

kommutatorra a kdvetkezo kifejezést kapjuk:

=24} PP 0 0 0 0
P =P 205245 Padn — Pids 0 0 0
0 Doy =P 243245 P393 = Padsa 0 0

0 0 Py —Pudse —a’—d’+2q5, ap,—dp, ap,+dp,

A legalso két nem nulla eleme ennek a matrixnak a
kovetkezd differencidlegyenleteket adja a két ismeretlen
a és b fliggvényekre:

a' (x) = alx) — d(x),d"(x) = alx) +d(x).

Ennek az
megoldasa

alx) = exp(x) (ucos(x) + vsinlx)),
d(x) = exp(x) (v coslx) — usinlx)).

egyenletrendszernek a legaltalanosabb

Mivel az x’4=p’4 gyorsulast leir6 matrixelemben a
kovetkez6 extra tag: —d’-a’ jelenik meg, ami egyenld
exp(x) tobbszorosével, igy az igy kapott dinamikat
lehetséges a ,,d” oszlop hozzaadasa nélkiil is generalni.
Mindazonaltal az itt leirt médszer tobbféle iranyban is
altalanosithato. Sikeriilt az Sp(2n) szimplektikus
csoporthoz tartoz6 standard Lax part ugy modositani,
hogy a végpontokban az Izmotsev féle altalanositott
Toda  racsokndl megjelend
hiperbolikus potencial hasson. Ezt
dolgozatban tervezziik publikalni.

inverz  koszinusz

egy késobbi

A Lax par létezése természetesen csak a nagyszamu
megmaradd mennyiség 1étezését garantalja, a Liouville
féle teljes integralhatdsdgot ez 6nmagiban még nem
biztositja. A Lax parok klasszikus elméletében a teljes
integralhatosag, vagyis az eset, amikor a fiiggetlen
megmaradd mennyiségek szama egyenld a fazistér
dimenzidjanak a felével és ezek Poisson zarodjele mind
nulla egymassal, a legeffektivebben a kovetkezd tétel
segitségével bizonyithato.

Tétel []: Ha létezik olyan r matrix, hogy
{Li,Lo}=[r12,L1]-[r21,L2],
akkor a Tr(L") mennyiségek Poisson zardjele nulla.

Ezt a tételt a kdvetkezOképpen modositottuk:
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Létezzenek olyan 1 és r matrixok, hogy
{Li,Ly}=(li2 Li- Ly r12)-( 1oy Ly- Ly 129).
Ekkor a
H,=Tr(LL")
mennyiségek Poisson zarojele egymassal nulla.

Ennek a tételnek az alkalmazasa tovabbi kutatasok
targyat képezi.

5. OSSZEFOGLALAS

A Dirinfeld és Sokolov altal kidolgozott modositott Lax
parok elméletét a kozonséges differencialegyenletek
elméletében, az altalanositott Toda racsok esetében
alkalmaztuk. Ezen a moddon sikeriilt néhany esetben
alternativ,  egyszeriibb,  kisebb  méreti  Lax
reprezentaciot talalnunk. Tobbek kozott sikeriilt a B,
tipusu racsokat az A, racsokhoz hasonldé matrixokkal
reprezentalni. Végezetil megadtunk egy tételt,
amelynek segitségével alternativ bizonyitds adhato
bizonyos racsok Liouville féle integralhatdsagara.
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