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ABSTRACT

Scheduling, sorting and searching problems are
among the most common instances of order. Typically
an order must be transformed to another, say a partial
extension or a linear extension, which itself may
represent a schedule or a sort. In a scheduling problem
we have to find an optimal schedule of jobs. We
consider the parallel machines case, where m machines
are given and we can use them to schedule the jobs.
Using the greedy algorithm by Trotter (for finding linear
extensions of a poset) we exhibit and implement an
algorithm for determining minimal linear order
congruences, solving the given parallel scheduling
problem.

1. BEVEZETES

Ha adott elvégzend6 munkak egy M halmaza, akkor
ennck egy iitemezésén az M halmaz elemeinek olyan
munkdkat milyen sorrendben kell végrehajtani.
Altalanos  szabaly, hogy minden, a munkak
elvégzéséhez felhasznalt eréforras (gép) egy iddben
legfeljebb egy munkan dolgozhat és minden munkat egy
idében legfeljebb egy eréforrason (gépen) végezhetiink.
A termelési illetve gyartasi folyamatok egy ismert
modelljét gy kapjuk, hogy egy részben-rendezett
halmaz segitségével abrazoljuk a gyartasi folyamat
egyes fazisai kozotti Osszefiiggéseket. Az litemezési
feladat klasszikus megoldasa ekkor egy olyan linearis
rendezés, amely az eredeti részben-rendezés
kiterjesztése. Ha egy termék gyartdsa soran szamos
technologiai fazis van, akkor a termék altalaban igen
kiilonb6z6 technoldgiai Witvonalakat jarhat be. Ha az
iizemben az egyes fazisokon parhuzamos berendezések
is vannak, akkor a termék altal bejarhatd utvonalak
szama meghatvanyozodhat. Egy lehetséges megoldas,
ha a gépeket uigy csoportositjuk (térbeli és/vagy logikai
dekompozicio), hogy azok a termék -eldallitasahoz
sziikséges miiveletek egy csoportjat képesek legyenek
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elvégezni. Utemezési feladatok megoldasakor tehét
linearis rendezéseket keresiink. Szpilrajn klasszikus
tétele értelmében barmely részben-rendezés
kiterjeszthetd linearissa [10]. Vannak azonban a
gyakorlatban olyan esetek, amikor nem sziikséges az
elemek kozott teljes linedris rendezést megadni, hanem
érdemesebb  nagyobb  egységeket  (csoportokat,
blokkokat, tomboket, osztalyokat) képezni. Ilyenek
példaul  bizonyos csoporttechnologiai  feladatok.
Nyilvanvaléan ekkor olyan osztalyozas érdekel
benniinket, ahol az osztalyok kozotti részben-rendezés
linearis. Az osztalyok elkészitésekor bizonyos esetekben
arra is figyelniink kell, hogy azok aranyos méretiiek
legyenek. Adott tehat egy véges elemszamu halmaz,
amelyet diszjunkt részhalmazokra (osztalyokra) kell
felosztani ugy, hogy az osztidlyok kozott 1étrejovo
részben-rendezés linedris legyen, az osztalyokon beliil
pedig egy ekvivalenciarelacio érvényesiiljon.
Lényegében tehat egy véges elemszamu részben-
rendezett halmazt osztdlyozunk 0gy, hogy az eredeti
részben-rendezés a részhalmazok kozott egy 1jabb
részben-rendezést indukaljon. Az ilyen felbontasok
alapjan vezettiik be a rendezés-kongruencia fogalmat és
vizsgaltuk tulajdonséagait az [7] dolgozatban.

2. EGY UTEMEZESI FELADAT

A termelési illetve gyartasi folyamatok esetén az
elvégzend6 munkak egy véges M = {my,m,,...,m,}
halmazéan az m; < m; jel6lést vezetjiik be, ha az i-edik
munka elvégzése idében megelézi a j-edik munkat
(i,j €{1,2,..,n}). Nyilvanvald, hogy ekkor (M, <)
részben-rendezett halmaz. Ha M iitemezését klasszikus
értelemben keressiik, akkor az nem mas, mint < egy
linearis kiterjesztése. Tobb megoldast is kaphatunk,
hiszen egy részben-rendezésnek tobb  linearis
kiterjesztése is lehet. Tegyiik fel, hogy egymassal
parhuzamosan tobb munka elvégzésére is lehetdséglink
van. Ez azt jelenti, hogy M elemeit célszer(i diszjunkt
részhalmazokra felosztanunk. Alkalmazzuk a
tovabbiakban az {M;, M,, ..., M.}, (t < n) jeldlést egy
ilyen osztalyozasra. Ekkor M =M; UM, U ..U M,.
Lényegében lehetséges gyartasi fazisokat hozunk létre,
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amely jelenthet id6beli dekompoziciot vagy logikai
dekompoziciot. A részhalmazok kialakitasakor nemcsak
azt tartjuk szem el6tt, hogy az egyes részhalmazokba
egymassal szabadon felcserélhetd elemek keriiljenek,
hanem azt is, hogy a létrehozott tombok egymassal
Osszehasonlithatoak legyenek, amely 1ényegét tekintve
egy olyan részben-rendezés, amely az eredeti <
részben-rendezés altal indukalt linearis rendezések
egyike. Az eddig megtett 1épésekhez kénnyen talalunk

matematikai sémat. Mivel {M;,M,,.., M.}, (t <n)
osztalyozdsa M-nek, igy tartozik hozzad egy p
ekvivalenciarelaci6. Ennek megfelelden

M/p = {Ml,Mz,...,Mt}, (1)

azaz a vizsgalt particid a p ekvivalenciarelacio
faktorhalmaza. Tekintsiik tovabba azt a

p:M - M/, ®)
fiiggvényt, amely az m; (i € {1,2,...,n}) munkahoz
hozzarendeli azt az M; (j € {1,2, ..., t}) fazist, amelyben
a munka elvégzésre keriil, azaz

(p(mi): = Mj! (3)
ha m; € M;. A rendezés-kongruencianak a [7]
dolgozatban megadott fogalmat esetiinkben az alabbi
megfogalmazasban célszerti hasznalni.

2.1. Definicio: A p ekvivalencia reldaciot rendezés-
kongruencianak nevezziik az M halmazon, ha az M / p

Jaktorhalmazon  értelmezheté olyan <, részben-
rendezés, amelyre nézve a @ fiiggvény rendezésorzo,
azaz barmely m; < m; (mi,mj € M) esetéen

p(m;) < p(m;) €]

teljestil.

A fenti definicioban alkalmazott <, jelolésre az
indukalt részben-rendezés elnevezést hasznaljuk. A 2.1.
Definiciob6l azonnal adddik, hogy ha p rendezés-
kongruencidja az (M, <) részben-rendezett halmaznak,
akkor p egybeesik a ¢ izoton filiggvény magjaval.
Nyilvanval6 az is, hogy (4) akkor és csak akkor teljesiil,
ha van olyan m;,m; € M, amelyre m; <m; (i,j €
{1,2,..,n}).

Az (M,<) részben-rendezett halmaz rendezés-
kongruencidinak halmazat jelolje 9(M). Az (9(M), )
halo relativ komplementumos, atomisztikus és dualisan
atomisztikus, tovabba teljesiti a Jordan-Holder
lancfeltételt [7]. Az iitemezési feladat megoldasahoz
olyan p € 9(M) kongruenciara van szikségiink,
amelyre a kialakitott részhalmazok kozott Iétrejove <,
indukalt részben-rendezés linearis, tehat az (M / p,Sp)

faktorhalmaz lanc.

2.2. Definicio: Egy p € 9(M) rendezés-kongruenciat az
(M, <) linearis rendezés-kongruencidjanak neveziink,
ha az (M / D> Sp) faktorhalmaz lanc.
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Az ltemezési feladat megoldasa tehat az (M, <)
részben-rendezett halmaz egy linedris rendezés-
kongruencidja lesz. Meg kell azonban jegyezniink, hogy
a megoldast add linearis rendezés-kongruencianak még
egy tovabbi tulajdonsaggal is rendelkeznie kell. Ugyanis
az (M, <) részben-rendezett halmaz linearis rendezés-
kongruenciai koziil csak olyanra van sziikségiink, amely
tovabb mar nem finomithatd {M;, M,, ..., M.}, (t < n)
particiot eredményez.

2.3. Definicio: Egy p € 9(M) rendezés-kongruenciat az
(M, <) minimalis linedris rendezés-kongruenciajanak
neveziink, ha (M,<)-nek nincs olyan 0 # p linearis
rendezés-kongruencidja, amelyre 6 S p.

Az litemezési feladat megoldasahoz célunk az (M, <)
részben-rendezett halmaz minimalis linearis rendezés-
kongruencidinak meghatarozasa. A [7] dolgozatban
igazolasra keriilt,hogy ha a p ekvivalencia-relacioé az
(M,R)  részben-rendezett  halmaz  intervallum-
kongruencidja, akkor p  rendezés-kongruenciija is
(M,R)-nek. Ha R a < részben-rendezés linearis
kiterjesztése, akkor konnyen igazolhatd, hogy a p
relacié (M, <)-nek rendezés-kongruenciaja, azaz (M, <)
rendezés-kongruenciainak keresése visszavezetheté az
eredeti <  részben-rendezés valamely linearis
kiterjesztésének intervallumokra torténd feldarabolasa-
ra. Az iitemezési feladat klasszikus megoldasahoz tehat
az els¢ 1épést az (M, <) részben-rendezett halmaz
esettn a < relacido linearis  kiterjesztéseinek
meghatdrozasa jelentheti. Erre az irodalomban tobb kész
megoldas is olvashatd. Ezek egyike Trotter-t6l
szarmazik [11].

3. A TROTTER-FELE MOHO ALGORITMUS

Megoldasunk els6é 1épésével kapcsolatos legfobb
probléma az, hogy egy részben-rendezett halmaz
linedris kiterjesztéseinek a szdma az alaphalmaz
elemszamanak fiiggvényében exponencidlisan nd.
Ennek a problémanak a lekiizdésére hasznaljuk a
Trotter-féle moho algoritmust [11].

Jeloljik n-nel az X halmaz elemszdmat. A mohod
algoritmus az (X, <) részben-rendezett halmaz esetén a
< relacio linedris kiterjesztését ugy allitja el6, hogy
el6szor X minimalis elemei koziil valaszt egyet. Ha a
lanc els6 x4, ..., x; tagja mar megvan, akkor az (i + 1)-
edik elemet az

N\ {xy, s %3}, <) )
részben-rendezett  halmaz  minimalis  elemeinek
halmazabél valasztja a mohé feltétel szerint. Ez azt
jelenti, hogy i > 0 esetén nem tetszbélegesen valaszt a
minimalis elemek koziil, hanem azokra a minimalis
elemekre szilikit, amelyek az el6z6 1épésben kivalasztott
elemmel Osszehasonlithatdoak, amennyiben van ilyen
elem.
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3.1. Algoritmus:
1. Proc Trotter

2. Input: X halmaz
3. P halmaz (részben-rendezés)
4. Output: L vektor (lanc)
5. Xoe X
6. Py« P
7. Py« (Xo,Py)
8. Gy « (S; « min(Py) tetszbleges eleme)
9. fori<0ton—1do
10. if i > 0 then
S/ ={x € S;|x; < x P —ben}
11. if S/ = @ then G, = S;
12. if S; # @ then G; = S/

13. x;.1 < G; egy tetszbleges eleme
14, L[i +1] < x444

15, Xip1 < Xi\{xip1}

16. Py < P(Xi41)

17. Piyq < (Xiv1, Piy)

18. Si4q < min(Pj;q)

19. RETURN

Az algoritmus mikodésének szemléltetésére tekintsiik
az alabbi példat.

3.2. Példa: Az (M, <) részben-rendezett halmazt Hasse-
diagramjaval szemléltetjiik.

1. abra

Ekkor példaul L;: [m,, m3z, mg, m,, my, my, ms, mg, Mg
és  Ly:[my,my,my, ms, ms, mg,my;,mg, mg]  olyan
linearis  kiterjesztései <-nek, amelyeket a 3.1
Algoritmus eredményezhet.

4. AZ UTEMEZESI FELADAT MEGOLDASA

Jol lathato, hogy klasszikus értelemben, azaz amikor
egy id6ben csak egy gép dolgozik (tehat nincs lehetdség
parhuzamos munkak végzésére) az iitemezési feladatnak
a Trotter-féle mohé algoritmus eredményeként kapott

meghatarozasaval azt az alternativ iitemezési feladatot
fogjuk megoldani, amikor megengedjik, hogy egy
idoben tobb gép is dolgozzon. Lényegében logikai
dekompoziciot végziink, amelynek eredményeként azt
varjuk, hogy a gyartasi (futasi) id6 csokkenjen. Az
iitemezési feladatot reprezentald (M,<) részben-
rendezett halmaz esetén < linearis Kkiterjesztését a
Trotter-féle mohd algoritmus szolgaltatja. Ha tekintjiik
az L:xq, .., Xy (x; =m;, 1,j € {1,2,...,n}) lancot (ahol
L a < linearis kiterjesztése), akkor el6 kell allitanunk az
My =[xy, x1], My = [xp149,%;2] os Me = [X;6-1,X5]
intervallumokat. Az igy kialakitott particié az M halmaz
rendezés-kongruenciaja. Linearis rendezés-kongruenciat
a 2.2. Definicio értelmében akkor kapunk, ha az

(M, M,,...,M,}, (t <n) (6)
halmazon indukalt részben-rendezés linearis. Ez akkor
kovetkezik be, ha barmely két egymast kovetd
intervallum esetén 1éteznek olyan x, € M; és x; € M; 4
(1 <k <l<n) elemek, amelyekre x;, < x; teljesiil.
Ahhoz, hogy minimalis linearis rendezés-kongruenciat
allitsunk el elégséges, ha a kialakitott M;, M,, ..., M,
intervallumok (M, <)-ben antilancok és barmely két
szomszédos M;,M;,; (j € {1,..,t —1}) intervallum
esetén legyenek olyan x, € M; és x; € Mj,; elemek
(1<k<l<n), amelyekre x, <x;, azaz x
rakovetkezéje az x; elem, tehat nincs olyan x; € M
elem, amelyre x;, < x; < x; teljestil. Ha a Trotter-féle
moho algoritmust kiegészitjiik a fenti észrevételeinkkel,
akkor az {temezési feladat megoldasat minimalis
linearis rendezés-kongruencia formajaban kapjuk meg.
Jeloljik n-nel az L-vektor hosszat.

4.1. Algoritmus:
1. Proc Minimalis linearis rendezés-kongruencia
2. Input: X halmaz
3 P halmaz (részben-rendezés)
4 L vektor (Trotter-féle algoritmusbol)
5.  Output: A (minimalis linearis kongruencia)
6
7
8

X< X
P, <P
. Py (X, P)
9. A; «{L[1]}
10. A <« A4

11. fori < 1ton—1do
12. if (L[i],L[i + 1]) € P;

13. then A;,, <« {L[i + 1]}
14. if (L[i],L[i + 1]) ¢ P;
15. then A;,; < A; U{L[i + 1]}

16. A< AUALD

7. ifA; C Ay, and 4; # Ay

18. then az A halmazbdl {4;} torlése
19. Xiyq < X\{L[]}

20. Piyq < P(Xi41)

21, Piyg < (Xiv1, Pigr)

linearis kiterjesztés minden esetben egy megoldasat 22. RETURN
adja. A minimalis linearis rendezés-kongruenciak
GEP, LXIIL évfolyam, 2012. 5.SZAM 69



A 4.1. Algoritmus az (X, <) részben-rendezett halmaz
esetén egy eckvivalencia osztalyaival —megadott
minimalis linearis rendezés-kongruenciat ugy allit elo,
hogy a bemenetként kapott L lanc els6 elemébdl kialakit
egy osztalyt. Most L[i] jeloli az L lanc i-edik elemét. Ha
i = 1, akkor az algoritmus megvizsgalja, hogy a lanc i-
edik és i + 1-edik eleme kozott fennall-e a < relacio.
Ha L[i] < L[i + 1], akkor 0j osztalyt hoz létre, amely az
L[i + 1] elemet tartalmazza. Ha L[i] % L[i + 1], akkor
az 0j osztalyt Ggy alakitja ki, hogy az el6z6 1épésben
létrehozott osztalyt boviti az L[i + 1] elemmel. Ha az
el6z6 1épésben létrehozott osztaly valddi részhalmaza az
i-edik 1épésben megalkotott halmaznak, akkor azt
toroljiik, hiszen annak elemeit az 0j osztaly tartalmazza.
Konnyen lathatd, hogy az egy osztalyba keriilé elemek
antilincot képeznek az (X,<) részben-rendezett
halmazban, tovabba barmely két egymas utan kialakitott
(és nem torolt) osztaly (intervallum) esetén talalunk
olyan elemeket, amelyekre a megkdvetelt rakovetkezési
tulajdonsag teljesiil.

Sikeriilt tehat a kitlizott ttemezési feladatunkhoz
olyan megoldast talalni, amelynek segitségével az egyes
elvégzendd munkak olyan logikai dekompozicidja
végezhetd el, amely csokkenti a teljes munka
elvégzéséhez sziikséges idot, azaltal, hogy lehetévé
valik bizonyos munkafazisok soran a parhuzamos
munkavégzés.

4.2. Példa: Ha a 3.2. Példiban megadott L, linearis
kiterjesztést tekintjiik, akkor a 4.1. Algoritmus az alabbi
minimalis linearis rendezés-kongruenciat eredményezi:

{{ml}' {ms}, {me}, {m;, m,}, {my, ms, mg}, {m9}} (7
Az L, lanc esetén pedig a

{{ml}' {m,}, {ms, ms, m3}, {me}, {m;, mg}, {m9}} 3
megoldast kapjuk. Lathato, hogy az elvégzendé munkat
hat fazisra bontottuk mindkét esetben és legfeljebb
harom gép dolgozhat parhuzamosan. Az is jol lathato,
hogy ebben az esetben a minimalis linedris rendezés-
kongruencia alapjan elvégzett logikai dekompozicid
kilenc idéegységr6l hat idéegységre csokkenti az
eléallitasi (futasi) id6t, amennyiben feltételezziik, hogy
minden elvégzendé munka ugyanakkora idéigénnyel
bir.

Az is kdnnyen észrevehetd, hogy ha a 4.1. Algoritmus
bemeneteként megadott lancot nem a Trotter-féle moho
algoritmus eredményezi, akkor a minimalis linearis
rendezés-kongruenciara megadott feltételek altalaban
nem teljesiilnek a kialakitott ekvivalencia-osztalyokra,
tehat nem szolgaltatnak optimalis megoldast az
iitemezési feladatra.

4.3. Példa: Tekintsik a 3.2. Példiban az (M,<)
részben-rendezett halmaz esetén az
L3: [ml, mz; m3; m44 mSI m6l m7l mS' m9] (9)
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linearis kiterjesztést. Konnyen lathato, hogy ezt a lancot
a 3.1. Algoritmus nem allitja eld. Ekkor ugyanis
X, =my és x,=m,, Iigy S, ={m,,ms,ms} és
G, = {m,, ms}. Emiatt x;-nak a moh¢ algoritmus nem
valaszthatja mg-at, mert ms; € G,. Ha az L; linearis
kiterjesztés a 4.1. Algoritmus bemenete, akkor az alabbi
osztalyozast kapjuk:

{{ml}' {er mgz, My, Ms, mé}' {m7r mS}' {m9}} (10)
Ekkor azonban az {m,, ms, m,, ms, ms} osztily elemei
nem képeznek antilancot, mert

m, <m,, MmM;<ms, Mz M. (11)
Az itemezési feladatnak az igy elkészitett osztalyozas
nyilvanval6an nem megoldasa.
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