
GÉP, LXIII. évfolyam, 2012. 12. SZÁM 33

FESZÜLTSÉGEK ÉS ELMOZDULÁSOK MEGHATÁROZÁSA 
ÜREGES PIEZOELEKTROMOS KÖRTÁRCSÁKBAN 

 
DETERMINATION OF STRESSES AND DISPLACEMENTS IN A 

PIEZOELECTRIC HOLLOW CIRCULAR DISK 
 

Ecsedi István, egyetemi tanár, dr. habil, Miskolci Egyetem, Mechanikai Tanszék 
Baksa Attila, egyetemi docens, PhD, Miskolci Egyetem, Mechanikai Tanszék 

 
 

ÖSSZEFOGLALÁS (ABSTRACT). The static 
and dynamic linear responses of a hollow circu-
lar disk of a piezoelectric ceramic poled in 
thickness direction are treated. The applied 
mechanical loads are uniform pressures acting 
on the inner and outer curved boundary surfac-
es. Upper and lower faces are traction-free and 
are electroded with a driving voltage across the 
thickness. Under the conditions of plane-stress 
state an analytical solution is presented to de-
termine the static and dynamic responses of the 
thickness polarized hollow circular disk made 
of PZT4 ceramic. 
 
1. BEVEZETÉS 
A PZT kerámiák a microtechnológiák leg-
fontosabb szerkezeti komponenseiként nyernek 
alkalmazást. Használjuk szenzorok és 
actuátorok kialakítására kedvez  piezoelekt-
romos tulajdonságaik és nagy dielektromos 
állandójuk miatt. Az elmúlt években a piezoe-
lektromos anyagok alkalmazási területe jelent -
sen kib vült az intelligens (smart, adaptive) 
struktúrákkal, ahol kiemelt szerkezeti anyag-
ként különböz  piezoelektromos kerámiák 
nyernek alkalmazást. E dolgozat tárgyát vékony 
vastagságú, üreges körhenger alakú síkfeszült-
ségi állapotban lév  piezokerámiák statikai és 
dinamikai feladatainak analitikus megoldása 
alkotja. A feladat megoldása dönt en a lineáris 
piezoelektromosságtan alapvet  mez egyenle-
teinek felhasználására épül. A vonatkozó pe-
remérték feladatok megfogalmazására az zOr  
henger-koordinátarendszer használtatik. A vé-
kony falvastagságú üreges körtárcsa axiálisan 
( z irányban) polarizált. A vizsgált tárcsa meri-
dián metszetét az 1. ábra szemlélteti az alkal-
mazott mechanikai és villamos terhelésekkel 
együtt. A fels  és alsó lap ( 2/tz  és 

2/tz ) elhanyagolható vastagságú elektró-
dákat tartalmaz úgy, hogy a 2/tz  és a 

2/tz  lapokon a villamos potenciál szük-
ségképpen állandó [1, 2]. 

 
1. ábra. Körgy r  alakú piezoelektromos kerámia. 

 
A vizsgált feladat tengelyszimmetrikus és az 
általunk tanulmányozott dinamikai feladatban a  
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id ben harmonikus mechanikai és villamos 
terhelésekhez tartozó állandósult elmozduláso-
kat és feszültségeket határozzuk meg, ahol 

,i ip p  nyomást, nyomás amplitúdót ( 1,2i ), 
,U U  az alkalmazott villamos feszültséget, 

illetve a villamos feszültség amplitúdóját jelöli, 
továbbá  az id koordináta,  pedig az el írt, 
id ben harmonikus függvénnyel jellemzett 
terhelések (mechanikai és villamos) körfrek-
venciáját jelöli.  
A tengelyszimmetrikus feladat megoldásához 
az alábbi egyenleteket használjuk [1, 2]: 
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A (2-8) egyenletekhez tartozó peremfeltételek 
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A fenti egyenletekben ( )u r  a radiális elmozdu-
lás amplitúdója; ,r  a normálfeszültségek 
amplitúdói; ,r  az alakváltozási amplitúdók; 

1 3r zE EE e e  a villamos térer sség amplitú-
dója;  az elektromos potenciál amplitúdója, 

r r z zD DD e e  a villamos eltolási vektor 
amplitúdója. Az anyagegyenletekben szerepl  
állandókat tekintettel a síkfeszültségi állapottal 
kapcsolatos 0z  egyenletre a következ  
módon nyerjük a piezokerámiákhoz tartozó 

11 22 33 12 13, , ,c c c c c  merevségi együtthatókból 
és az 31 33,e e  piezoelektromos állandókból: 
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A (6), (7) egyenletekben 11 33,  az alkalmazott 
kerámia dielektromos állandóit jelöli [1, 2]. A 
(2-8) egyenletek felírásánál felhasználtuk, hogy 
a rz  nyírási alakváltozás elhanyagolható az r  

 fajlagos nyúlásokhoz képest, mely felvetés 
összhangban van a síkfeszültségi állapot el írá-
saival. A (9) peremfeltételi el írások által ve-
zetve a villamos potenciál kifejezésére az aláb-
bi függvényt használjuk: 
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A (14) egyenletnek megfelel en 
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A (2), (4) és (5) egyenletekb l az következik, 
hogy 
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A (3) és (16), (17) egyenletek kombinálása a 
következ  differenciálegyenletet adja az 

( )u u r  elmozdulási amplitúdóra: 
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A (6) egyenletb l azt kapjuk, hogy  
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Evidens, hogy a (15)1 és a (19) egyenletek által 
definiált komponensekkel rendelkez  villamos 
eltolási vektor kielégíti a (8) Gauss egyenletet, 
hiszen az u  radiális elmozdulási amplitúdó 
csak az r  koordináta függvénye. A (11) fe-
szültségi peremfeltételek kielégítése révén 
nyerjük az értékét a (18) homogén, másodren-
d , közönséges differenciál-egyenletben szerep-
l  két integrációs állandónak. 
 
2. STATIKAI FELADAT 
A statikai feladat megoldását a (16-19) egyenle-
tek felhasználásával kapjuk az 0 helyettesí-
téssel. Könnyen ellen rizhet , hogy 
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Abban a különleges esetben, mikor is 

1 2 0p p , azt kapjuk, hogy 
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A 2. ábra egy numerikus példa eredményeit 
tünteti fel, amely a következ  adatokkal lett 
kiszámolva (PZT4): 
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2. ábra. Feszültségek és elmozdulások szemléltetése 

0  esetre. 
 

A vizsgált feladatban az el írt 1 8000Pa,p  

2 1000Pap  és 0V  terhelés esetén fellép  
radiális elmozdulás 910  nagyságrend , ez 
magyarázza a 2. ábrában az elmozdulások ki-
csiny eltérését. E példában a radiális elmozdu-
lások dönt en az alkalmazott villamos terhelés-
b l származnak. 
 
3. DINAMIKAI FELADAT 
A (18) homogén, közönséges, másodrend  dif-
ferenciál-egyenlet általános megoldása 0  
esetben els rend  els  és másodfajú Bessel 
függvények lineáris kombinációjaként adható 
meg [3]: 
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A (11) feszültségi peremfeltételekb l a 1K  és 

2K  állandókra az alábbi képleteket tudjuk leve-
zetni: 
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A normál feszültségek számítása a (16) és (17) 
képletek, valamint a (28) egyenlet kombinálá-
sával levezetett összefüggések alapján történik: 
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A villamos eltolási vektor axiális komponensé-
nek a számítására a (19) egyenletb l következ  
alábbi képlet használható: 
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A 3. ábra egy olyan numerikus példa számítási 
eredményeit szemlélteti, amikor  

1000rad/s , 1 28000Pa, 1000Pap p   
és 500VU , vagyis az üreges körtárcsa egyi-
dej leg dinamikus mechanikai és villamos ter-
helések hatása alatt áll. A példában használt 
geometriai méretek és anyagállandók a statikai 
problémához tartozó feladatból származnak. 
 

 

 
3. ábra. Feszültségek és elmozdulások egyidej leg 

m köd  mechanikai és villamos terhelés esetén 
1000rad/s  

 
A 4. ábra pusztán dinamikus villamos terhelés-
nek kitett fentiekben vizsgált üreges kör alakú 
tárcsa feszültségeit és radiális elmozdulását 
szemlélteti. 
 

 

 
4. ábra. Feszültségek és elmozdulások 

1 2 0, 1000rad/sp p  és 500VU esetén. 
 
4. KÖVETKEZTETÉSEK 
A tanulmány üreges, vékony vastagságú piezoe-
lektromos körtárcsák statikai és dinamikai fela-
datinak megoldására egy analitikus módszert 
ismertet. A lineáris piezoelektromosság síkfe-
szültségi állapothoz tartozó egyenletei nyernek 
alkalmazást a vonatkozó peremérték feladatok 
megfogalmazásánál. Az analitikus módszer 
által nyert eredmények közvetlenül használha-
tók piezoelektromos kerámiák szilárdságtani 
problémáinak megoldására szolgáló különböz  
numerikus eljárások pontosságának az ellen r-
zésére. 
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