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könyvében [5] hatékony megoldást találunk. A 
módszer lényege, hogy a szerszámfelület görbü-
leti jellemzőinek (főgörbületek, görbületi főirá-
nyok) ismeretében, a mozgásparaméterek fel-
használásával határozzuk meg a lefejtett fogfe-
lület görbületi jellemzőit. Az eljárás gyakorlati 
alkalmazhatóságát [5] az ívelt fogú kúpkerekek 
esetében mutatja be. 
 
2. A SZERSZÁMFELÜLET ÉS AZ ÉRINT-

KEZÉSI PONTOK 
A domborított fogfelület idealizált alakját 

[3]-ban kétparaméteres burkolással állítottuk 
elő. Szerszámfelületként az evolvens geometria 
alapprofiljából készült lökethasáb síkjait, mint 
lefejtő fogaslécet használtuk (3. ábra). 
 

 
 

3. ábra. Lefejtő fogasléc 

A tagok mozgását az SF (O, X, Y, Z) álló 
koordinátarendszerben vizsgáltuk (4. ábra). Az 
S1 (O, x1, y1, z1) koordinátarendszer origója 
azonos az SF rendszerével, z1 tengelye pedig 
egybeesik a Z koordináta tengellyel. S1-et a 
fogaskerékhez rögzítettük, azzal együtt forog 
állandó szögsebességgel a Z tengely körül. Pil-
lanatnyi elfordulását a  szög jelöli. 
 

 
 

4. ábra. Koordinátarendszerek és mozgások 
 

Az S0 (E, x0, y0, z0) koordinátarendszer a 
lefejtő fogasléchez kapcsolódik. Azzal együtt 
forog az N ponton átmenő, X tengellyel párhu-
zamos A tengely körül, valamint haladó moz-
gást végez az X tengely mentén. Adott pillanat-
ban a fogasléc elfordulását a  szög, elmozdu-
lását az r1 távolság jellemzi. A 4. ábrán r1 a 
fogaskerék osztókörsugara, R a domborítás 
paramétere. 

[3]-ban elvégzett vizsgálatokból kiderül, 
hogy a kétparaméteres modellel egyenértékű 
megoldást ad egy olyan egyparaméteres modell, 
melynél a szerszámfelület a lefejtő fogasléc 
oldalsíkja által a forgó mozgás során súrolt 
kúpfelület (5. ábra). 
 

 
 
5. ábra. Kúpos szerszámfelület egyparaméteres 

burkolásnál 
 

A mozgó kúp egyenlete és normálisa az 
álló SF rendszerben a következő: 
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Az egyenletekben u és  a szerszámfelü-

let paraméterei, s a domborított fogfelület fog-
vastagsága az osztókörön, a középsíkban mér-
ve,  az alapprofilszög. A további jelölések 
értelmezése a 5. ábrán látható. 

(3) egyenletrendszerhez rendeljük hozzá 
a kapcsolódás egyenletét, mely 
 
 01 0 v n  (5) 
 
alakban állítható elő, és megoldásával össze-
függést kapunk a felületparaméterek (u és ) 
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1. BEVEZETÉS 
A vizsgálat tárgya a fogasgyűrűs tengelykap-
csoló (1. ábra) legbonyolultabb eleme a dombo-
rított fogfelületekkel rendelkező agy (2. ábra). 
 

 
 

1. ábra. Fogasgyűrűs tengelykapcsoló 
 

A domborított fogfelületek előállítása ál-
talában lefejtőmarással történik. A gyártást 
figyelembe véve, az ideális fogfelületek leírásá-
ra matematikai modellek készültek [1, 2, 3]. Az 
összekapcsolt tengelyek egytengelyűségi eltéré-
se esetén a tengelykapcsoló fogfelületei elméle-
tileg pontban érintkeznek. Az érintkezési pon-
tok meghatározására [4] mutat be megoldáso-
kat. A tengelykapcsoló teherbírásának vizsgála-
tához szükség van az érintkezési pontokban a 

főgörbületek és a görbületi főirányok ismereté-
re, melyek segítségével az érintkezési feszültség 
kiszámítható. 
 

 
 

2. ábra. Domborított fogfelületű agy 
 

A főnormálgörbületek, vagy rövidebben 
főgörbületek meghatározásának hagyományos 
módszere a differenciálgeometriából ismert, az 
alábbi két egyenleten alapuló megoldás: 
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(1) a Gauss-féle szorzatgörbület, (2) az 

összeggörbület, az egyenletekben E, F és G az 
első alapmennyiségek, L, M és N a második 
alapmennyiségek. Az alapmennyiségek előállí-
tásához szükség van a paraméterek szerinti első 
és második deriváltakra, ami bonyolultabb felü-
letek esetén nehézséget okozhat. A fogaskere-
kek fogfelületeit legtöbbször lefejtéssel, az 
egymást kölcsönösen burkoló felületek elvén 
állítják elő. Ezek a felületek általában kellően 
bonyolultak ahhoz, hogy a differenciálgeomet-
ria módszereivel nehezen kezelhetők legyenek. 
A probléma megoldására Litvin és Fuentes 
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7. ábra. A főgörbületi irányok kapcsolata 
 

(16) és (17) egyenletek a fogfelület kere-
sett főgörbületei. A számításokhoz az alábbi 
segédváltozókat használjuk: 
 
  1 0 01 0I I Ic k v   n ω e , (18) 
 
  2 0 01 0II II IIc k v   n ω e , (19) 
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Ezekben a kifejezésekben vI és vII a rela-

tív sebesség összetevői a szerszámfelület görbü-
leti főirányainak megfelelő felbontással, 01 a 
relatív szögsebesség vektor. Meghatározásukra 
az alábbi kifejezések szolgálnak: 
 
 01 0I Iv  v e , (21) 
 
 01 0II IIv  v e . (22) 
 
  01 1 0 0 T  ω ω . (23) 
 

A fogfelület főgörbületi irányait kijelölő 
egységvektorok a 7. ábra alapján a következők: 
 
 1 0 0cos sinI I II  e e e , (24) 
 
 1 0 0sin cosII I II   e e e . (25) 
 

Tekintettel arra, hogy ezek a vektorok az 
álló SF koordinátarendszerben vannak meghatá-
rozva, még át kell térni az agy saját S1 koordi-
nátarendszerébe. A transzformáció mátrixa: 
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A transzformációt követően a szerszám-
felület főirányai módosulnak, azonban a fogfe-

lület főirányaihoz képest viszonylagos helyze-
tük nem változik meg. Ennek megfelelően az S1 
rendszerben az egyes főirányok egységvektorai: 
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5. AZ EREDMÉNYEK ÖSSZEGZÉSE 
Az egymást kölcsönösen burkoló felületek kö-
zött fennálló összefüggések alapján meghatá-
roztuk a fogasgyűrűs tengelykapcsoló domborí-
tott fogfelülettel rendelkező agyának főgörbüle-
teit és görbületi főirányait. A módszer tesztelé-
sére Mathcad programmal számításokat végez-
tünk, melyek igazolták az elmélet helyességét. 
Az eredmények hasznosíthatók az érintkezési 
feszültségek számítása során. 
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valamint a  mozgásparaméter között, a (10) 
egyenletnek megfelelően. (5) összefüggésben 
v01 a viszonylagos mozgás sebessége, n a felület 
normálisa az érintkezési pontban. 

A relatív sebesség: 
 
 01 0 1 0  v v ω R , (6) 
 
ahol v0 a szerszámfelület sebessége, 1 az agy 
szögsebessége, R0 az érintkezési pont helyvek-
tora. Ezek meghatározására az alábbi egyenle-
tek szolgálnak: 
 
  0 1 0 0 Trv , (7) 
 
  1 0 0 T ω , (8) 
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Az (5) kapcsolódási egyenletet megold-
va, a paraméterek között a következő összefüg-
gés adódik: 
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Ez a függvénykapcsolat [3]-ból már is-

mert, mivel más megfontolással ugyan, de már 
ott is előállítottuk. 

A szerszámfelület és a domborított fogfe-
lület érintkezési pontjait, azaz a kapcsolófelüle-
tet az álló SF koordinátarendszerben (3) és (10) 
egyenletek együtt határozzák meg. 

A bemutatott megoldás a jobboldali fog-
felületre érvényes, ugyanakkor a baloldali fog-
felületre a szimmetria alapján könnyen átalakít-
ható. 
 
3. A SZERSZÁMFELÜLET GÖRBÜLETEI 
Kúpos szerszámfelület esetén a főgörbületi 
irányok egyike a kúpalkotó mentén, a másik az 
érintősíkban, rá merőlegesen helyezkedik el. A 
három egységvektor (e0I, e0II, n) jobbsodrású 
rendszert alkot (6. ábra). 

A főgörbületi irányok egységvektorait a 
6. ábra alapján felírva, a következő egyenletek 
adódnak: 
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A főgörbületek az alábbi összefüggések-

kel számíthatók: 
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c ck k k k

c


    . (17) 

 
(15) egyenlettel meghatározzuk a szer-

számfelület e0I és a munkadarab fogfelületének 
e1I első görbületi főirányai között lévő σ szöget, 
melyet a 7. ábrának megfelelően értelmezünk. 
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7. ábra. A főgörbületi irányok kapcsolata 
 

(16) és (17) egyenletek a fogfelület kere-
sett főgörbületei. A számításokhoz az alábbi 
segédváltozókat használjuk: 
 
  1 0 01 0I I Ic k v   n ω e , (18) 
 
  2 0 01 0II II IIc k v   n ω e , (19) 
 

    
   

2 2
3 0 0

01 01 1 0

I I II IIc k v k v   

   n ω v n ω v
. (20) 

 
Ezekben a kifejezésekben vI és vII a rela-

tív sebesség összetevői a szerszámfelület görbü-
leti főirányainak megfelelő felbontással, 01 a 
relatív szögsebesség vektor. Meghatározásukra 
az alábbi kifejezések szolgálnak: 
 
 01 0I Iv  v e , (21) 
 
 01 0II IIv  v e . (22) 
 
  01 1 0 0 T  ω ω . (23) 
 

A fogfelület főgörbületi irányait kijelölő 
egységvektorok a 7. ábra alapján a következők: 
 
 1 0 0cos sinI I II  e e e , (24) 
 
 1 0 0sin cosII I II   e e e . (25) 
 

Tekintettel arra, hogy ezek a vektorok az 
álló SF koordinátarendszerben vannak meghatá-
rozva, még át kell térni az agy saját S1 koordi-
nátarendszerébe. A transzformáció mátrixa: 
 

 1

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1
F

 
 

 
   
  

M . (26) 

A transzformációt követően a szerszám-
felület főirányai módosulnak, azonban a fogfe-

lület főirányaihoz képest viszonylagos helyze-
tük nem változik meg. Ennek megfelelően az S1 
rendszerben az egyes főirányok egységvektorai: 
 
 (1)

0 1 0I F Ie M e , (27) 
 
 (1)

0 1 0II F IIe M e , (28) 
 
 (1) (1) (1)

1 0 0cos sinI I II  e e e , (29) 
 
 (1) (1) (1)

1 0 0sin cosII I II   e e e . (30) 
 
5. AZ EREDMÉNYEK ÖSSZEGZÉSE 
Az egymást kölcsönösen burkoló felületek kö-
zött fennálló összefüggések alapján meghatá-
roztuk a fogasgyűrűs tengelykapcsoló domborí-
tott fogfelülettel rendelkező agyának főgörbüle-
teit és görbületi főirányait. A módszer tesztelé-
sére Mathcad programmal számításokat végez-
tünk, melyek igazolták az elmélet helyességét. 
Az eredmények hasznosíthatók az érintkezési 
feszültségek számítása során. 
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valamint a  mozgásparaméter között, a (10) 
egyenletnek megfelelően. (5) összefüggésben 
v01 a viszonylagos mozgás sebessége, n a felület 
normálisa az érintkezési pontban. 

A relatív sebesség: 
 
 01 0 1 0  v v ω R , (6) 
 
ahol v0 a szerszámfelület sebessége, 1 az agy 
szögsebessége, R0 az érintkezési pont helyvek-
tora. Ezek meghatározására az alábbi egyenle-
tek szolgálnak: 
 
  0 1 0 0 Trv , (7) 
 
  1 0 0 T ω , (8) 
 
  0

TX Y ZR . (9) 
 

Az (5) kapcsolódási egyenletet megold-
va, a paraméterek között a következő összefüg-
gés adódik: 
 

 1

1

1 1 coscos
tan cos

/ 2 sin

u R
r

s u
r

 
 



 
  

 



. (10) 

 
Ez a függvénykapcsolat [3]-ból már is-

mert, mivel más megfontolással ugyan, de már 
ott is előállítottuk. 

A szerszámfelület és a domborított fogfe-
lület érintkezési pontjait, azaz a kapcsolófelüle-
tet az álló SF koordinátarendszerben (3) és (10) 
egyenletek együtt határozzák meg. 

A bemutatott megoldás a jobboldali fog-
felületre érvényes, ugyanakkor a baloldali fog-
felületre a szimmetria alapján könnyen átalakít-
ható. 
 
3. A SZERSZÁMFELÜLET GÖRBÜLETEI 
Kúpos szerszámfelület esetén a főgörbületi 
irányok egyike a kúpalkotó mentén, a másik az 
érintősíkban, rá merőlegesen helyezkedik el. A 
három egységvektor (e0I, e0II, n) jobbsodrású 
rendszert alkot (6. ábra). 

A főgörbületi irányok egységvektorait a 
6. ábra alapján felírva, a következő egyenletek 
adódnak: 
 

 
 

6. ábra. Görbületi főirányok a kúpfelületen 
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A főgörbületek az alábbi összefüggések-

kel számíthatók: 
 
 k0I = 0, (13) 
ill. 

 0
sin

cosII
αk

R u α
 


. (14) 

 
4. A FOGFELÜLET GÖRBÜLETEI 
A szerszámfelület főgörbületeinek, valamint 
görbületi főirányainak ismeretében, továbbá a 
mozgásparaméterek felhasználásával [6] szerint 
az alábbi egyenletrendszer állítható elő: 
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
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(15) egyenlettel meghatározzuk a szer-

számfelület e0I és a munkadarab fogfelületének 
e1I első görbületi főirányai között lévő σ szöget, 
melyet a 7. ábrának megfelelően értelmezünk. 


