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OSSZEFOGLALAS (ABSTRACT). The object
of this paper is to determine the stresses in hollow
inhomogeneous elastic conical body caused by in-
ner and outer pressures applied to its mantles. It is
assumed that the nonhomogeneous elastic mate-
rial is incompressible, that is the Poisson’s ratio is
0.5. An analytical method is developed to solve
the boundary value problem of elastic equilib-
rium. Two types of nonhomogeneity are consid-
ered, first case is the layered conical body and the
second case deals with the functionally gradient
material (FGM).

1. BEVEZETES

Az 1. abra szemlélteti a vizsgalat targyat képezd
tireges kapalakt testet. Az tireges kupalaku testet

az O csticspontu 0V, és 0V, korkup feliiletek,

valamint az O kozéppontu 0V, és 0V, gombfe-

lilletek hataroljak. A mechanikai feladata megfo-
galmazasara az Orp$ gombkoordinata-rendszert
hasznaltuk (1. abra). A statikai peremérték feladat
megoldasaval kapcsolatban feltételezziik, hogy

1. Azalakvaltozasok és az elmozdulasok ki-
csinyek.

2. Nincs térfogati terhelés.

3. A test anyaga idealisan rugalmas, Ossze-
nyombhatatlan, vagyis a Poisson tényez6
v=05.

4. Rétegzett inhomogenitas esetében a réte-
gek kapcsolata tokéletes, mindenfajta el-
csuszas, elvalas kizart.

5. FGM anyag esetében a G cstisztaté ru-
galmassagi modulus a § gombi koordi-
nata folytonos fiiggvénye.

Jelolje €,,€, és €, az Orpd gombi koordinata-
rendszer egységvektorait. A tanulmany targyat al-

koto statikai peremértékfeladatot az alabbi perem-
feltételek hatarozzak meg:

> X
\OP=r
s P(r, 0, 9)

X = rcosy sini}
y = rsing sini
z = rcost}

1. dbra. Ureges korkup alakii test

Az elmozdulas vektor skalar koordinatait
U, U,, Uy, miga fesziiltségi tenzor elemeit pedig
Oy O, Oy, Ty,
koordinata-rendszerben [1,2,3,4]. Az (1) egyen-
letben megfogalmazott vegyes peremfeltételek
sima, merev gombfeliiletekkel torténé megta-
masztas révén realizalhatok, hasonldan a véges
hossztsagu sikalakvaltasi allapotban 1évd rugal-
mas testekhez. Ez utébbi esetben az axialis elmoz-
dulast sima merev sikkal valé megtamasztas teszi
lehetetlenné.

Trgr Tpg Jeloliaz Orpd gémbi

A Kkitlizott statikai feladat megoldasat az alabbi el-
mozdulas mezdbdl szarmaztatjuk:

Ur:O, z-l‘go:TrS :0, PE@VS U8V4, (1) ur=u(p=0’ u9=rU(19) (4)
= = 01 =—Mn P av )
Fro = oo o =Py TECh @) A fenti elmozduldsoknak megfeleld alakvaltoza-
T4=7,,=0, 0,=—p,, PedV,. (3) sok [1-3]
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& =Vrpy =Vra =0, (5)
ouU
8‘925, €¢:UCtg19. (6)

Az izotrop, linedrisan rugalmas 6sszenyomhatat-
lan test anyagtorvénye alapjan [3-7] irhato, hogy

o, =2G¢, +0,, o,=2G¢,+0y, (7
oy=2CGe,+0y, 7,=0Cy,,, (8)
75 =CVrg Ty =GV ©

& +¢&,+&,=0, (10)

ahol G a csusztato rugalmassagi modulust jeldli.
A tanulmany targyat képez6 inhomogén rugalmas
test esetében a csusztatd rugalmassagi modulus a
9 gombi koordinita fliggvénye, vagyis
G =G(9). A (7) és (8) egyenletekben o, a ko-
zepes normal fesziiltséget jeloli [3-7]
o, +0,+0,
3

A fenti egyenleteket a jelen problémara alkal-
mazva, azt kapjuk, hogy

oy = (11)

oy=2CG¢,+0,, o0,=2G¢,+0,, (12)
o, +0
o =0,=—"2—2, (13)
2

oU

€¢+€9:£+Uctgzg:0. (14)
A (14) egyenletbdl az kovetkezik, hogy
K

U¥)=—— H4 <98, 15
(9) sng ) (15)

A 9 ¢és 9, gombi koordinatakat a 2. abra értel-
mezi, tovabbd K egy integracios allando.

A mechanikai egyensuly egyenletei zérus térfo-
gati terhelés esetén gombi koordinata rendszerben
az alabbi alakban adhatok meg [1,2]

oo, 1|or, 1 or,
+ +— +20, —
0% sing op (16)

or r
0,— 0, +7,,Clg 3] =0,
07, . 1 {8%9

+— £+3r,, +
09 sing og ? (17)

27,,ctg 9] =0,

arF
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0
1 T"’9+319r+
09 sing op (18)

(O'¢ —O'S)Ctg&q =0.

3

ory,, 1 60'9+
o r

2. dbra. Az tireges korkup alaku test meridian
metszete

A feladat forgasszimmetriajabol az kovetkezik,
hogy a fesziiltségek ¢ polarszog szerinti parcialis

derivaltjai identikusan zérussal egyenlok. Belat-
hatd, hogy a (16), (17) egyensulyi egyenletek a
vizsgalt peremérték feladatban identikusan telje-
stilnek és a (18) egyensulyi egyenletbdl pedig az
kovetkezik, hogy

do
d;+(a¢—ag)ctgs=o. (19)
A (6) egyenletbdl azt kapjuk, hogy
cos 9 cos Y
Eg=—"KN—757—, & = K —_—. 20
¢ sin?8¢’ 7 sin® @ 0)

A (12), (13) egyenletek és a (20) egyenlet kombi-
nalasaval nyerjiik a (21) egyenletet

0'9=—2GKC_O—SZ'I,;+JO,

SIn

CoS 9 (21)
o =26K —2 15,

v sinfg  °

A (21) egyenletek (19) egyenletbe vald helyette-
sitése az alabbi eredményre vezet
2
do, _4kG S 4 22)
dg sin® ¢

2. RETEGZETT RUGALMAS KUP

A 3. abra szemlélteti a meridian metszetét a vizs-
galt kompozit kipalaku testnek. A3 <9< 9

1+1
(i=1..,n)
R, <r <R, sugarkoordinataval kijel5lt rugalmas
tartomény jele 1 (i=1,...,n).

szogkoordinataval, valamint az
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3. dbra. Rétegzett iireges kupalaku test

Az el6z0 fejezet egyenletei alapjan irhatd, hogy

oy = —2G K ﬁ +070(9),
sin® 9 (23)
(F <9<8.),
o, = 26K 5% L 5 (9)
¢ sin® 9 (24)

(‘9| < 19 < l9i+1)l
ahol G, az 1 jelfi kapalaku dsszenyomhatatlan ru-

galmas test csusztatd rugalmassagi modulusat je-
16li. A (19) és a (21) egyenletekbdl az kovetkezik,

hogy
do,, —ZGiKi( (:_032,9 J_
d& dg\sin” g
cos’ 9
sin® 9
A (25) egyenlet integralasaval azt kapjuk, hogy

(25)

4G,K 0.

0,,(9) =0, (9 =-2KG, In tang +

(26)
c, $<9<8,,, (=1..n).
Egyszerli szamolassal adodik a o, ésa o, nor-

malfesziiltségekre az alabbi két képlet

A felirt képletekben szerepld ismeretlen mennyi-
ségeket (K,Cl,cz,...,cn) az alabbi perem és il-

lesztési feltételek kielégitésébol nyerjiik:

05(%)==p; 0,5(3.1) =—Pras (29)
H 2
Lm[o'ig(‘gm_g )_ (30)
Oisg (‘9i+1 +¢’ )] =0,
(i=12,..,n-1).
A (29) egyenleteka $=39 ¢és $=49,,, egyenle-

tekkel kijelolt kupfeliiletekhez tartozo fesziiltségi
peremfeltételekhez kapcsolddd egyenletek, ahol

P, és p,., azalkalmazott terhelések (nyomasok)
értékeit jelolik. Az egyes rétegek hatarfeliiletein a
o, normalfesziiltség folytonos fiiggvénye a 3

valtozonak. Ez utobbi feltétel fennallasat a (30)
egyenlet biztositja.

4. FUNKCIONALISAN GRADIENS ANYAGU
KUPALAKU TEST

Funkcionalisan gradiens anyagti 6sszenyombhatat-
lan rugalmas kup alaku test esetében G a 9
szogkoordinata folytonos fliggvénye, azaz
G =G(9). A vizsgalt test meridian metszetét és
az alkalmazott terhelést a 2. abra szemlélteti a (22)
egyenlet és a (2. abra)

0y(3)=—p, 04(%)=—p,, (31)

statikai peremfeltételek kombinalasaval jutunk a
K allando értékéhez

K _ pl B pZ

e cos’9 (32)
4 "G(9) 5. d9
% sin® 4
A (22) egyenlet integralasaval kozvetlentil meg-
kaphaté a o, = 0,(9) fesziiltség képlete

P— P,
cos 4 o,($)=—p,+
., (9) = —2KG, g LT 2
(%) '[sinZS [Fe@ =" %49
g (27) % sin® 9 (33)
l - 9<9<9 2
In tanz}rcl, g4 <9<8,, '[:G(a)c?sgada.
sina
o, (9) = 2KG, (3_05219 _ A (21) egyenletbdl egyszerli szamolassal adodik,
sin® 9 hogy
3 (28)
In tana}rci, 3 <8<8 ...
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ppz [

Oy =0,=—p +
cos 8
-[ () (34)
I Gla )cos a G(S) cos? 9 ]

sin® 9

A oc,=0, (3) normal feszultseg szamitasa az

alabbi egyenlet alapjan torténik

o, :(0¢—09)+0'9 =

(35)
4KG(9) < €089 1 5,(9).
Részletes szamitas az alabbl eredményre vezet
_ =Py
G =TT _[ S )cos g, [
(36)
cos a, cos&
G +G(4 .
I (e ) ( )sin29 ]

4, NUMERIKUS PELDAK

4.1. Funkciondlisan gradiens anyagu kupalaku
test

A numerikus példaban az alabbi adatokat hasznal-
tuk (4. abra)

T T
9=-=,9-==2
200 7 2
G, =0,1x10°Pa, p,=0, p,=5x10°Pa.

G=G,exp(a¥), a=0,2,

Mivel az alakvaltozasok ¢&s fesziiltségek fiiggetle-
nek az r sugar koordinatatol az R;, R,

(R; <R,) értékét nem adtuk meg.

Ry
@) D2
)
R3 N
th
z) Pl =

4. abra. Funkcionalisan gradiens anyagu iireges
kupalaku test

A (32) képlet alkalmazasaval azt kaptuk, hogy
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K =-0,006265496108. (37)
Az 5. abra a o,=0,(8), a 6. abra a
c,=0,(9) ésa’ dbraa o, =0, =0,.(9) fe-

sziiltségeket szemlélteti a 3 valtozo fliggvénye-
ként. A von Mises fesziiltség o,, = o,, () fiigg-

vényét a 8. abra mutatja be. Egyszerli szamolassal
azt kapjuk, hogy

max{o,, (9|4 <9<9,} =

(38)
9,035510123x10’ Pa.

0 1
-1x10

-2.x 10
] )
[Pa] ;
3% 10|

T RT L e e R TR TR L ERL T

-5 % 10 ; ; - ; ; .
0.2 0.4 0.6 0.38 1.0 1.2 14

5. dbra. A o4 =0,(9) fiiggvény szemléltetése
FGM kupra.

' ' + ' ' . ' ' ¥ . ' . 1
0.z 0.4 0.6 0.8 3 10 12 14

6. dbra. o, =0,(9) fiiggvény szemléltetése
FGM kupra

sosx1d”

0,50 -s1x10']

[Pa]

71 : :

s e . —
0.2 0.4 0.6 0.8 1o 1.2 14

7. dbra. A o,

=0, (9) fiiggvény szemléltetése
FGM kupra

4.2. Rétegezett osszenyomhatatlan rugalmas kup-
alaku test.

A bemutatasra keriild6 numerikus példa négy ré-

tegbol felépiildé kompozit kupra vonatkozik. Az
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egyes rétegeket meghatdrozo szégkoordinatdk az
alabbiak:

9 ==

7
9.%x10' T

7 .

8% 10y

B R T ST S e S IS
7 3

6.x10 7"

GM 5.%x 10

[Pa] 4. % 10

3.x10

2.%10

B e

Lx10 v

=]

8. dbra. A o, =0y, (9) fiiggvény szemléltetése

FGM kupra
Az alkalmazott terhelések p, =0,
p, =50x10° Pa.
a
G =G, exp| =(%+94)|=
-Guon 3509 (39
1,048252 x10° Pa,
g _
G =G, exp| =(4 +%) |=
2 0 p_2( 2 3)_ (40)
1,087385x10° Pa,
g _
G,=G, exp| =(&+39,) |=
3 0 p_2( 3 4)_ (41)
1,1700881x10° Pa,
[ a
G, =G, exp| =(4+4) |=
4 0 p_2( 4 5):| (42)
1,29926587 x10° Pa,

Itt G, ¢és a értékét a 4.1. feladatban adtuk meg.

A csusztato rugalmassagi modulusok fenti meg-
valasztasaval egy kozelitd modszer alkalmazasara
nyilik lehetdség a FGM anyagt kupalaka testre le-
vezetett megolddsnak az ellenérzésére. A szami-
tasok eredményeit a 9. a 10. a 11. és a 12. abra
szemlélteti.

max{o,, (N} <9< 4} =

(43)
9,124975x10" Pa.

5. TOMOR KUPALAKU TEST

A 13. abra szemlélteti az 6sszenyomhatatlan ru-
galmas anyagu tomor kupalaku test meridian met-
szetét és az alkalmazott terhelést. A G csusztatd
rugalmassagi modulus és a 3 szogkoordinata tet-
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szbleges pozitiv értékll fliggvénye. Lehet folyto-
nos, illetve szakaszonként folytonosa 0< 9 <,

intervallumban.
0 X

—Lx1o il

-Z.XJDT' ............ s R TR B UK e

S

[Pa] : : ] ! : :

—4x101

-5 % 10 == : - : ; - :
0.2 0.4 .6 0.8 1.0 1.2 14
g

9. dbra. A o4 =0,(9) fiiggvény szemléltetése
rétegzett kompozit kupra

ST 1
-6 x 10°

- w?_..g.._
UQ 5 :
|Pa] -8. % 10" | :

SLxe'

0.2 0.4 0.6 0.89 L0 1.2 1.4

10. dbra. A o, =0,(9) fiiggvény szemléltetése

rétegzett kompozit kupra

T
=505 % 101 :
0 ! : ! :
G,=35

[Pa] -s15x10]"

-5.25 %10 1/ : ) E :
t - T - 1 . ) . 1 - . . N
02 0.4 06 08 ] 12 14

11. dbra. A o, = o, (9) fiiggvény szemléltetése
rétegzett kompozit kupra

8. x10

[Pal g 5 g0 | X
310 1

7

7

7

7.

g, 5 x10 7"

;

7

7

2.x10
;

ol L LT — —— S :
0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2 14

12. dbra. A oy, =0y, (9) fiiggvény szemléltetése
rétegzett kompozit kupra

GEP, LXVIIL. évfolyam, 2017.



Az elmozdulasok véges voltabol az kovetkezik,
hogy K =0, azaz U =0, vagyis a test minden
pontjaban

U, =u,

figgetleniila G =G(9) fiiggvényt6l ésa p, ter-
heléstol. A (16-18) mechanikai egyensulyi egyen-
letek és az (1-3) egyenletekben megfogalmazott

peremfeltételi el6irdsok nyilvan teljestilnek, ha a
test minden pontjaban

0y3=0,=0,=0,=—,, (45)

vagyis a vizsgalt rugalmas tomor kup hidrosztati-
kus fesziiltségi allapotban van, melyet a 14. 15. és
16. abrakon szemléltettiink a végeselemes megol-
das alapjan.

0
L2
4
: M
13. dbra. Tomér kupalaku osszenyomhatatlan ru-
galmas test meridian metszete (3 = 0)

U, Magnitude

+3.247e-05
== .+ 2843e-05
| +2.439e-05
+2.035e-05
+1.631e-05
+1.227e-05
+8.2302-06

+4.189e-06
+1.493e-07

14. abra. Az U elmozdulasmezd

6. KOVETKEZTETESEK

A dolgozat targyat inhomogén, 6sszenyomhatat-
lan, rugalmas kupok egy statikai peremértékfel-
adata alkotja. A kupok kiilsé és belsd palast felii-
letein el6irt normal feliileti terhelés (nyomas) mi-
kodik. Analitikus megoldas kertilt kidolgozasra a
rétegzett kompozit kupokra és a funkciondlisan
gradiens anyagu kapra. A numerikus példakat
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=u,=U,=0 (44)

olyan adatokkal szamoltuk ki, amikor is a réteg-
zett kompozit kipra vonatkozo megoldas a funk-
cionalisan gradiens anyagu ktipra vonatkozd ana-
litikus megoldas egy kozelité megoldasaként in-
terpretalhato.

Koszonetnyilvanitas: A tanulmany elkészitését a
Nemzeti Kutatasi és Fejlesztési Hivatal (NKFIH)
K115701 projektre tamogatta. A cikkben ismertetett
kutaté munka az EFOP-3.6.2-16-2016-00011 jelii ,,Fi-
atalodo6 és Megujulo Egyetem — Innovativ Tudasvaros
—a Miskolci Egyetem intelligens szakosodast szolgald
intézményi fejlesztése” projekt részeként — a Széche-
nyi 2020 keretében — az Eur6pai Unid tdmogatasaval,
az Eurdpai Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval valdsul
meg.

15. dbra. A o, ésa o, fesziiliségek

16. dbra. A o, fesziiltség
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