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ÖSSZEFOGLALÁS (ABSTRACT, INHALT). The grapho- 
analytical optimization method is used for the shaft- bearing 
system optimization for minimum total mass of the 
bearings. The implicit constraint controls the minimum 
possible shaft diameter which is 30 mm. The objective 
function is the total mass of the two bearings. The shape of 
the objective function is a surface, which is drawn as a 
„zoom” until it is possible to identify the optimum solution 
point. Numerical example is shown in order to demonstrate 
the usage of the optimization process.  
 
1. BEVEZETÉS 
A Kuhn- Tucker féle optimalitási kritériumra alapuló grafo- 
analitikus optimumkeres  módszert [2] alkalmaztuk 
tengelycsapágyazás [1] tömegminimumra történ  
optimalizálására.  

A tengelycsapágyazás tervezésekor [5] el ször a 
csapágyak terheléseit és kialakítását célszer  megtervezni, 
ezután következik a tengely méretezése [5]. Az optimálás 
során is ezt a sorrendet követjük, vizsgálva, hogy a hossz 
méretek értékei hogyan befolyásolják a csapágyak 
terheléseit és a szükséges csapágyak együttes tömegét. A 
célfüggvény a csapágyak össztömege volt, ennek kerestük a 
minimumát. A vizsgálatok során természetesen kiadódott, 
hogy a csapágytömeg minimumához tartozó geometriai 
méretek befolyásolják majd a tengelyt is, így a 
vizsgálatokat érdemes kiterjeszteni a tengelytömeg 
célfüggvénybe ágyazásával is. Ezek a lépések folyamatban 
vannak, az így kialakuló eredményeket össze fogjuk 
hasonlítani a jelen vizsgálat eredményeivel, amib l további 
hasznos következtetések vonhatók majd le a gyakorlati 
tervez k számára a tengelyek tömegtakarékos csapágyazási 
kialakítására vonatkozóan.  
 Az 1. ábra mutatja a tengely sematikus 
kialakítását és a terhelések, csapágyazási helyek 
elrendezését. Az optimumkeresés során a tervezési változók 
az a és b méretek. Tehát a feladat az, hogy keressük ennek a 
két méretnek egy olyan konstellációját, melynél a tengely 
csapágyazásához felhasznált csapágyak össztömege 
minimális. Ez a vizsgálat f leg azt fogja kimutatni, hogy a 
méretek változtatása hogyan hat a csapágyakra és fontos 
eredménynek tekinthet , hogy létezik a csapágytömeg 
függvénynek minimuma a vizsgált tartományon.  
 

 
1. ábra. A tengely sematikus ábrázolása 

 
 A vizsgálatok során adottnak tekintjük az F1 és 
F2 terhel er t, melyek konkrét esetben jelenthetik egy adott 

hajtás (lánc, szíj, esetleg fogaskerék) er it. A csapágyak 
szükséges élettartamára minimum 20 000 üzemórát írunk 
el . a tengely fordulatszáma 400 fordulat/perc. Explicit 
feltételként el írjuk, hogy az a méret 20 mm és 1000 mm 
között lehet, a b méretre ezek a határok 20 mm és 2000 mm. 
Implicit feltételként a tengely megengedett legkisebb 
átmér jét a csapágyaknál 30 mm- ben adtuk meg, mivel az 
egyszer ség kedvéért a tengely tömegét ezekbe a 
vizsgálatokba még nem vonjuk be. A bemutatott számpélda 
ezekre a számértékekre alapul.  

A célfüggvény képe egy felület lesz az a és b 
változók függvényében, melyet több ráközelített kép 
formájában ábrázolunk az optimális megoldási pont jó 
felismerhet sége kedvéért.  
 
2. A KUHN- TUCKER FÉLE OPTIMALITÁSI 
KRITÉRIUMRA ALAPULÓ OPTIMUMKERES  
MÓDSZER 
A Kuhn-Tucker optimálási kritérium kimondja: Az 
optimumkeresési feladat megoldása helyén a célfüggvény 
szintvonala „érinti” a megfelel ségi tartományt.  
 

2. ábra. Az optimális megoldás környezetében a célfüggvény 
szintvonala„érinti” a megfelel ségi tartományt  

 
Ha ábrázoljuk a változók koordinátarendszerében 

(a , b) a feltételeket és a célfüggvény szintvonalait, akkor a 
2. ábrához hasonló képet kapunk. Az explicit és implicit 
feltételek összessége egy tartományt képez, ezt nevezzük 
megfelel ségi tartománynak. A célfüggvény különböz , 
tetsz leges konstansokhoz tartozó szintvonalait ábrázolva 
azt vehetjük észre, hogy a célfüggvény széls értékének 
keresésekor a feltételeket is kielégít  és a széls értéknek is 
megfelel  pont egy „érintés” eredményeként adódik, ami 
lehet a célfüggvény egy szintvonala és a tartomány 
valamely határgörbéje közötti érintés, de ez a pont eshet 
esetleg a tartománynak valamely sarokpontjába is, ekkor az 
„érintést” már nem két görbe érintkezése határozza meg.  
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 A grafo- analitikus módszer [3] az optimálási 
feladatban szerepl  függvények ábrázolása (grafo) és 
egyenleteik alakítása, megoldása (analitikus) és ezeknek a 
kombinálása (grafo- analitikus) útján jut el az optimális 
megoldást kifejez  pont megtalálásához. A módszer két 
része a megoldás folyamán egymást segíti, s t sokszor 
módot adnak az egyik rész- módszerrel megtalálni vélt 
megoldás pontosítására vagy ellen rzésére a másik rész- 
módszerrel. [8] 

Nézzünk egy egyszer  példát a módszer 
alkalmazásának demonstrálására. Nevezzük a példát 
„Farmer- problémá”- nak, mivel a feladat az, hogy olyan 
téglalap alakú kertet kerítsünk be adott hosszúságú kerítés 
anyaggal, aminek maximális a területe. A két változó tehát 
a téglalap két oldala, azaz a és b . Az optimumkeresés 
célfüggvénye a téglalap területe, azaz f = T(a,b) = ab , és 
keressük azt az a és b értéket, melynél T maximális, de 
kielégítik a feltételeket.  
 Explicit feltételek: a és b értéke legyen 0 és K 
között, ahol K az adott, rendelkezésre álló kerítés- 
hosszúság. Az, hogy csak adott (K) hosszúságú 
kerítésanyagot használhatunk fel, egy implicit feltétellel 
vehet  figyelembe:  0 < 2a +2b < K  .  
 A megoldáshoz szükség van a célfüggvény 
szintvonalaira, amiket a célfüggvény konstans értékeihez 
tartozó görbék formájában ábrázolhatunk (2. ábra). A 
célfüggvényt egy tetszés szerinti, szabadon választott 
konstanssal (c) egyenl vé téve kapjuk: 

T = ab = c , azaz b = c / a , ami egy a – b 
koordináta rendszerben ábrázolva hiperbola. Különböz  
konkrét c értékekhez különböz  hiperbolákat kapunk, 
ezeket ábrázolhatjuk az a – b koordinátarendszerben.  

Az implicit feltételt ugyanebben a koordináta 
rendszerben való ábrázolhatósága végett át kell alakítani: 

b < K/2 – a , ami egy 45o d lésszög  egyenes. Az 
explicit feltételeket pedig úgy ábrázoltuk, mint egy „fal”, 
azért, hogy azokat a keresés folyamán soha semmiképp ne 
lépjük túl. A célfüggvény és a feltételek ábrázolását mutatja 
a 2.ábra. Ezzel kialakult a megfelel ségi tartomány.  

Alkalmazva a Kuhn-Tucker optimalitási 
kritériumot, meg kell keresnünk a célfüggvény valamely 
szintvonalának érintését a tartomány határával. Ahol ez az 
érintés megvalósul (a 2.ábrán ezt a pontot jelöltük OPT- 
tal), ott van az optimumkeresési feladat megoldása, és c 
értéke az érintéskor (c*) éppen az elérhet  maximális 
célfüggvény értéke lesz. Tehát a feladat könnyen 
megoldható egyszer  próbálgatások útján: c értékét addig 
változtatjuk, míg a c értékhez tartozó szintvonal nem érinti 
a tartományt. Ha elértük az érintést, akkor c értéke az 
elérhet  maximális célfüggvény lesz (c* = Tmax), az 
érintési pont koordinátái (aopt és bopt) pedig megadják a 
változók optimális értékeit, ezzel a feladat megoldásra 
került.  
 A módszer alkalmazásakor tehát szükség lesz a 
megfelel ségi tartomány és a célfüggvény szintvonalainak 
ábrázolására. Jelen munkában a szintvonalak helyett a teljes 
célfüggvény felületét fogjuk ábrázolni, mivel a mai 
számítástechnikai lehet ségek már könnyen alkalmazhatóan 
lehet vé teszik ezt. Így tulajdonképpen azt a helyzetet érjük 
majd el, mintha végtelen sok szintvonalat rajzoltunk volna 
fel.  
 
3. DEMONSTRATÍV SZÁMPÉLDA 
A módszer használatának és hatásosságának bemutatására 
egy számpéldát vizsgálunk, az 1. ábrán látható 
elrendezéssel.  
 A csapágyakat terhel  er k a hajlító nyomatéki 
egyenletb l [6], [7] adódnak, és mivel a vizsgált 
szerkezetben nincs axiális er , ezért ezek azonosak a 
csapágyra értelmezett egyenérték  terheléssel:  

    

              (1) 

     

                              (2) 

  
 A csapágyak számítása a kívánt élettartamra: 
A csapágy elvárt élettartama üzemórában 20000 óra. 
Csapágy élettartam kitev : golyóscsapágy esetén:  , 

görg scsapágy esetén:  . 

Ezzel az élettartam:   .      (3) 

: csapágyélettartam millió körül fordulásban.  

: csapágyélettartam üzemórában, C a csapágy kívánt 
élettartámához szükséges dinamikus alapterhelése, P pedig 
a csapágy egyenérték  terhelése, ami A csapágy esetén Pa, 
B csapágy esetén Pb .  

                  (4) 

                (5) 

Dinamikus alapterhelés függvényében és a csapágy 
tömegére approximációt végezve (3. ábra), az A és B 
csapágyra kiszámíthatjuk a csapágyak tömegét. [9] 

 

 

 
A két csapágy össztömege az optimumkeresés 
célfüggvénye: [10] 

                (6) 

Els  lépésként csak a csapágyak tömegének minimumát 
vizsgáljuk, ezért a tengely tömege itt még nincs 
figyelembevéve, így szükség van egy implicit feltételre, ami 
kimondja, hogy a csapágyaknál adódó tengely átmér je 
legalább 25 mm legyen.  
 

 
3.a ábra. 61XX csapágysorozat tömeg- approximációja 

 

 
3.b ábra. 60XX csapágysorozat tömeg- approximációja 
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3.c ábra. 62XX csapágysorozat tömeg- approximációja 

 
 A dinamikus alapterhelés – tömeg függvény 
közelítését egysorú mélyhornyú csapágyakra végeztük el, 
ami több görbét jelent, mert egy bels  furatátmér höz 
többféle csapágy is választható. Ezekbe a görbékbe 
behelyettesítve, a célfüggvény egy pontját a legkisebb 
tömeget adó csapággyal számoltuk, majd az így adódó 
felületnek az explicit feltételek és implicit feltétel által leírt 
tartomány felett meghatároztuk a minimumát. 
 A 4. ábra több ráközelítésben (zoom) mutatja a 
célfüggvény alakulását, a pontos rácsponti értékek az 
ábrákat kísér  táblázatokban találhatók.  
 

 

 
4.a ábra. A célfüggvény felülete, els  ráközelítés 

 

 

 
4.b ábra. A célfüggvény felülete, második ráközelítés 

 

 
4.c ábra. A célfüggvény felülete, harmadik ráközelítés 

 
 A ráközelíések kiterjedése, iránya attól függ, hogy 
hová adódik az adott táblázatban a célfüggvény legkisebb 
értéke. Ha a tartomány szélére adódik, akkor a következ  
ráközelítést abban az irányban tágítani kell, hogy látható 
legyen a célfüggvény további alakulása a tartomány további 
részén is. Ha elérjük, hogy a célfüggvény minimuma egy 
adott ráközelítésnek megfelel  táblázat belsejében van, 
akkor elértük a minimális megoldást. A végs  megoldás 
eldöntéséhez azt is vizsgálnunk kell, hogy ilyenkor az a és b 
értékek felbontása, lépésköze elegend -e a számunkra. Ha 
szükséges, folytatható a keresés, finomabb felosztással 
újabb táblázat és újabb célfüggvényábrázolás létreho-
zásával.  
 A 4. ábra c részében látható, hogy a keresett 
optimum a = 200 mm, b = 1140 mm esetén adódik, ekkor az 
elérhet  legkisebb csapágy- össztömeg 0.405611 kg. Tehát 
kimondható, hogy létezik optimum és a módszer alkalmas a 
minimum meghatározására, akár tetsz leges mérték  kívánt 
pontosság mellett.  
 
4. KÖVETKEZTETÉSEK 
Jelen cikkben azt vizsgáljuk, hogy létezik-e a 
csapágytömegek összegének, mint célfüggvénynek 
minimuma egy el írt tengelyhossz- tartományon (1. ábra, a 
és b hosszak). Ehhez az optimumkeresési feladatot 
megfogalmazva, a Kuhn- Tucker féle optimalitási 
kritériumra alapuló grafo- analitikus optimumkeres  
módszert alkalmazzuk.  

A célfüggvényt nem szükséges szintvonalakkal 
ábrázolni, mert az alkalmazott szoftverek lehet vé teszik a 
teljes célfüggvénynek mint felületnek az ábrázolását is, így 
már csak a minimális függvényértéket kell megkeresni a 
feltételek által leírt tartományon belül. Ezt több „zoom”, 
azaz ráközelített ábrázolás segítségével meg is tesszük, 
bemutatva a rácspontokbeli függvényértékeket táblázatos 
formában is, megkönnyítve a pontos leolvasást, azaz az 
optimumkeresési feladat még pontosabb megoldását.  

A keresési folyamat eredményeként kijelenthet , 
hogy létezik optimum, tehát található olyan a és b hossz 
érték kombináció, aminél a tengely csapágyazásához 
felhasznált csapágyak össztömege minimális. 
Természetesen eklatánsan látszik, hogy a két hossz értéke 
meghatározza a tengely méreteit is, tehát a feladat 
folytatásaként szükség lesz a tengelytömeg figyelembe 
vételére is a célfüggvényben.  
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A tengelytömeg nélküli és a tengelytömeg 
figyelembe vételével létrejöv  eredmények érdekes és 
hasznos összehasonlításra, további következtetések 
levonására fognak lehet séget adni, és ezek a 
következtetések, észrevételek már haszonnal alkalmazhatók 
lesznek a konkrét csapágyazási kialakítások, konstrukciók 
tervezése során.  
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DEAR READER,

On 22-24th August 1973 a number of 234, mainly top designer members of 110 fi rms and 
institutes dealt with the industrial design and its organisation. The idea of the conference 
was born in the summer of 1972 during the national secretariat meeting of the Scientifi c 
Society for Mechanical Engineering (GTE) that was arranged by the GTE committee of 
the University of Miskolc, with the collaboration of professor Dr. Zénó Terplán, Dr. József 
Magyar, Dr. Rezső Száday and the workmates of the Department of Machine Elements, 
University of Miskolc. The conference was opened by professor Dr. Jenő Varga, former 
chief designer of the GANZ factory, highlighting that this was the very fi rst occasion of 
such a meeting in Hungary. He called the attention of the participants to the evaluation of 
the design, considering the mainly West German papers dealing with design metodology, 
published during the last years. The authors of all the 15 papers of the conference 
proceedings argued for a design work that framed into a consolidated system, fruitful and 
effective. After the event of the Discussion of Chief Designers in 1975 the conference title 
was transformed into National Seminary of Machine Designers in 1977.

Previously to the 1990-es changes, similarly to the earlier events in mood, was the 
6th National Seminary of Machine Designers in 1985, held in Miskolc-Tapolca. The 43 
presentations, all in printed form, too, were followed by 210 participants, arrived from the 
industry, research institutes and higher education. At the opening ceremony, professor Dr. 
József Drobni talked about the design of energy-effi cient, reliable and aesthetic machines 
that are competitive not only abroad but also inland, and called the attention to challenges 
ahead. The bankruptcy of state-owned companies and research institutes infl uenced the 
VII. National Seminary of Designers. The conference was organized at the University of 
Miskolc and the presentations were held by university lecturers, professors and researchers 
for colleagues from the higher education and some industrial expert, with unchanged effort.

During the last decade of the 20th century the Hungarian industry was transformed 
radically, the producer changed places with the consumer, the underestimated consumer 
goods became equal to the machines and means of production, the dictionary of machine 
designers was completed by the word “product”. The designers have understood the 
meaning of the product: everything which are interested in, e.g. Conference of Machine 
Designers, or on which the interest can be   aroused, e.g. Conference of Machine and 
Product Designers. The organizers of the conference also understood the needs of the 
entrant generations, the kind participation in regular professional meeting, and the 
pleasure of the reliable publication at a reasonable price, by the support of the Scientifi c 
Society for Mechanical Engineering. 

The change is perceptible in the theme of the presentations, too. Beside the 
mathematics, the mechanics, the material and manufacturing sciences, the dimensioning, 
strength calculation, lubrication and structure of machine elements, the computer aided 
manufacturing of real products and virtual models, the biology, the medical sciences, the 
analogies of nature and the results of industrial design became also into the groups of 
analyzed areas. 

At the end of this recommendation, do allow us the kind Reader a personal voice. Our 
organizing work since 1985 has not became fruitful without the support of the leaders, the 
teaching and non-teaching staff of the Institute of Machine and Product Design (formerly 
the Department of Machine Elements) Personally, I am indebted for their encouragement, 
critic and work to professor Gabriella Bognár Vadászné, director of Institute, to professor 
emeritus Ádám Döbröczöni, to Géza Németh senior lecturer, and to Aranka Gere economic 
administrator.

Dr. József Péter
organizing secretary of the Seminary
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Szekcióvezető: Dr. Jálics Károly egyetemi docens, 
Miskolci Egyetem Gép- és Terméktervezési Intézet, 
Dr. Kamondi László címzetes egyetemi tanár, Miskolci 
Egyetem Gép- és Terméktervezési Intézet

9.00-9.15 Dr. Jálics Károly PhD. Miskolci Egyetem 
Gép- és Terméktervezési Intézet:: Burkolatok, falak hanggát-
lása meghatározásának lehetőségei a konstrukciós fázisban

9.15-9.30 Dr. Dömötör Csaba egyetemi docens 
Miskolci Egyetem Gép- és Terméktervezési Intézet: 
Autóemblémák az állatvilágból

9.30-9.45 Dr. Kamondi László címzetes egyetemi 
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University of Miskolc Institute of Materials Science and 
Technology, Dr. János Lukács Professor University of Miskolc 
Institute of Materials Science and Technology: Mismatch 
effect on fatigue crack propagation limit curves of GMAW 
joints made of S690QL, S960QL and S960TM type base 
materials
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Terméktervezési Intézet: Investigation of the enhancement of 
convective heat transfer for flow of nanofluid over flat plate

12.00-12.15 Chahboub Yassine PhD hallgató Miskolci 
Egyetem Gép- és Terméktervezési Intézet: Determination of 
GTN parameters using artificial neural network for ductile 
failure

12.15-12.30 Dr. Péter József c. egyetemi tanár, Miskolci 
Egyetem Gép- és Terméktervezési Intézet: Hermetikus 
hajtások

12.30 A Géptervezők és Termékfejlesztők XXXV. 
Szemináriumának bezárása
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9.00-9.15 Barna Bence BSc géptervező hallgató, 
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gató, Miskolci Egyetem Gép- és Terméktervezési Intézet: 
Figyelemfelkeltő bemutató eszköz továbbfejlesztésének 
lehetőségei
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11.00-11.15 Topa Martin BSc géptervező hallga-
tó, Miskolci Egyetem Gép- és Terméktervezési Intézet: 
Fröccsöntő szerszám tervezése

11.15-11.30 Urbán Bertalan BSc géptervező hallgató, 
Miskolci Egyetem Gép- és Terméktervezési Intézet: Bojli ext-
ruder tervezése
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