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ABSTRACT 

 
The authors of present paper published several works 

concerning with inhomogeneous and/or anisotropic 
structural elements in last years. The definition and the 
solution of these problems there was the main point that 
we used the special theory of mathematical linear 
elasticity which takes into account the material non-
homogeneity and anisotropy. This work describes an 
analytical solution for a Saint-Venant torsion problem of 
an inhomogeneous, orthotropic, piezoelectric beam with 
elliptical cross section. 
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1. BEVEZETÉS 
 

E tanulmány szerz i számos cikket publikáltak az 
utóbbi években a különböz  inhomogén anyagú és anizo-
trop szerkezeti elemekkel kapcsolatban [1-14]. Az irodal-
mi jegyzék nem tartalmazza valamennyi publikált cikket 
és konferencia közleményt. Az ott alkalmazott matema-
tikai és mechanikai módszerek szemléltetésére jelent ta-
nulmányban inhomogén, orthotrop piezoelektromos 
ellipszis keresztmetszet  rúd Saint-Venant csavarási 
feladatának megoldását használjuk. E tanulmány az [1] 
és [2] publikációk általánosításának tekinthet , orthotrop 
piezoelektromos ellipszis keresztmetszet  rúdra. 
 
 
2. ALAPEGYENLETEK, CSAVARÁSI FELADAT 

MEGOLDÁSA 
 

Az orthotrop piezoelektromos rúd keresztmetszetét és 
az keresztmetszet határgörbéjét az alábbi el írások defi-
niálják: = ( , )| + < 1 , = ( , )| + = 1 . (1) 

A piezoelektromos orthotrop anyag kapcsolt mechanikai-
elektromos anyagtörvényét (2)-(3) egyenletek írják le 

 = ( ) + ,   = ( ) + , (2) 
 = ( ) + ,   = ( ) + , (3) 
 
ahol a  és  csúsztató-feszültségeket,  és  a 
villamos eltolási vektor komponenseit,  a fajlagos 
elcsavarodást jelöli, továbbá 
                              = ,         = + ,   (4) 
 
míg = ( , ) az egységnyi  elcsavarodáshoz tartozó 
villamos potenciál, = ( , ) a csavarási függvény, = ( ) > 0 az anyagi inhomogenitást leíró függvény, 
dimenziótlan mennyiség pozitív érték  függvény és ese-
tünkben = + . Az ellipszis határgörbe normális 
vektorának  és  komponenseit az alábbi 
egyenletekb l nyerjük: 
                                  = ,       = .  (5) 
 

A mechanikai egyensúly egyenletei a jelen feladatban az 
alábbiak: + = 0   ( , ) ,    + = 0   ( , ) . (6) 

A Gauss egyenlet és villamos peremfeltétel, ha a  
határgörbén a rúd palástja töltés mentes a következ  
formába írhatók: + = 0( , ) ,   + = 0( , ) . (7) 

Az alkalmazott csavarónyomaték  és bels  er rendszer 
kapcsolatát a (8) egyenlet adja meg = d = , (8) 

ahol  a rúd csavarási merevsége. A (2) mechanikai 
egyensúlyi egyenletb l az következik, hogy 
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( ) + + ++ 2 ( ) + + 2 ( ) + + = 0         ( , ) , (9) 

+ + + + = 0  
                 ( , ) .  (10) 

A (7)1,2 egyenlet részletes kifejtése adja a (10), (11) 
egyenleteket: ( ) + + 2 ( ) + 2 ( ) + = 0    ( , ) , (11) 

+ + = 0  
( , ) . (12) 

A (9) és (11) egyenletekben alkalmaztuk az ( ) =  
jelölést. Könnyen ellen rizhet , hogy a kapcsolt (9)-(12) 
Neumann peremértékfeladat megoldása ( , ) = , ( , ) =  ( , ) ,  (13) 

ahol = ( )( + ) + ( )( + )( + )( + ) + ( + ) , 
 (14) = ( )( ) ( ) .                   (15) 

A csúsztató feszültségek számítása a (2) és (14), (15) 
egyenletek alapján az alábbi módon történik: = ( ) ( 1) + , = ( ) ( + 1) + . (16) 

A villamos eltolási vektor  és  koordinátáit a (3) és 
a (14), (15) egyenletek felhasználásával kapjuk,  = ( ) ( 1) , = ( ) ( + 1) . (17) 

A (8) és (16) egyenletek kombinálásával jutunk az  
csavarási merevség képletére                 = ( ) +         ( ) +  (18) 

ahol = ( ) d . (19) 

A vonatkozó szakirodalom használja a „villamos csava-
rási merevséget” is, amelynek értelmezését az alábbi 
egyenlet adja meg 

= 1 ( )d . (20) 

Egyszer  számolással, a (17) képletek felhasználásával 
kapjuk az alábbi eredményt = ( ) ( ) + . (21) 
 
 

3. SZÁMPÉLDA 
 
A felírt képletek alkalmazhatóságát az alábbi számpélda 
szemlélteti: = 0,06 , = 0,03 , = 0,5 × 10 , ( ) = ( ), = 0,5 , = 6,27 × 10 Pa, = 5,13 × 10 Pa, = 17Cm , = 9Cm , = 2,0797 × 10 Cm , = 2,186 × 10 Cm V. 
A dolgozat 2. fejezetében levezetett képletek felhasználá-
sával az alábbi eredményeket kapjuk: = 0,5208770539,         = 7,9517366 × 10  = 4,296108668 Nm , = 0,00008653349 Cm  

Az 1. ábra szemlélteti a csavarási függvény kontúr-
görbéjét. Hasonló képet mutat a villamos potenciál 
kontúrgörbéje, tekintettel a (13) egyenletre. 

 
1. ábra: Az = ( , ) csavarási függvény 

szintgörbéi 
 
A Prandtl féle csavarási feszültség függvény kontúr-
görbéit a 2. ábrában vázoltuk. 

 
2. ábra: Az = ( , ) feszültségfüggvény 

szintgörbéi 
 
A nyírófeszültség, azaz a ( , ) = ( , ) + ( , )  

függvény kontúrgörbéjét a 3. ábra mutatja be. 
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3. ábra: A ( , ) csúsztató feszültség szintgörbéi 

 
A ( , 0)| |  és a (0, )| |  függvények 
görbéit a 4a és a 4b ábrák szemléltetik. A maximális 
csúsztató feszültség  értékét a képletb l nyerjük = | (0, )| = 45,27647MPa.  

 
4a. ábra: A ( , 0) csúsztató feszültségfüggvény 

görbéje | | . 

 
4b. ábra: A (0, ) csúsztató feszültségfüggvény 

görbéje | | . 
 

4. KÖVETKEZTETÉSEK 
 
A tanulmány keresztmetszeti inhomogenitással 
rendelkez  orthotrop ellipszis keresztmetszet  piezo-
elektromos rúd Saint-Venant csavarási feladatának a 
megoldásával foglalkozik. Bizonyítja, hogy a csavarási 
függvény és a villamos potenciál független a kereszt-
metszeti inhomogenitástól. A levezetett megoldásból az = = 0 helyettesítéssel az [1] tanulmányban vizs-
gált orthotrop rugalmas rúdra vonatkozó eredményeket 
kapjuk meg. Továbbá az =  helyettesítéssel e 
tanulmányban levezetett képletek a [2] tanulmány 
egyenleteire vezetnek, amelyek az orthotrop kör kereszt-

metszet  radiálisan inhomogén piezoelektromos rúd 
Saint-Venant csavarási feladatának megoldását adják 
meg. 
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