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EGY STATIKAI FELADATA
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ABSTRACT

The authors of present paper published several works
concerning with inhomogeneous and/or anisotropic
structural elements in last years. The definition and the
solution of these problems there was the main point that
we used the special theory of mathematical linear
elasticity which takes into account the material non-
homogeneity and anisotropy. This work describes an
analytical solution for a Saint-Venant torsion problem of
an inhomogeneous, orthotropic, piezoelectric beam with
elliptical cross section.
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1. BEVEZETES

E tanulméany szerzéi szamos cikket publikéltak az
utobbi években a kiilénb6z6 inhomogén anyagu és anizo-
trop szerkezeti elemekkel kapcsolatban [1-14]. Az irodal-
mi jegyzék nem tartalmazza valamennyi publikalt cikket
és konferencia kdzleményt. Az ott alkalmazott matema-
tikai és mechanikai médszerek szemléltetésére jelent ta-
nulmanyban inhomogén, orthotrop piezoelektromos
ellipszis keresztmetszeti rad Saint-Venant csavarasi
feladatdnak megoldasat hasznéljuk. E tanulmany az [1]
és [2] publikaciok altalanositasanak tekinthetd, orthotrop
piezoelektromos ellipszis keresztmetszeti rudra.

2. ALAPEGYENLETEK, CSAVARASI FELADAT
MEGOLDASA

Az orthotrop piezoelektromos rad keresztmetszetét és
az keresztmetszet hatargoérbéjét az alabbi eléirasok defi-
nialjak:

x2 y2

A= {(X,Y)|;+b—z < 1}'

2 oy O
A piezoelektromos orthotrop anyag kapcsolt mechanikai-
elektromos anyagtérvényét (2)-(3) egyenletek irjak le

Txz = 19f(pz) (assyxz + 915 Z_f) 1 Tyz = ﬂf(pz) (a44yyz + €24 Z_t)x (2)
Dx = 1>9f(pz) (elsyxz + K11 Z_f) ' Dy = 19f(pz) (824}/3/2 + K Z_S)v (3)

ahol a 7., és t,, csusztato-feszliltségeket, D, és D, a
villamos eltolasi vektor komponenseit, ¥ a fajlagos
elcsavarodast jel6li, tovabba

a a
yxzzﬁ_% yyz:£+xv (4)

mig ¢ = @(x,y) az egységnyi 9 elcsavarodashoz tartozd
villamos potencial, w = w(x,y) a csavarasi flggvény,
f = f(p?) > 0 az anyagi inhomogenitast leird fuggvény,
dimenzidtlan mennyiség pozitiv értéka fliggvény és ese-

2 2
tiinkben p? = = + 7. Az ellipszis hatargorbe normalis

bZ
vektoranak n, €s n, komponenseit az alabbi
egyenletekbdl nyerjik:
nx:%x le=;—2. (5)

A mechanikai egyensuly egyenletei a jelen feladatban az
alabbiak:

0Ty,
dx dy
TegNy + Ty;n, =0 (x,y) € 0A.

=0 (x,y) €A, ©)

A Gauss egyenlet és villamos peremfeltétel, ha a 0A
hatargdrbén a rud paléstja toltés mentes a koévetkez6
formaba irhatok:

oD,  aD, _

ax oy T PwVEA )
Dyny + Dyn, = 0(x,y) € 0A.

Az alkalmazott csavarényomaték T és belsé erérendszer
kapcsolatat a (8) egyenlet adja meg

T = f (xTyz — ¥Txz)dA = 9S,, (8)
A

ahol S, a rud csavardsi merevsége. A (2) mechanikai
egyensulyi egyenletbdl az kdvetkezik, hogy
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0*w 0%¢ 0%
44W"‘ e15ﬁ+ 8246_)/2]

, x dw dp
+2f (Pz)_ [ass (a - J’) +eg;s a] +

2f'(p2)%[a44 (Z_w"' x) + ey ] =0 (x,y) € A, (9)

X dw y
2o (2 5) 2] L2240 e 28] <o

(x,y) € 0A.

0w
f(?) [assﬁ +a

(10)
A (7)1 egyenlet részletes kifejtése adja a (10), (11)
egyenleteket:

0w 0w 0%p 0%
f(0*) [‘hsﬁ + 6240_}/2 TG T ke W]
, x ow dp
+ 2f(.02)—2[ (g—J’) - Kua] +
, )
2f (pz)%[e“ (ﬁ"’ x) K22 ay] 0 (xy)ed (11)

x w y ap] _
2 €15 E_y K11ax b2 €24 +Xx _KZZE =0

(x,y) € 0A. (12)

A (9) és (11) egyenletekben alkalmaztuk az f'(t) = %

jelolést. Kénnyen ellenérizhetd, hogy a kapcsolt (9)-(12)
Neumann peremértékfeladat megoldasa

w(x,y) = Coxy, ¢(x,y) = Cpxy

1
=5 L (xD, — yD;)dA. (20)

Egyszer(i szdmolassal, a (17) képletek felhasznalésaval
kapjuk az alabbi eredményt
SD = abFT[Cw(b2624 - azels) - C(p(bZKZZ - a2K11)
+b2%e,, —a’e;s. (21)

3. SZAMPELDA

A felirt képletek alkalmazhat6sagat az alabbi szampélda
szemlélteti:
a=0,06m,b=0,03m,9 =05x10"2m, f(p?) = exp(ap?),a =05m=%

44 = 6,27 x 10'%Pa, agg = 5,13 x 10'°Pa, e;5 = 17Cm™2 2

,€24 = 9CM™%,
K11 = 2,0797 x 10-°CmM~1V"1, iy, = 2,186 x 10-°Cm~1V.

A dolgozat 2. fejezetében levezetett képletek felhasznala-
saval az alabbi eredményeket kapjuk:

14
= —0,5208770539, Cp = —7,9517366 % 108E
S; = 4,296108668 Nm?, Sp = 0,00008653349 Cm?

Az 1. é&bra szemlélteti a csavarasi fiuggvény kontar-
gorbéjét. Hasonlé képet mutat a villamos potenciél
kontUrgdrbéje, tekintettel a (13) egyenletre.

(x,y) € AU 94, (13)
ahol
c, = _ (assh? — a,40%)(1c11b% + K2502) + (e15b* — e2402)(e15b* + e5,0?)
(assh? + ayqa?) (i1 b? + Kypa?) + (e15h? + e,,a2)?
(14)
C _ (assb?—asq4a?)(e1sb?+ez4a?)— (elsb2+e24a2)(a55b2+a44a2) (15)
e (assb?+as4a?)(ic11b%+kz,a2)+(e15b? +ez4a2)?

A csUsztaté fesziltségek szamitasa a (2) és (14), (15)
egyenletek alapjan az alabbi mddon torténik:

Ty = 9f (p?)[ass(C, — 1) + e15C, |y,
Tyz = ﬂf(pz)[aM(Cm +1)+ 324C<p]x- (16)

A villamos eltolasi vektor D, és D,, koordinatait a (3) és
a (14), (15) egyenletek felhasznalasaval kapjuk,

D = 9f(p?)]es(Coy — 1) — k11Cy ]y,
Dy, = 19f(92)[924(cm +1)

A (8) és (16) egyenletek kombinalasaval jutunk az S,
csavarasi merevseg képletére

— K32C, . a7

S; = abFnC,(a?as, — b%ass) +

Cp(a®eys — b?eys) + a’ays — b%ass (18)

ahol

1
F =f f(p*)p*dp. (19)
0

A vonatkoz6 szakirodalom hasznalja a ,,villamos csava-
rasi merevséget” is, amelynek értelmezését az alabbi
egyenlet adja meg

20 1-2. SZAM

1. abra: Az w = w(x,y) csavarasi figgvény
szintgorbéi

A Prandtl féle csavarasi fesziiltség fiiggvény kontir-
gorbéit a 2. abraban vazoltuk.

2. abra: Az U = U(x,y) fesziltségfliggvény
szintgdrbéi

A nyirofesziltség, azaz a

(e, y) = Jr£z<x,y) +172,(x,7)

fluggvény kontirgdrbéjét a 3. dbra mutatja be.
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3. dbra: A t(x,y) csusztato fesziiltség szintgdrbéi

A 1,,(x,0)x|<a és a 7,,00y)lyl<b fiuggvények
gorbéit a 4a és a 4b abrék szemleltetik. A maximalis
csUsztato fesziltség t, értékét a keplethsl nyerjiik

7o = |7x,(0, b)| = 45,27647MPa.

2 %10
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4a. abra: A 7,,,(x, 0) csUsztato fesziltsegfiiggvény
gorbéje [x] < a.

4, x10 7
3.%x 10
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1, %10 7
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4b. abra: A t,,(0, y) csUsztato fesziiltségfliggvény
gorbéje |y| < b.

4. KOVETKEZTETESEK

A tanulmany  keresztmetszeti  inhomogenitassal
rendelkez6 orthotrop ellipszis keresztmetszetii piezo-
elektromos rid Saint-Venant csavardsi feladatdnak a
megoldasaval foglalkozik. Bizonyitja, hogy a csavarasi
fuggvény és a villamos potencial fuggetlen a kereszt-
metszeti inhomogenitastol. A levezetett megoldashol az
eis = e, = 0 helyettesitéssel az [1] tanulmanyban vizs-
galt orthotrop rugalmas ridra vonatkoz6 eredményeket
kapjuk meg. Tovabba az a=b helyettesitéssel e
tanulmanyban levezetett képletek a [2] tanulmany
egyenleteire vezetnek, amelyek az orthotrop kor kereszt-

GEP, LXXIL. évfolyam, 2021.

metszeti radialisan inhomogén piezoelektromos rad
Saint-Venant csavarasi feladatanak megoldasat adjak
meg.
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