Racsok és csoportok 2.

Egy olimpiai versenyfeladat tirigyén

4. Vandermonde-matrixok

Most ratériink az olimpiai feladatban szerepld racs vizsgédlatara. Rogzitsiink
(a;,b;) egész szampdarokat (1 <14 < k), ahol a; és b; relativ primek. Adott n > 0
esetén legyen M, az az egész elemii, k sorbdl és n + 1 oszlopbdl all6 matrix,
amelyben az i-edik sor j-edik eleme a7 710/ ~! és A,, az M,, oszlopai altal generalt
csoport.

4.1. Az M, determindnsosztéinak meghatarozasa. Folhasznaljuk az
egész egyiitthatds tobbvaltozés polinomok szédmelméletét. Az aldbbiak a [3] konyv
masodik és harmadik fejezetébol megérthetok, kiilonos tekintettel a 3.4. szakaszra.

4.1. tétel. A Zxy,...,x,] polinomjai kozétt igaz a szdmelmélet alaptétele,
azaz minden nulldtol és eqységtdl killonbozé polinom sorrendtdl és eqységszerestol
eltekintve egyértelmiien bonthatd irreducibilisek szorzatdara. A prim és irreducibilis
polinomok ugyanazok, és csak +1 egység. A Z-beli primszdmok primek Z[x1,. . ., x,)-
ben 1s.

Egy polinom akkor primitiv, ha egyiitthatéinak kozos osztdja csak egység lehet.
Egy els6foki polinom nem feltétleniil irreducibilis, példdul Z[x]-ben 22 nem az,
hiszen a 2-x félbontasban egyik tényezé sem egység. Ha azonban primitiv is,
akkor mar irreducibilis lesz, és egyben primtulajdonsidgi. Ez akkor is igaz, ha
az egyiitthatéi nem egész szamok, hanem egész egyiitthatds, akar tobbvaltozds
polinomok.

4.2. k6évetkezmény. A Zlxi,...,xy]-beli x;x2; — xpxe polinom irreducibilis
abban az esetben, ha i,j,k,{ pdronként kilonbozd. Két ilyen polinom kiilonbézd
négyelemd indexhalmazok esetében biztosan nem egymas egységszerese.

4.3. lemma. Legyen a k x k-as K mdtrizban az i-edik sor j-edik eleme
xf_]yf-_l. Ekkor det(K) = [ (ziyj — vizy).
1<i<j<k

Bizonyitas. Képzeljiikk elészor azt, hogy x; és y; valtozok, igy a deter-
mindns elemei Z[z1,...,2Zk,y1,...,yx]-beli polinomok. Emeljiink ki a determi-
nans i-edik sorabol xffl—et mindegyik i-re (ez megtehetd, mert x; # 0). Az ered-
mény egy Vandermonde-determindns lesz az y;/x; generdtorokkal, melynek értéke

IT ((w;/z;) — (yi/x;)). A nevezdkkel szorozva az allitast kapjuk.
1<i<j<k

fgy azonossagot kaptunk. Ha az x; és y; helyébe barmilyen szadmokat (s6t
polinomokat, akédr mod p maradékosztélyokat) helyettesitiink, az egyenldség e he-
lyettesités utan is érvényben fog maradni. (Még akkor is, ha valamelyik z; helyébe
nullgt frunk.) O
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4.4. allitas. Han+ 1 > k, akkor az M,, mdtriz k-adik determindnsosztdja

A= H (aibj — bia]‘) = det(Mk_l),

1<i<j<k
az n értékétdl figgetlenil. (Ha k = 1, akkor A = 1, mint dires szorzat).

Bizonyitas. Legyen Ay az M, matrix k-adik determinansosztéja. Azt fogjuk
megmutatni, hogy a A és Ag szamok egymas osztoi.

A Ay | A bizonyitdsdhoz legyenek x; és y; valtozok (1 < i < n—k+1). Egészit-
stik ki az M,, matrixot gy, hogy az utolsé k sora maradjon az, ami eredetileg volt,
az els6 n — k + 1 sordban pedig az i-edik sor j-edik eleme legyen 7' 7'/~ A ka-
pott négyzetes matrix determindnsat a 4.3. lemma segitségével szamithatjuk ki.
Az igy adédo szorzatot bontsuk harom részre: Py P> P3, ahol

(1) Py = I @iy — vz

1<i<j<n—k+1

(2) szH(wibj—yiaj), ahol 1<i<n—k+1 é 1<j<k
(3> P3 = H (aibj — biaj) = A.
1<i<j<k

A Laplace-kifejtés (2.1. tétel) miatt a determindns P PoPs értéke folirhato
az M, matrix k x k-as aldetermindnsainak olyan linearis kombinaciéjaként, amely-
nek egyiitthatéi R = Z[z1,. .., Tn—k+1,Y1,- - - s Yn—k+1)-bOl valék. Ezért R-ben a Ay
szam osztéja a Py P, Py = Py P, A szorzatnak.

Tegyiik fol indirekt, hogy van olyan p primszam, melynek Ag-beli kitevdje
nagyobb, mint a A-beli kitevéje. Mivel R-ben igaz a szamelmélet alaptétele, és
p ebben is primszam (4.1. tétel), ezért p | Py P>. Tehéat vagy p | z;y; — yiz;, vagy
p | ;b; — y;a; alkalmas i, j-re. Ez azonban lehetetlen, mert a; és b; relativ primek,
és {gy mindkét polinom primitiv. Tehat tényleg Ay | A.

A forditott oszthatdsdghoz azt kell igazolnunk, hogy A osztéja det(K)-nak,
ha K az M, egy tetszbleges k x k-as részmatrixa. Vegyilink fol u;, v; valtozokat
(1<i<k), és irjuk fol az M, mdtrixot, valamint a A és det(K) szdmokat is
a; helyett u;-vel és b; helyett v;-vel (azaz képzeljiink az a; és b; szdmok helyébe
valtozokat). Nyilvan elegendd az oszthatdsagot ebben az esetben igazolni.

Rogzitett ¢ < j mellett legyen d = u;v; — viu;, és frjuk fol det(K) Laplace-
kifejtését (2.1. tétel) arra az esetre, amikor a soroknak a kételemti {7, j} indexhal-
mazat vessziik. Azt kapjuk, hogy det(K) el6all az i-edik és j-edik sorbdl képzett
kétszer kettes aldeterminansok linearis kombinacidjaként. Ezek a kétszer kettes al-
determindnsok mind oszthatdk d-vel: ha a két oszlopindex s < ¢, akkor

n—s+1, s—1 n—t+1, t—1 t—s t—s
Uy Ui U; vy _os=1, n—t+1, s—1, n—t+1 |%i Ui
n—s+1 s—1 n—t+1 t—1 7vi ui ,Uj uj t—s t—s|’
'LLj 'Uj U’j v, U’j ’Uj
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bs az a—b|a'™" —b'™% szabaly miatt wv; —viug | (wiv;) " = (viuy)' 0. Ty
d | det(K).

Belattuk tehat, hogy det(K) oszthaté az u;v; — v;u; mindegyikével. Ezek a po-
linomok azonban paronként relativ primek a 4.2. kovetkezmény miatt. A szdmel-
mélet alaptétele miatt e polinomok szorzata, ami A, szintén osztdja det( K )-nak.

O
4.5. feladat. Szamitsuk ki M, dsszes determindnsosztdjdt.

Utmutatés. Az a; és a b; relativ primek, ezért A; =1. Ha 2<r <
< min(k,n + 1), akkor vegyiik {1,...,k} egy r elemil S részhalmazat, és &lljon
az M matrix az M, ennek megfelel6 soraibdl. A 4.4. lemma miatt az M matrix
r X r-es aldeterminansainak legnagyobb kozos osztdja azon a;b; — b;a; szdmok Ag
szorzata, amelyekre i,j € S és i < j. Az Osszes r X r-es aldetermindns legnagyobb
kozos osztdja tehat ezeknek a Ag szamoknak a legnagyobb kozos osztdja. fgy A,
sem fiigg az n véalasztdsatodl. O

4.2. Redukcié primhatvany modulusra. Egy vektort hivjunk s-sel osztha-
ténak, ha mindegyik komponense oszthato s-sel. Az s-sel oszthaté vektorok halma-
zét jelolje sZ*. Azt mondjuk, hogy egy A csoport tartalmazza a v vektort mod s,
ha v folirhaté egy s-sel oszthaté és egy A-beli vektor osszegeként, azaz v € sZF + A.

4.6. lemma. Legyen A C ZF egy csoport, v € ZF és s, t relativ prim egészek.
Ha A tartalmazza v-t mod s és mod t, akkor tartalmazza mod st is.

Bizonyitas. Legyen v = su+ g = tw + h, ahol g,h € A és u,w € Z*. Mivel
(s,t) =1, vanolyan e, f € Z, hogy se+tf = 1. Ekkor v = sev +tfv = se(tw+ h) +
+tf(su+g) = st(ew + fu) + (seh +tfg) € stZF + A. O

Ha A indexe ZF-ban A, akkor a 3.5. feladat szerint minden A-val oszthaté
vektor eleme A-nak. Ha tehat be akarjuk latni, hogy v € A, akkor elegend6 meg-
mutatni, hogy a A index minden ¢ primhatvéany-osztdja esetén v benne van A-ban
mod gq.

4.3. Az olimpiai feladat megoldasa. Ha d;; = a;b; — b;a; = 0 valamilyen
i # j esetén, akkor, mivel a; és b;, valamint a; és b; relativ primek, csak az le-
hetséges, hogy (a;, b;) és (a;,b;) egyenldk vagy ellentettek. Az elsé esetben (a;,b;)
elhagyhatd. A mdasodik esetben szintén, ha az n kitev6t pdrosnak véalasztjuk (erre
majd iigyeliink). Ezért a tovdbbiakban foltessziik, hogy d;; soha nem nulla, és azt
is, hogy n > k — 1. Az M,, altal generdlt A,, ekkor rdcs, hiszen a k-adik determi-
nansoszté a 4.4. allitasban definidlt A szam, ami nem nulla. Az A,, indexe tehat A,
az n-t0l fliiggetleniil.

m

4.7. lemma. Legyen q = p™, ahol p prim és m > 1. Tegyiik fol, hogy az n
szam oszthaté 2¢(q)-val, és nagyobb vagy egyenld, mint 2m és k — 1. Ekkor A,
tartalmazza a konstans 1 vektort mod q.

Bizonyitis. Ha pfa;, akkor az Euler-Fermat-tétel és ¢(q) | (n/2) miatt
"% =1 (q). Ha p | a;, akkor n/2 > m miatt a]’> =0 (¢). Ugyanez igaz a b; szd-

i =

a
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mokra is. Vegyiik M,, els6, kozéps6 és utolsé oszlopat (van kozéps6, mert n péros).
Mindegyikben csak 1 és 0 szerepelhet mod g, és a kozéps6 oszlop a két széls6 szor-
zata mod ¢q. Egy sor két széls6 eleme nem lehet egyszerre nulla, mert a; és b; relativ
primek. Ezért a két szélsé oszlop 6sszegébdl a kozépsoét kivonva konstans 1-et ka-
punk mod q. O

Az el6z8 szakasz eredményeivel kombindlva, ha n elég nagy, és 2¢(q) | n teljesiil
A minden ¢ primhatvény-osztdjara, akkor a konstans 1 vektor A,-ben van.

4.8. feladat. Igazoljuk, hogy A, és A,, vektorait komponensenként Gsszeszo-
rozva Anym-beli vektorokat kapunk, igy az A, rdcsok periodikusan ismétlédnek
(n>k-1).

Utmutatés. Ha a konstans 1 vektor Ap-ben van, akkor A, C A, t,,. Mivel
az indexiik ugyanaz a A szdm, meg is egyeznek. O

4.4. Az A, racs vektorai. Most is foltessziik, hogy di; = a;b; — b;a; #0
(amikor i # j). Ha n >k —1, akkor A, indexe A= T[] d;j, fgy A, a ZF
1<i<j<k
vektorainak A-ad részét tartalmazza (ez pontos értelmet kap, ha egy nagy gomb
vektorait tekintjiik).

4.9. feladat. Mutassuk meg, hogy ha k > 4, akkor A,, # ZF, mert M,,-nek van
két mod 2 egyenld sora. Altaldnositsuk ezt 2 helyett dltaldnos prim modulusra.

Utmutatas. Ha p prim, akkor a t = a; /b; osztds ptb; esetén elvégezhetd
mod p, azaz van olyan t egész, hogy tb; = a; (p). Ha p | b;, akkor pta;, mert a;
és b; relativ primek, ilyenkor legyen ¢ = a;/b; a oo szimbdélum. Ez tehét ¢t-re p + 1
lehet6ség mod p.

Ha a;/b; is t mod p, akkor p | a;b; — bja;. Mivel p | a; és p | b; egyszerre nem
lehetséges, az a;/a; és b; /b; tortek egyike biztosan értelmes mod p, és ha mindkettd
az, akkor ugyanaz az s értékiik mod p, ha pedig valamelyik nem értelmes, akkor
a szamléléja és nevezdje is nulla mod p. Igy mindig sa; = a; (p) és sb; =b; (p).
Ezért az M,, métrix j-edik sora az i-edik sor s"-szerese mod p. Ugyanez tehat A,
vektorainak megfelelé koordintdira is igaz, vagyis ha k > p + 1, akkor A, # Z*.
(A mod p vett M,, métrix rangja a kiilénboz6 mod p vett a;/b; tértek szdma, hiszen
ha r olyan sort vessziink, melyekre a;/b; paronként kiilonboznek mod p, akkor ennek
a részmatrixnak az r-edik determindnsosztéja nem oszthaté p-vel a 4.5. feladat
miatt.) O

Ha i # j, akkor d;; = a;b; — b;a; a legnagyobb modulus, melyre nézve a;/a;
és b;/b; egyenlb. Az az s;; szorzd, melyre s;ja; = a; (dij) és s;;b, =b; (d;;) az
sij = e;a; + fib; képlettel kaphatd, ahol e;a; + f;b; = 1 (van ilyen e;, f;, mert a; és
b; relativ primek). Legyen 1 < i < k esetén s;; = 1.

4.10. feladat. Nyilvin s; = [sj1,...,5;)" € A1 ésd; = [dj1,...,d;]" € A;.

Készitsink egy olyan bdzist A,-ben az s; és d; komponensenkénti szorzdsdval
a 4.8. feladat alapjdin, ahol a vektorok hdromszégmdtrizot alkotnak (n >k —1).
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Utmutatas. Legyen 1 < j < k. A d; vektor j-edik koordindtdja nulla, ezért
a j-edik bézisvektor elkészitéséhez tekintsitk a di,...,d;j_1 (komponensenkénti)
szorzatat. Ennek az els6 j — 1 koordindtdja nulla. Ahhoz, hogy A,-be jussunk,
szorozzunk még s}’ Tl nel. A féatloban all6 elemek szorzata A, mert s;; = 1 és
a féatlo j-edik eleme dy ;- ... -d;j_1 ;. fgy a vektoraink fiiggetlenek, és az altaluk
generalt racs indexe A. De A,, indexe is A, ezért bazist kaptunk. O

Ha az el6z8 feladatban kapott hdromszogmatrix K, akkor v = [eq,.. .,ck}T
pontosan akkor van A,-ben, ha a Klzy,...,2,]" =v linedris egyenletrendszer
(egyértelmi) megoldédsa egész x; szdmokbdl all. Ezt az egyenletrendszert fontrél
lefelé haladva kénnyt megoldani. A K inverzével szorozva [z1, ... ,mn]T =K lve
€ ZF. Ez k oszthat6sagi feltétel, ahol a bal oldalon mindig A 4ll, mert AK ! egész
elemii. Az els§ ezek koziil automatikusan teljesiil, mert K elsé sordnak elsé eleme 1.

4.11. példa. Legyenek a megadott parok (1,1), (1,3) és (1,—1). Ekkor n > 2
esetén az Osszes A, egyenld, dio =2, di3 = —2, do3 = —4, A =16, mindegyik
sij =1, és [c1,c2,c3]” pontosan akkor van A,-ben, ha 16| —8¢; + 8¢y és
16 | —461 + 202 + 2C3.

5. Ortogonalis racsok

Zéarasként belatjuk Peter McMullen egy gyonyori tételét. Mostantdl kicsit na-
gyobb tudést foltételeziink linedris algebrabdl (példdul euklideszi tér, ortogondlis
kiegészité altér). Legyenek vy, ..., v, € R¥ linedrisan fiiggetlen vektorok és V az &l-
taluk generdlt altér. Ebben vy, ..., v, egész egylitthatos linearis kombinaciéi egy
r rangl B récsot alkotnak. Ez tehdt nem az egész R¥-nak racsa, hanem csak a V
altérnek.

5.1. allitas. Jeldlje L a [vy,..., V.| mdtriz r X r-es aldetermindnsainak négy-
zetisszegét (r > 1). Ekkor a B rdces alap-parallelotépjdinak térfogata /L.

Bizonyitas. Foltehetd, hogy r < k. Legyen v,11,..., Vg ortonormélt bazis
a vi,...,v, altal generalt V altér V- ortogonalis kiegészit6 alterében (ezek egy
skockat” feszitenek ki), és M = [vq,...,vg]. Geometriai megfontoldsokbdl kapjuk,
hogy det(M) abszolit értéke a vy,. .., v, altal generélt racs alap-parallelotépjédnak
d térfogata.

Az MT M matrix két diagondlis blokkbdl all, és a tobbi eleme nulla. A mésodik
blokk a (k —r) x (k — r)-es egységmétrix. Az elsd, r x r-es blokkot jelolje N. Ek-
kor d? = det(MT M) = det(N). Alkalmazzuk a Cauchy-Binet-formulat (2.2. tétel)
az MT M szorzatra és az elsé r sorra/oszlopra. Ekkor d? = L adédik. (]

Ha B récs Z*-ban és V altér R¥-ban, akkor V-be B-nek kevés vektora is eshet.
Példdul az y = v2z egyenes nem tartalmaz egész koordindtaji pontot az origén
kiviil. Nevezziik V-t raciondlis altérnek, ha generalhaté raciondlis koordindtaju
vektorokkal. Raciondlis vektorok egy csaladja pontosan akkor fiiggetlen Q folott,
ha R f5l6tt az. Ha a V raciondlis altér r-dimenziés, akkor V N QF ortogonélis
komplementerének dimenziéja QF-ban k —r, és igy az R¥-ban vett ortogonélis
kiegészitd is racionalis altér. Tovabba Z* N'V-ben van r fiiggetlen vektor, hiszen egy
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raciondlis vektort alkalmas nem nulla egésszel megszorozva egész vektort kapunk.
Ezért Z* NV racs V-ben.

5.2. definicié. Egy B csoport v elemének B-beli magassiga a legnagyobb
olyan egész, amivel v eloszthaté tigy, hogy B-ben maradjunk. Ha B = ZF, akkor
ez a v komponenseinek legnagyobb kozos osztoja. Tehat v akkor primitiv, ha
magassaga ZF-ban 1. A B részcsoport tiszta ZF-ban, ha a vektorok magassiga
ugyanaz B-ben, mint ZF-ban. (Ez a 3.9. kovetkezmény (2) pontjéban szerepld
feltétel.)

5.3. lemma. Ha V raciondlis altér RF-ban, akkor V NZF tiszta részrdcsa
ZF-nak.

Bizonyitas. Valéban, ha v € ZF és mv € VNZF, akkor v € V (hiszen V zért
az 1/m szdmmal val6 szorzésra), és igy v € V N ZF. O

5.4. tétel (McMullen, [4]). Legyen V raciondlis altér R¥-ban. Ha Ay = V N ZF
és Ay = VENZF, akkor Ay és Ay alap-parallelotépjdnak térfogata megegyezik.

Bizonyitds. Legyen dim(V) =r és 0 <r <k (az r =0 és r = k esetben {0}
térfogatdt 1-nek tekintve igaz az 4llitds). Vegyiik Aj-nek egy by,..., b, és Ay-nek
egy b,y1,..., by bizisit. Ezek egyiitt bazist alkotnak R¥-ban, hiszen A; L Ay (de
ZF-ban éltaldban nem). Az 5.3. lemma és a 3.9. kévetkezmény miatt a [by, ..., b,]
matrix r-edik determindnsosztéja 1. Az analdg éllitas érvényes Ao esetében is.

Tekintsiik a [by,. .., by] matrix elsé r oszlopa szerinti e1 f1g1 + ... + em fmGm
Laplace-kifejtését, ahol f; az elsé r oszlophoz, g; az utolsé k — r oszlophoz tartozé
aldeterminansok, e; a megfeleld el6jelek, és m = (l:) Legyen w1 = [e1f1,. .-, €mfm]
éswa = [g1,. .., 9m]). Ekkor w; és wo skaldris szorzata a [by, ..., by] matrix d deter-
mindnsa (aminek abszolit értéke a by, ..., by dltal generdlt racs alap-parallelotép-
janak térfogata, azaz indexe).

Jelolje dy és dy az Ay, illetve Ay racsok alap-parallelotépjanak térfogatét.
Az 5.1. 4llitds miatt d? a w; vektor komponenseinek négyzetosszege, hiszen a négy-
zetre emelés utan az eléjelek mar nem szdmitanak, és ugyanez all do-re és wo-re is.
Mivel e két rdcs ortogonélis, dyds = |d|. Ez azt jelenti, hogy a wy és wy vektorokra
folirt Cauchy-egyenlGtlenségben egyenléség all. Ezért wy és wo egymas skalarszoro-
sai. Fz a skalar sziikségképpen raciondlis szam, azaz alkalmas m; és mo nem nulla

egészekre miwy = mows. De a [by,...,b,] matrix r-edik determindnsosztéja 1,
ezért wy (és hasonléan wo is) primitiv vektorok. Tehat wq = twa, és igy di = ds.
O

6. Appendix: Vetitések és alkalmazasaik

Az alabbi feladatokban a maétrixok normélalakja helyett geometriai médsze-
rekkel igazolunk korabbi allitasokat. Sz6 lesz egy szamelméleti alkalmazdsrol is. Fé
eszkoziink a vetités. Ha az ey és es egyenesek az origéban metszik egymast, akkor
az e1-re vald eg irdnyu vetités az a leképezés, amely a sik minden P pontjdhoz az e;
egyenes azon () pontjat rendeli, melyre P@) parhuzamos ex-vel.
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Ha U és W alterek, és RF minden eleme egyértelmfien folirhaté egy U-beli
és egy W-beli vektor Gsszegeként, akkor azt mondjuk, hogy R* a V és W alterek
direkt dsszege, jele RF = U @ V. Az egyértelmiiség feltétele, hogy U NW csak a null-
vektorbdl dlljon. A bazisok nyelvén ez azt jelenti, hogy van olyan by, ..., b, bazis
U-ban, és b, 1,..., by bazis W-ben, hogy ezek egyiitt bazist alkotnak R*-ban. Ha-
sonléan értelmezziik azt is, amikor Z* az A és B csoportok direkt Osszege, azaz
ZF=A® B.

Ha v=u+w, ahol ue U és we W, akkor az a leképezés, amely v-hez
u-t rendeli, az RF-nak az U-ra val6 vetitése a W irdnyban. Ha v = \by +... +
+ Agbg, akkor u = A\1by + ... + A\ b,, vagyis a vetités ,kinulldzza” az utolsé k — r
koordinétat.

6.1. feladat. Legyen R* = U @ W, ahol U egy R folitt r-dimenzids raciondlis
altér. Igazoljuk, hogy W pontosan akkor raciondlis altér, ha QF-nak az U-ra vett
W irdnyu vetiletében nincs r-nél tébb Q folott figgetlen vektor.

Utmutatas. Legyen by, ..., b, raciondlis bazis U-ban és b,1,...,bs; maxi-
malis szamu, R f6lott fiiggetlen raciondlis vektor W-ben. Ha s < k, akkor van olyan
v € QF, ami R folott fiiggetlen by, ..., b,-t6l. Ekkor v vetiilete fiiggetlen Q folott
by,...,b,-tdl O

6.2. feladat. Igazoljuk, hogy ha vi,...,vir1 € R* figgetlen Q folott akkor
az dltaluk generdlt csoport nem diszkrét, ezért nem is rdcs.

Utmutatds. Foltehet (k szerinti indukciéval), hogy vi,..., vy fiiggetlen R
folott, legyen B az altaluk generdlt racs és P az altaluk kifeszitett parallelotép.
Tekintsiik az nvi,q vektorokat (n egész), és mindegyiket toljuk vissza P-be a B
megfelelé elemével. A kapott pontok mind kiilonboz6k vy, ..., viy1 € R¥ fiigget-
lensége miatt. O

6.3. feladat. Igazoljuk, hogy minden irraciondlis szam egész tobbszordseinek
tortrészei stirlin helyezkednek el [0,1]-ben (azaz minden rész-intervallumban van
tortrész).

Utmutatés. Az elézé feladat vi = 1 és vo = o esetén azt adja, hogy [0,1]-
ben végtelen sok ilyen tortrész van. Ezért minden € > O-ra lesz kettd e-nél kozelebb
egymdshoz. A megfelel$ egész szorzokat kivonva olyan tortrészt kapunk, ami a nul-
ldhoz van e-nal kozelebb. Minden € hosszu intervallumba beleesik ennek valamelyik
tobbese. O

Sokkal er6sebb allitas is igazolhaté Minkowski rdcsokrdl szold tétele segitsé-
gével: ha « irraciondlis, akkor van végtelen sok olyan r/s tort, melyek barmelyike
a-tél kevesebb, mint 1/(2s?)-tel tér el (ldsd [2], 8.2. szakasz). Kronecker approxi-
maciés tétele arra ad feltételt, hogy vii1 egész tobbesei P-ben alkossanak siirii
halmazt.

6.4. feladat. Tegyiik fol, hogy U raciondlis altér és C a ZF-nak az U-ra vett
W irdnyd vetilete. Mutassuk meg, hogy C pontosan akkor rdacs U-ban, ha W is
raciondlis altér.
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Utmutatds. Ha W racionalis altér, by,...,b, raciondlis bazis U-ban és
b,41,...,by racionélis bazis W-ben, akkor irjuk fol ezekkel Z* egy bézisat. Ha
az egyiitthatok kozos nevezéje N, akkor minden v € ZF vektor U-ra esé vetiile-
tének N-szerese benne van a bq,...,b, generalta csoportban. fgy C diszkrét, és
nyilvan R folott generalja az U alteret. Megforditas: 6.1. és 6.2. O

6.5. feladat. Mutassuk meg a normdlalak haszndlata nélkil, hogy a 3.9. ko-
vetkezményben (2)-b6l kovetkezik (1).

Utmutatss. A (2) szerint valamely fiiggetlen by, . .., b, € Z* altal generalt B
csoport tiszta ZF-ban. Legyen by, ..., by racionélis bazisa QF-nak, W a by,...,b,
altal generalt valds altér, és U a b,y1,. .., by dltal generdlt valds altér. A 6.4. feladat
miatt Z*-nak az U-ra vett W irdnyt C vetiilete rdcs U-ban, legyenek ¢, o1, ..., €
€ Z* olyan vektorok, melyek vetiilete bazis C-ben. Ekkor minden v € Z* esetén
vannak olyan z; egészek, hogy vo = v — z,41Cpq1 — ... — zxc € W. Tehdt v folir-
haté by, ..., b, raciondlis egyiitthatds linearis kombinacidjaként, és ezért alkalmas
m # 0 egészre mvy € B. Mivel B tiszta, vo € B és ezért by,...,b,,cry1,...,Ck
bézis Z*-ban. O

6.6. feladat. Legyen B C Z* rdcs, di,...,dy, bdzis ZF-ban, W a dq,...,d,
daltal generdlt, U a d,41,...,dy dltal generdlt valos altér. Vetitsik B-t U-ra W ird-
nydbdl. Igazoljuk, hogy ha dy,...,d, € B, akkor a vetilet BNU, és B=(BNW)®
e (BNU).

Utmutatés. A v = z1dy + ... + zpdy vektor vetiilete U-ra u = z,11d,41 +
+ ...+ zpdg. Ha v € B, akkor dy,...,d, € B miatt u € B, azaz a vetiilet része
B N U-nak. O

6.7. feladat. Legyen B C Z* rdcs, w € ZF nem nulla vektor és C a w-re
merdleges B-beli vektorok halmaza. Vetitsiik B-t merdlegesen a w egyenesére. Mu-
tassuk meg, hogy van legrovidebb nem nulla vetilet, és ha v € B vetiilete egy ilyen
legrovidebb wq vektor, akkor B = A®C, ahol A a v egész tébbszordseinek halmaza.

Utmutatas. Az u € B vektor w-re es6 vetiiletének hossza az u-w = n skaldris
szorzat osztva w hosszaval. Mivel n egész, ezért a vetiiletek kozott tényleg van
legrévidebb. Tehat B vetiilete racs a w egyenesén, és ezért minden vektor vetiilete
wq egész szamszorosa. Ha u vetiilete mwy, akkor u — mv meroleges w-re, és ezért
C-ben van. O

6.8. feladat. Legyen w primitiv vektor Z*-ban és C' a w-re ortogondlis egész
vektorok halmaza. Bizonyitsuk be, hogy w hossza megegyezik C alap-parallelotop-
janak térfogatdval. (Ez McMullen tételének specidlis esete.)

Utmutatds. Mivel w primitiv, van olyan v vektor, melynek w-vel vett ska-
laris szorzata 1 (oldjuk meg a linedris diofantoszi egyenletet). Az el6z§ feladatot
a B = ZF racsra alkalmazva azt kapjuk, hogy v és C generaljdk Z*-t, azaz C egy
P alap-parallelotépja v-vel egyiitt egy 1 térfogati parallelotépot feszit ki. Ennek
alapja P, magassiga pedig a v vektor w irdanyu vetiiletének hossza, ami w hossza-
nak reciproka. U
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6.9. feladat. Igazoljuk, hogy a hdromdimenzids térben minden egész vektor
eldall két egész vektor vektoridlis szorzataként.

Utmutatas. Foltehetd, hogy w primitiv, alkalmazzuk az el6z06 feladatot. Ma-
sodik, elemi megoldds: ha (a1, ag, ag)-at akarjuk (x1,z2,x3) és (y1,y2,ys) vektoriélis

szorzataként eldallitani, akkor legyen x5 = y3 = Inko(a1, as) = d. Foltehetd, hogy
d # 0; ha a1 4+ asxe = —agxs, akkor y; = as/d+ 1 és yo = —a1/d+ xo megfeleld.

O

6.10. feladat. Mutassuk meg a mnormdlalak folhaszndldsa nélkil, hogy ha

B C ZF rdcs, akkor van olyan c1,. .., ci bdzisa ZF-nak, hogy alkalmas si, S, . .., Sk
egészekre sicq, ..., SkCk bdzis B-ben.

Utmutatas. Vegyiink egy olyan hv € B vektort, melynek Z*-beli h magas-
séga a lehetd legkisebb. Ekkor v € ZF primitiv, igy van olyan w € Z*, melynek
v-vel vett skalaris szorzata 1. Jelolje C' a w-re merdleges egész vektorok halmazat.
A 6.8. feladatban hasznalt gondolatmenet miatt v és C' generalja Z*-t, és ha v ve-
tillete w egyenesére wo, akkor a ZF merdleges vetillete w egyenesére a wq egész
tobbeseibdl all.

Vetitsiik a B C Z* récsot is merélegesen w egyenesére, és a vetiilet legrovidebb
vektorat jelolje mwy. Ha u € B vetiilete mwy, akkor a 6.7. feladat miatt B-t
generalja u és C'N B. Az u magassiga Z*-ban legyen g, foltevésiink szerint h < g.
Az (1/g)u € ZF vektort w egyenesére vetitve wq tobbszordsét kapjuk, ezért g | m.
Mivel hv € B vetiilete hwg, ezért m | h. Ez csak tigy lehetséges, ha ¢ = h =m.

Vagyis talaltunk egy olyan mv € B vektort, amelyre v és C generalja ZF-t, és
mv és BN C generdlja B-t. Vegyiink egy bazist C-ben, és irjuk fol ebben BN C
elemeit is (ilyen dtkoordindtdzast hasznéltunk a 3.11. feladatban). Az dtkoording-
tazds utan C-bdl ZF~1 lesz. Alkalmazzunk k szerinti indukciét, ekkor van olyan

Co,...,Ci bazis C-ben, hogy ssco, ..., sipc, € C bazis BN C-ben. Legyen ¢; = v és
s1 = m. O
Az alébbi feladat tobbszori alkalmazasdval elérhetjitk az s1 | ... | sx oszthatd-
sagot.
6.11. feladat. Tegyiik fil, hogy c1, . ..,c bdzis a C rdcsban és sicq, ..., SpCk

bdzis a B C C rdcsban. Legyen s az s1 és so legnagyobb kézis osztdja, t = s182/s
pedig a legkisebb kozds tobbszordsik. Vdlasszunk olyan e és f egészeket, melyekre
es1 + fsa = s, legyen c| = (s1/s)c1 — (s2/s)ca és ch, = fci + eca. Mutassuk meg,
hogy ¢}, ch,cs,...,ck bdzis C-ben és sc,tch, sscs, ..., spck bdzis B-ben.
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Maths Beyond Limits nemzetkozi : M J“z‘ ;
matematika tabor

Idén harmadik alkalommal keriil megrendezésre az intenziv és sokszini
Maths Beyond Limits (MBL) nemzetkozi matematika tédbor, 2018. szeptember 9.
és 21. kozott. Helyszine Milowka, egy kedves hegyvidéki falu Dél-Legyelorszagban,
ami csodalatos hangulatot teremt a matekozashoz, ismerkedéshez, illetve sporthoz.
A szervezdk kozépiskolas koru, a matematika irant kiilonosen fogékony fiatalok je-
lentkezését varjdk. A tdbor minden meghivott szaméra ingyenes, az utikoltséget
kivéve. Az MBL nyelve az angol, igy j6 nyelvismerettel érdemes érkezni, bar maga
a tabor is kivalo lehetGség a nyelv gyakorlasara.

Egy atlagos tabori nap sordan harom idépontban matematikai el6adason vesz-
nek részt a tabor lakéi, minden idépontban hidrom-hiarom meghirdetett eléadéas
koziil valaszthatnak, érdeklodésiiknek megfeleléen. Néhany eladas téméja: folyam
grafokban, védlasztasi rendszerek, véletlen mddszer, p-adikus szamok, projektiv geo-
metria, topoldgia, Galois-elmélet. Az el6addsokat kovetéen lehetéség nyilik az eld-
addkkal valo beszélgetésre, kérdések megvitatasara. Esténként pedig szdmos sza-
badidés tevékenység koziil lehet valasztani: akadt foci, roplabda, improvizacio,
éneklés, illetve palacsintasiités is.

A taborra 2018. dprilis 1-jét6l aprilis 30-aig lehet jelentkezni, hét feladat meg-
oldasaval, valamint a jelentkezési lap kitoltésével a kovetkezd cimen:

http://mathsbeyondlimits.eu/recruitment.

Tovabbi informadcidra, illetve a tavalyi taborbol béséges mennyiségii matematikéra
lehet lelni a tabor 144 oldalas brosurédjaban:

http://mathsbeyondlimits.eu/mbl2017.
A téborral kapcsolatos informaécidk, hirek elérhetdek a tabor Facebook-oldalan:
https://wuw.facebook.com/mathsbeyondlimits/.
A tavalyi résztvevék élményeirdl késziilt rovidfilm a kovetkezd cimen nézheté meg:
https://www.youtube.com/watch?v=DP1m862AV-o&feature=share.
J6 matekozast, sikeres jelentkezést kivannak minden érdeklédonek a szervezdk!
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