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Melyik nagyobb az oriasok koziil?

Bevezeto

2015 majusédban, egy kellemesen napsiitotte hétvégén meglatogattam a Cam-
bridge-i Egyetem hires matematikai intézetét. Az épiiletkomplexum leginkdabb egy
marsbéli lirbazist idézett fel bennem, aminek élesen ellentmondani latszott egy
csillogd gorbét rajzold csiga és egy keritésoszlopon érdeklédve szemlélodé mokus.
Amint koriilsétéltam az épiileteket, az egyik siillyesztett szint iivegajtajan keresztiil
két szines plakat ragadta meg a figyelmem.

Origsok és negativ szamozast kocka. A bal oldali plakét kérdéseit kigy(ijtsttem
alabb:

e Melyik nagyobb: 919, vagy 1097
e Szamolégéppel eldontheté-e, melyik nagyobb: 99100 vagy 100997
e Dontsiik el, hogy 9991000 vagy 1000°% a nagyobb.

Amint hazaértem smallfieldi szobdamba, a kivdncsisag nem hagyott, elkezdtem
tesztelni a Winl0 szamologépét. A kalkulator az 1. dbrdn lathaté valaszokat adta.
Az els6 kérdésben szereplé mennyiségeket — egész aritmetikdt hasznédlva — gond
nélkiil kiértékelte. A masodik és harmadik kérdésben szereplé hatvanyok kiszdmi-
tasahoz normalalakot hasznalt és amikor a 10000°?%Y hatvanyt kérdeztem, tiilcsor-
dulési hibaval leallt. Végiil is mindhdrom kérdésre valaszt taldltam — 919 > 107,
99100 > 10099 és 9991990 > 1000°9° —, tgyhogy hitradélhettem volna elégedetten

székemben.
97 10= 99 A 100 = 999 A 1000 = 10000 A
3486784401  3,66032341273229504930  3,67695424770964044626 T(jlcsordula
61602657252e+199 80613922046e+2999 ulcsordulas
10 A 9=
100 A 99 = 1000 ~ 999 =
1000000000 1,e+198 1,e+2997

1. dbra. Szadmoldégépem valaszai

Nem ez tortént. Felrémlett egy klasszikus figyelmezetd példa a szdmelméletbdl.
Az 22 + x4+ 41 polinom z = 0,1,2,. .., 39 esetén primszédmot eredményez, azonban
40% 4+ 40 +41 = 40 - 41 + 41 = 412, ami nem prim. Széval attél, hogy tudok valamit
az N = 1,2, 3 esetekre, nem lehetek biztos benne, hogy a felismert torvény megma-
rad nagyobb hatvanykitevOkre is. Ahhoz, hogy ezzel a kérdéssel érdemben tudjunk
foglalkozni, meg kell alkotnunk a probléma altalanos matematikai formalizmusat és
az eddigi tapasztalatainknak megfelel6 sejtést kell bebizonyitanunk. Az altalanos
probléma formalisan a kovetkez6:
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N

Legyen N pozitiv egész és Ay = (10V — 1)10 , valamint By = (10V) 1071
Melyik nagyobb az Ay és By szédmok koziil? Volt eredetileg hdrom kérdésiink,
most pedig végtelen sok lett hirtelen. A matematikai bizonyitds ereje éppen eb-
ben rejlik: egyetlen bizonyitas keretében képes megvalaszolni — ebben az esetben —
megszamlalhatéan végtelen sok kérdést. Mivel ismerjitk a valaszt az N =1,2,3
specialis esetekben, indokoltnak tiinik azt sejteni, hogy Ay altaldban is nagyobb,
mint By, tovabba vegyiik észre, hogy A1 > 3B1, Ay > 30Bs és Az > 300B3. Most,
hogy megalkottuk a pontos matematikai modellt a problémahoz, az maradt hatra,
hogy bizonyitast taldljunk sejtésiinkre, ami a munka nagyobb, nehezebb és érde-
kesebb része. A fent megfogalmazott kérdés inspiralt egy nagyobb lélegzetvételii
munkat, mely teljes egészében a BCME9 2018 (British Congress of Mathematics
Education, Warwick University, 3-6 April 2018, https://www.bcme.org.uk/) kon-
ferencian hangzott el. Ezen el6adasom anyagabol valasztottam két fejezetet, amik
ezen irds gerincét alkotjak.

A szamjegyek szama

Ossze szeretnénk hasonlitani két természetes szamot nagysagrendileg. Az egyik
legegyszeriibb mod az, ha 6sszehasonlitjuk a szamjegyeik szamét valamilyen el6re
lerdgzitett szamrendszerben. Jelen esetben decimélis rendszert fogunk hasznalni és
a tomorebb leirds érdekében bevezetjitk a szdmjegyek szamat megadd fiiggvényt
(jelolése #). A formdlis definicié az aldbbi: #: N — N, #(n) = n szdmjegyeinek
széma. Példaul #(0) = 1, #(9) =1 és #(2019) = 4. Egyszerlien ellendrizhetd a ko-
vetkez6 alternativ formak érvényessége:

#(n) =max{k >0: 10" <n}+1=max{k>0:k <lg(n)} +1=|lg(n)| +1.

Itt és a tovdbbiakban 1g(.) a 10-es alapi logaritmust jeloli, LxJ pedig az x valds szam
alsé egészrésze, azaz az x-nél nem nagyobb egészek koziil a legnagyobb. Példaul

#(9'%) = | 1g(9"°)| + 1 = [101g(9)| + 1 =[10-0,954242... | +1=9+1=10

és nyilvanvaléan #(10°) = 10. Azt kaptuk, hogy a két szdm ugyanolyan hosszi,
mindkettd tiz szdmjeggyel irhato fel a decimélis rendszerben és mivel a legkisebb
ilyen tulajdonsdgi szam a 10°, kovetkezésképp 90 > 10°. Ugyanakkor 910 utols6
jegye nem 0, emiatt 9'° > 10%. Az N =1 eset fenti elemzése mar mutat valamit
ezen megkozelités stilusabdl. Az alabbi 6sszefoglalé tablazatban rogzitettitk az N =
= 1,2, 3 esetekre a szamjegyek szamaét:

N [1]2] 3
#(Ax) | 10 | 200 | 3000
#(By) | 10 | 199 | 2998

A tablazatbeli értékek alapjan az aldbbi tételt tudjuk megfogalmazni:
, . . N oV Ny10Y -1
1. tétel. Legyen N > 1 egész szam, Ay = (10 — 1) és By = (10 ) .
Ekkor minden N > 1-re a kdvetkezd egyenldség dll fenn:

#(Ay)— #By) =N — 1.
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Bizonyitas. Kezdjik az egyszertibbel, By szamjegyei szamanak a meghata-
rozasaval.

#(By) = #[(ION)l()N—l] _ #[1ON(10N71)] _ N(loN - 1) +1=N10N — (N —1)

Ezek alapjan elég azt bizonyitani, hogy #(Ay) = N10V. Ezt két 1épésben tessziik.
Az a) részben megmutatjuk, hogy #(Ay) < N10Y, ami az egyszeriibb, aztan
a b) részben a #(Ay) > N10"V egyenlétlenséget, ami kissé technikdsabb.

a) Induljunk ki a nyilvanvalé lg (ION — 1) < N egyenl6tlenségbél, amit 10V -nel
szorozva 10V Ig (1ON — 1) < N10¥, azonban 10V 1g (1ON — 1) =lg [(10N — 1) 10N] =
= lg(An), fgy | lg(An)| < N10N — 1, ahonnan #(Ay) = | lg(An)| +1 < N10V.

b) Elegendé megmutatni, hogy

(1) 10M1g (10Y = 1) > N10Y — 1.

Elészor beldtjuk, hogy (1) ekvivalens a kévetkezdvel:

1 10N -1 1

Ehhez helyettesitsiink

1 1
N N
Ig (10 —1):1g[10 (1—10N>]:N+1g(1—10N>-t

(1)-be és egyszertisitsiink a mindkét oldalon felléps N10V taggal. fgy:

1 1 1 1
N o _ _ I ot L
107 1g <1 10N) >—-1 < —lg (1 10N) =lg <1+ oV 1) < oV

amit (10~ — 1)-gyel szorozva kapjuk (2)-t. Az e szdm targyaldsakor mindenki taldl-

k
kozik a kovetkez6, ismertnek feltételezett egyenlGtlenséggel: (1 + %) < 3 minden
k > 1 esetén. Alkalmazzuk most ezt k = 10 — 1-re, ahonnan

]
& 2 10V

1 10V -1 1 1
14+ ——- Ig(3) ~ 04771 < = <1—— (VN >1),
( +10N_1> 1< g(3) = 04771 < - < (v )

igy (1) fennall és kovetkezésképp
#(Ay) = | 10¥1g 10V = 1) | + 1> N10%,
amit bizonyitani szerettiink volna. (I

A fenti tétel birtokdban és emlékezve az N = 1 specidlis esetre kapott ered-
ményre, valaszunk a végtelen sok esetre roviden: Ay > By VN > 1.
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A hiperkocka

Miel6tt ratérnénk a fejezetcimben szereplé geometriai modell elemzésére, ve-
gyiik észre, hogy az eredeti kérdés értelmes hatvanyok egy sokkal bovebb halma-
zéra: nevezetesen minden természetes szdmra megkérdezhetjiik, hogy vajon n"*1!,
vagy pedig (n 4+ 1)" a nagyobb. Az el6z6 fejezetben n = 10V — 1 alaki szdmokra
valaszoltuk meg a kérdést. Az aldbbi tablazatbdl a kovetkezét tudjuk kiolvasni:
n=1,2esetén n"t!t < (n+1)", az n = 3,4, 5,6 értékekre pedig n"*! > (n+1)".

n 1|2 3 4 5 6
nntl 1 | 8| 81 | 1024 | 15625 | 279936
(m+1)" | 29| 64 625 7776 117649

A tovébbiakban azt fogjuk bizonyftani, hogy n"*1 > (n+1)" V¥n > 3, felépitve
egy érdekes geometriai kapcsolatot az egyenlGtlenségben szerepld hatvanyok és
az (n+ 1) élhosszisagi n dimenziés hiperkocka egy specidlis particidja kozott. E16-
szor elvégezziik a bizonyitast n = 3 dimenziéra, majd az itt szerzett tapasztalatokat
atiiltetjilk R™-be. Azt szeretnénk beldtni, hogy 3* > 43. Egy pillanatra tekintsiink
el attél, hogy nyilvdnvaléan mindenki tudja, hogy 3* = 81 > 64 = 43. Tekintsiink
az egyenl6tlenségre a kovetkezd médon: 3 - 3% > 43 és interpretdljuk a 4% mennyisé-
get mint a (0,0,0) és (4,4,4) € R? 4tellenes csticspontok &ltal kifeszitett 4 egység
élhosszusagu kocka térfogatat.

Ebben az értelmezésben az egyenl6tlenség azt mondja, hogy ez a kocka Gssze-
rakhato 3 db 3 x 3 x 3 -as kockat alkotd, Gsszesen 3 x 27 egységkockdbdl ugy, hogy
legaldbb egy koziiliik felesleges (szigoru egyenl6tlenség). A tovdbbiakban minden
elofordul6 kockat és téglatestet tigy tekintiink, hogy egységkockikbdl dsszeragasz-
téssal keletkezik. Szét tudjuk éket szedni és mas formaban djra 6sszerakni. A 2. db-
rdn (mely a boritén szinesben lathatd) vildgosan lehet kovetni, ahogyan a kiinduldsi
4 x 4 x 4-es kocka felépithetd egy 3 x 3 x 3-as (kék) kockabdl; 3 db 3 x 3 x 1-es (pi-
ros) téglatest ad egy méasik 3 x 3 x 3-as kockdt; és végiil maradt 3db 3 x 1 x 1-es
(zold) tégla valamint egy 1 x 1 x 1-es (lila) sarok kocka, amik egyiittesen (10) ke-
vesebb egységkockdt tartalmaznak, mint a harmadik 3 x 3 x 3-as kocka (27). Ez
a konstrukci6 valéban azt mutatja, hogy 3* = 3-3% > 43, Kénnyen kovethetd, hogy
mi torténik, amint az alkotérészeket Osszerakjuk. Elészor felhaszndlunk 27 egység-
kockét (kék), majd 3 -9 = 27 egységkockdt (piros) és még sziikségiink van 3-3 =9
(z6ld) plusz 1 (lila) egységkockara. 27 +3 -9+ 3-3 + 1 = 64. Vegyiik észre azt is,
hogy a beépitett alkotérészek szama 1,3,3,1. Ez konnyen esziinkbe juttathatja
a Pascal-hdromsz6g harmadik sordt és a binomidlis tételt. Ahhoz, hogy a fenti
moédszert altalanositani tudjuk, néhany el6késziiletre lesz sziikségiink. Bevezetjiik
a kovetkez6 jeloléseket:

e 2’ az i-edik koordinatatengely R"-ben.
e ni =1[0,n)" és 1* = [n,n + 1]°, ahol az i index arra utal, hogy a szébanforgé
intervallumok az i-edik tengelyen, z’-n vannak.

e a(w) =aw szimbdélum elbforduldsainak szdma egy kifejezésben; példaul ha
e=w xn X w, akkor a(w) =2 és a(n) = 1. Az a(.) fiiggvény haszndlatakor
részletezni fogjuk, hogy pontosan mit is szamol az adott helyzetben.
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X

2. dbra. Kocka reprezentacié 3D 8. dbra. Intervallumok 3D-ben

e Legyen A C R"™ egy mérhet6 részhalmaz, Vol(A4) az A térfogata.

m
o X A; az Aj részhalmazok Descartes-szorzata.
j=1

e 37 @ 1% = 47 jelentése: 3% = [0, 3)"-hez ragasztjuk az 1% = [3,4]" egységinter-
vallumot, ami {gy a [0,4]"-t eredményezi; 3D-ben a szokésos x,y,z tengely-
referenciat fogjuk hasznélni. Nyilvdnvaléan érvényesek az A @ B = B® A és
Ax (B®C)=(Ax B)® (A x C) azonossigok (3. dbra)

Az eddig leirtakat a fenti fogalmakkal és miiveletekkel lehet elegans mate-
matikai forméba O6nteni. A 3. dbran szerepld intervallumok Descartes-szorzataival
el6 tudjuk allitani a 2. dbran lathatd alkotdrészeket. Kezdjiink megint a 3D esettel.
Jelolje C3 a [0,4] x [0,4] x [0,4] kockat. Ekkor

C3=x2,3@1H)=3B"®1")xFae1Y) x (Fal*)=
kék
—_———
=3"x3%x3)®

piros piros piros

DB xIXx1)PB" x 1Y x3F)d (1" x3¥ x3)®

zold z06ld z06ld

DB x1Yx1*)D(1*x3¥ x1*")d(1° x 1Y x 3*) @

lila

—N—
@ (17 x 1Y x 17).

Legyen most n > 3 tetszéleges és C, jeldlje az n dimenzids hiperkockét, melyet
a (0,0,...,0) és (n+1,n+1,...,n+ 1) pontok feszitenek ki. Ekkor ezen kocka
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térfogatara:
n

(3

(n+1)" = Vol(C,,) = Vol {

(ni@li)} VO][ P (ulelﬁx...xun)} _

ue{n,1}

—Vol[é D (ulxuzxmxu”)]—zn:\/ol{ b (ulxu2><~~~><u”)}
k=0

k=0 ue{n,1} u€{n,1}
a(l)=k a(l)=k

A fenti és a tovabbi formuldkban az dsszeragasztdsi miiveletre bevezetett @ alatti
a(1l) = k az u formélis véltozé helyettesitésekor el6fordulé 1-esek szamét adja, ami
itt éppen k. Ahhoz, hogy haszndlhaté fels6 becslést tudjunk adni, vegyiik észre
a kovetkezoket:

a) Ha k=0,1,...,n — 2, akkor

Vol{ $H (ulxu2><---><u”)] = Yoo oamhg Yoo oamh=

ue{n,1} 1< < <ipg<n 1<i1 <...<ipn
a(l)=k

=nF xn? 7k =nn.

b) A k=n—1és k =n indexekre

( " >~n1+(n>~n0n2+1<n" ha n >3,
n—1 n

kovetkezésképpen az alabbi becslést kapjuk:

n+1)"<(n—1)-n"+n"=n-n"=n""1

Emlékeztetéiil: az n = 3 esetre vazolt bizonyitds végén megjegyeztiik, hogy
a 4 x 4 x 4-es kocka particidjaban szereplé alkotérészek darabszamai 1, 3, 3, 1,
a Pascal-haromszog 3. sora. Hol szerepelnek a binomialis egyiitthatok az n-dimen-
ziés esetben? Tudunk valamit mondani az n"*™'/(n+1)" hanyadosrél? Ezekre
a kérdésekre keresiink valaszt a hatralévo részben. Mivel (Z) -féleképpen tudunk
k indexet kivélasztani az {1,2,...,n} halmazbdl, igy egyrészt

— n L
E n" k _ (k>nn k7
1< < <ig<n

ami azt mutatja, hogy a fenti bizonyitds ekvivalens az (n + 1)" binomidlis tétel
szerinti kifejtésével. Masrészrol a kovetkezo felsé becslés adhato:

b 1

n n—k_n<n_1>”'<n_k+1) n—k<1 k,n—k _ n
n = n < —=n"n = —n".
k k! k! k!
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Innen azt kapjuk, hogy

n n 1
n+1)" = Z (Z)n"k < (Z k')n" <en" < 3n",

ahonnan végiil az alabbi becslés nyerheto:

n_n_mn _ nntl
3 e sy (n+1)"

o0
ahol s, a Y % sor n-edik részletosszegét jeloli. Visszatérve egy pillanatra az eredeti

k=0
kérdéshez, a fenti becslés alapjan az n=10—1=9, 10> — 1 =99, 10> — 1 = 999
értékekre 9'0, 99100 9991000 yendre legaldbb 3,33,333-szor nagyobb, mint 10,
100%?, 100099, A pontos hanyadosok 4 tizedesjegyre ke-

(a+b, a+Db) 3 ”

rekitve 3,4867, 36,6032, 367,6954. Az e szdmot hasz-

nalé becslésre a faktorok: 3,3109, 36,4201, 367,5116.

ab b2 Ez a becslés igen pontos abban az értelemben, hogy
L%J = L%J A hiperkocka modell egy mésik elé-

o2 ab nye, hogy a fenti gondolatmenet mentén a (0,0,...,0),
(a+b,a+b,...,a+b) szemkozti cstcsokkal rendelkezd

(0,0) hiperkockat particionalva a binomidlis tétel geometriai
4. dbra. Azn =2 bizonyitdsa nyerheté és az azonos tipusi alkotorészek
dimenziés hiperkocka szama éppen a Pascal-hdromszog egy sordban talalhatd

particiéja binomidlis egyiitthatékkal egyezik meg.

Zoltan Retkes
26, Moore Road, Barwell, UK
e-mail: tigris357110gmail.com

A Matematika Nemzetkozi Napja — w-nap

A Nemzetkozi Matematikai Unié (IMU) létrehozta a Matematika Nemzetkozi
Napjét ,m-nap” (International Day of Mathematics — IDM) elnevezéssel, melyet
minden év marcius 14-én iinnepelnének. Az UNESCO is jévahagyta, igy az els6
m-napot 2020. marcius 14-én rendeznék.

Minden évben egy nem kotelezd, de ajanlott témakor koré épitenék a m-nap
programjat.

Az IMU most felhivassal fordul a tagegyesiiletekhez, javaslatokat varnak
a 2020-ban els6ként megrendezendd m-nap témajara.
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A javaslatokat 2019. dprilis 30-ig varjak, otleteiket a
bolyai.tarsulat@renyi.mta.hu
cimre varjuk, azokat Osszesitjiik és tovabbitjuk az IMU felé.

Tarsulatunk — csatlakozva az IMU felhivasdhoz — szintén szervezne olyan ese-
ményt a m-nap alkalmabol, mellyel noveljiikk a matematika lathatésagat. Ehhez is
varunk javaslatokat, tleteket a fenti e-mail cimre.

Bolyai Janos Matematikai Tarsulat

Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire , ,

I. rész

1.a) A 2,0, 1, 9 szdmjegyekbdl az 6sszes lehetséges médon hdromjegyti termé-
szetes szamokat képeztiink. Szamitsuk ki annak a valdszinliségét, hogy a képzett
szamok koziil egyet véletlenszeriien kivalasztva, annak szamjegyei kiilonb6zok.

(8 pont)

b) Oldjuk meg a [%, 7r] halmazon a sin(x + 20197) = —% egyenletet. (8 pont)
2. A Regéci Var egy 1300 koriil épiilt var, ahol II. Rakéczi Ferenc fejedelem

a gyermekkordt toltotte. Az 1. dbrdn ennek a varnak a XIV. szazadi allapota
lathatd, a 2. dbrdn pedig egy vazlatos képet lathatunk annak tornyérol.

16 m

1. dbra 2. dbra

A torony az ABCDFEFGH téglatestbol és az EFGH JK tet6bél all. A tornyot
alkot6 téglatest kiils6 méretei: AB =16 m, BC =8 m és CG = 16 m.

a) Mekkora az oldalfalak térfogata, ha a fal vastagsidga 2 m és az Osszes
faltérfogatot az ablakok, ajték és 18rések 5%-kal csokkentik? (4 pont)
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Tudjuk, hogy az EFGHJK tet6 magassiga 5 méter, és az EJH és FKG
egyenld szari haromszogek sikjai 50°-o0s szoget zarnak be az FFGH sikkal.

b) Mekkora a JK szakasz hossza? (5 pont)

A vér 2018-as rekonstrukcidja sordn gimnazistdk toébb napon keresztiil segi-
tették a régészek munkdjit. A didkok 60%-a dsdsban, 30%-a feltdrdsban, és 45%-a
talicskazasban segitett. Egyféle munkat 29-en végeztek, pontosan kétféle munkafo-
lyamatban a tanulok % része, mindhdromban pedig 7,5%-a vett részt.

¢) Hany tanulé vett részt dsszesen a munkalatokban? (3 pont)
3. a) Oldjuk meg az alédbbi egyenl6tlenséget a valés szamok halmazén.

log, x < log1 (4z) (7 pont)

N|—=

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert, ahol x és y nemnegativ valés

szamok.
f - \/y = 87
vy = 33.

(7 pont)

4. A vasiti szaknyelvben frszelvénynek
nevezik a szerelvények akadalytalan athalada-
sdhoz sziikséges térnek a vaganyokra meréle-
ges keresztmetszetét. A nemzetkozi szabvényok
szerint az lrszelvény jellemzéen 4 m széles és
5 m magas. Az alakja altaldban koveti a sze-
S i relvény alakjat, de az egyszeriiség kedvéért ez
42 legyen most az abran sziirkével jelzett téglalap.
A vasut egy olyan hid alatt halad at, amelynek

5 m acél tartdszerkezete parabolaiv alaki. A tarto-
szerkezet bels6 ive (az dbrdn vastag fekete vo-

= nallal) a sinek szintjén 6 m széles és éppen nem
im 16g be az tirszelvénybe.
6m a) Milyen magas a hid tartészerkezete

a bels6 ivének kozépso, legmagasabb pontjan?

(8 pont)

A vasttvonal dthalad egy olyan 24 méter hosszi, egyenes alagiton is, amelynek

keresztmetszete parabolaszelet alaki. A parabolaszeletet a koordindta-rendszerben
megadott

1
y:—§x2—|—8

egyenletli parabola és az x tengely hatarolja. A koordinata-rendszerben 1 egység
1 métert jelent.

b) Hany m? kovet kellett kitermelni az alagit épitése kozben? Valaszunkat
egészre kerekitve adjuk meg. (6 pont)
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II. rész
5. a) Hatdrozzuk meg azt a legkisebb, kiilon- 61y
b6z6 szamjegyekbol 4ll6 6-jegyli természetes szamot,
amely a 0; 1; 2; 3; 4; 5 szamjegyekbdl all és oszthatod 4t
12-vel. (5 pont)

b) A {0;1;2;3;4;5} halmaznak hany részhal-
maza tartalmaz legalabb 1 db paratlan szamot?

(3 pont)

¢) Adjuk meg az dbrdn lathaté fiiggvény hoz-

zarendelési szabalyat, és szamitsuk ki a fiiggvény

E(—1; —4) pontjidban htizott érintéjének meredek-

ségét. (8 pont)

6. Tekintsiik az a,, = n? + 2 sorozatot.

a) Hatdrozzuk meg a lim al hatérértéket. Valaszunkat indokoljuk. (2 pont)

n—oo “n
b) Szdmitsuk ki az (a,) sorozat els6 szdz tagjanak 6sszegét. (4 pont)
Az (a,) sorozat egymést kovetd tagjai segitségével a b, = a, 411 — a,, sorozatot
képeztiik.
¢) Igazoljuk, hogy a (b,,) sorozat szdmtani sorozat. (8 pont)

d) Igazoljuk teljes indukciéval, hogy az (a,) sorozat a; =3 és n > 1 esetén

megadhaté az
(14 2n—1
n = n2 _on13) 1

rekurziéval is. (7 pont)

7. Az dbran egy csaladi haz fold- 10 m
szintjének alaprajza lathaté a benne 1évo T
hét helyiséggel és az ajtokkal egyiitt.

A rajzon feltiintettiik a foldszint és né-
hény helyiség méretét is. (A foldszinti be-
jarati ajté nem szerepel az dbran, mert 10 m

| { .
a megoldashoz az nem sziikséges.) D E
a) A hazban 1év8 helyiségeket és
7 G
F

B Il,5m

az ajtékat egy graffal szemléltethetjiik 3,5 m

ugy, hogy a graf csucsai (4,B,C,D, FE,
F,G) a helyiségeket jelolik, a graf két T 5m
cstcsa kozott pedig pontosan akkor vezet

él, ha a két csicsnak megfelel§ helyiség kozott van ajtd. Rajzoljuk fel a csaladi
héz foldszintjének grafjit (a csicsok azonositdsdval egyiitt), és hatdrozzuk meg
a felrajzolt gréafban a fokszamok Gsszegét. (8 pont)
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A lakas folott a foldszinttel megegyez6 méretli padlds, a haz alapteriiletének
negyede alatt pince is van. A csaldd macskdja a pince padléjén fele olyan szivesen,
a padlason viszont kétszer olyan szivesen van, mint a foldszinten.

b) Mekkora valésziniiséggel fekszik a macska a C jeldl szobdban? (8 pont)

¢) Legaldbb hdny élt kell kitorolni egy 7 csicsi teljes grafbdl ahhoz, hogy
az mér ne legyen Osszefiiggd? Allitdsunkat igazoljuk. (5 pont)

8. Az alébbi tdbldzat hazénk napsiitéses érainak atlagos mennyiségét mutatja
oraban mérve az egyes évszakokban.

Tavasz | Nyar Osz | Tél
575,2 | 845,7 | 403 | 180,1

a) Hatérozzuk meg a napsiitéses 6rak mennyiségének dtlagit és szérasat.
(4 pont)

Az dbran lathaté napoéra egy magyar
varosban taldlhaté. A napdra mutatéjanak
hossza 60 cm, északi iranyba &ll és a vizszin-
tes talapzattal 60°-os szbget zar be. A tavaszi
nap-éj egyenldség idején (2018. marcius 20-4n)
a Nap delelési magassaga 42° volt. A Nap de-
lelési magassdgan a Nap iranyaba mutaté fél-
egyenesnek a vizszintessel bezart szogét ért-
jik.

b) Milyen hosszi volt ekkor a napéra mutatdjanak arnyéka a vizszintes alap-
lapon? (5 pont)

A napora feliiletének koszolodasat ugy szeretnék csokkenteni, hogy talapzatra
helyezik a napdrdt. A talapzat egy olyan téglatest alaki betontémb, amelynek
fed6lapjat és oldallapjait 2 cm vastag marvanylappal boritjdk be. A marvannyal
beboritott betontémb alaplapja 1 m oldalhosszisdgi négyzet, magassaga 80 cm.
A marvédnybevonat készitése kdzben a megvasdrolt mennyiség 10%-a hulladék lesz.

¢) Mennyibe keriil a betontomb beboritdsdhoz sziikséges marvany, ha 1 m?
2 c¢m vastag marvanylap dra 540000 Ft? Valaszunkat tizezer forintra kerekitve
adjuk meg. (7 pont)

9. Az aldbbi tablazatban a gyorshajtds miatt bekovetkezett haldlos kozuti
balesetek szama lathaté a Nyugat-Dundntilon 2010-t61 2018-ig a megadott id6-
szakban.

Haldlos koziti balesetek szama 2010-t6l 2018-ig 01.01-t61 02.28-ig (Nyugat-Dundnitil)

Ev 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018
Balesetek szama 9 8 12 7 18 14 15 12 8

a) Hatdrozzuk meg a balesetek szdmédnak medidnjat és terjedelmét. (3 pont)
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Hazankban a rendérség rendszamtabla alapjan azonositja a gyorshajtékat. Egy
sebességmérés alkalméval az uttesten szabalyosan kozleked6 autds éppen szemben
van a mérést végzd késziilékkel, amit VEDA-nak hivnak. A 6,5 m magas allvdnyra
szerelt sebességméré berendezésb6l 15°-os lehajlasi szogben érkezik az tuttestre
a lézernyalab.

(A lézernyalab szélességétol az egyszeriiség kedvéért most tekintsiink el.)

VEDA

b) Erzékeli-e a sebességméro berendezés az ebben a pillanatban a P ponttdl
40 m tavolsagban az uttest kozepén a VEDA irdnydba kozleked6 személyautot?
(4 pont)
Egy biztosité honlapjan a kovetkezéket olvashatjuk:

wAz autdbiztositassal rendelkezd tgyfeleink 65 szdzalékdt férfiak, 35 szdzalékdt
ndk teszik ki. Balesetek szempontjabdl a férfiak a kdrokozok 69 szdzalékdt teszik ki.
Ugy tinik, a holgyek biztonsagosabban vezetnek, ugyanis a kdrokozok kirében csak
31 szdzalékos az ardnyuk.”

¢) Vizsgéljuk meg, hogy (a leirtak alapjdn) az aldbbi két esemény koziil me-
lyiknek nagyobb a valészinfisége. (9 pont)

I. Ha holgy vezeti az autoét, akkor 6 okozza a balesetet.

I1. Ha férfi vezeti az autdt, akkor 6 okozza a balesetet.

Varga Péter
Budapest

Megoldasvazlatok a 2019/3. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn az aldbbi egyenleteket:

2z 3 6
= t
o) It i1 (4 pont)
b) cos(2x) + bsinz = 3, (5 pont)
o) |z —2|+x=4yx—2. (5 pont)
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Megoldas. a)

2z 3 6
= — (x—1 1 +1
x—1+x+1 (x—1)(z+1) / (z-D+1), =#
—5+£+25—-24
2v(z+1)+3(x—1)=—6; 22°+50+3=0; x12= —Y
r1 = —1, ez a kikotés miatt nem gyoke az egyenletnek; xo = f%. Az egyenlet
megolddsa: x = —1,5. (Ellenérzés: —4,8 = —4,8.)
b) 1—2sin’z +5sine =3; 0=2sin’z — 5sinz + 2;
. 5+v25—-16 5+£3
(sinz), 5 = 1 =0

(sinz); =2 nem lehetlsége;s; (sinz), = % = 21 =g +2km, (k€ Z); 20 = %ﬂ + 2lm,
(I € Z). (Ellen6rzés: 5 + 5 = 3.)

¢) Kikotés: 0 < z. Ha 2 < z, akkor x — 2+ 2z =4y/x — 2; 22 = 4/, innen
Vz(yz—2) =0 = 21 =0; 22 =4; az z; kisebb 2-nél, tehdt nem megoldas,
a 4 azonban igen.

Ha z < 2, akkor —(z — 2) + x = 4,/ — 2; ebbél a 4 = 4,/x egyenletet kapjuk,

aminek a megolddsa x3 = 1. Az egyenlet gyokei tehdt xo = 4; x5 = 1. (Ellendrzés:
2 =2, illetve 6 = 6.)

2. Egy hdromszogben az egyik oldal kétszer akkora, mint egy mdsik oldal;
az elébbivel szemkozti szdg 60°-kal nagyobb az utdbbival szemkozti szdgnél. A hd-
romszéq terilete 2v/3 teriileteqység. Mekkordk a hdromszig oldalai és szigei?

(12 pont)

Megoldas. Legyen a c¢ oldal kétszerese a-nak, igy v = a + 60°, irjuk fel
a szinusz-tételt:

i 60° 2
snl(a'i—i—):ia’ sin(a + 60°) = 2sin o
sin «v a
sin o - cos 60° + cos « - sin 60° = 2 sin q; sma~§+cosa-—2 = 2sinq;

V3 3 /

— -cosa = —sin«
2 2

[SCRN V)

, 1cosa # 0;

3
tga:% = a=30°% ~y=090°% S =060°

Alkalmazzuk a trigonometrikus teriiletképletet: (1(2(1)%600 = 2v/3; aQ\/Tg =2V/3;

inmmen a2 =4 = a=2,c=4,b= ? -4 = 2¢/3. Megkaptuk a keresett adatokat.
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3. a) Igaz-e az A, B kijelentések tetszdleges logikai értékénél, hogy

(nFA—-B)AA) —» B=i?

(mA =nem A.) (5 pont)
b) Igaz-e, ha lim (a, + by) =0, akkor lim (a,)+ lim (b,) = 07 Vdlaszunkat
indokoljuk. nee nee nee (3 pont)
¢) Hdny pontja lehet annak az egyszert, dsszefiiggd grdfnak, amelynek 8 éle
van? (4 pont)

Megoldas. a) A vélasz: NEM, az indokl4s:

A|lB|-A|-B]|-4--B|(-A=-B)AA]| (A= -B)AA) > B
ili|n|n i i i
iln| n | i i i h
h|i| i n h h i
h|h| i | i i h i

Azaz, ha A =1, B = h, akkor a miivelet eredménye hamis.

Megjegyzés. Itt az a tipikusan hibds kovetkeztetés van kicsit atfogalmazva, amit
gyakran tapasztalhatunk: ,Ha A, akkor B, mivel nem A, tehdt nem B”.

b) A vélasz: NEM. Elég egy megfelel§ ellenpélddt mutatni.

Pl: a,=0,1,0,1,0,1,..: b,=0,-1,0,—1,0,—1,..., vagy
pl: ap=n+ %; bn, = —n, vagy
pl: @, =2""—sin (%), b, = sin (%) stb.

¢) A pontok szdma nem lehet 4, vagy anndl kevesebb, mert az ilyen gréfok
éleinek szdma legfeljebb 6 lehet (ha a 4 pontu graf teljes graf). Az n pontu legke-
vesebb élt tartalmazé osszefiiggd graf (fa graf) éleinek szdman — 1. Han—1 =38,
akkor n = 9. A graf pontjainak szdma nem lehet 9-nél nagyobb, mert akkor nem
lenne Osszefiiggd. A megoldés tehat: 5 < n < 9, azaz legalabb 5 és legfeljebb 9. Ezek
mindegyike el6allithaté.

4. a) Hdny olyan kétjegyl szdm van, amelyben a szdmjegyek kilonbségének

abszolit értéke legfeljebb 37 (8 pont)
b) Ha ezek kizil véletlenszerden kivdlasztunk kettd kilonbozd szdmot, mennyi
a valdsziniisége annak, hogy az egyik pdros, a mdsik pdratlan lesz? (5 pont)

Megoldas. a) Legyen a kétjegyll szam elsé jegye x, a masodik y, ahol 1 < z <
<9,0<y<9észx,ye N.

|r —y| <3, hay<z, akkorz—y<3 = y>z—3;

haz <y, akkory —x <3 = y<x+3.
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Abrazolva az egyeneseket, a megadott tartoményban 54 racspont van, azaz 54
ilyen szam van.

pdros: 27

paratlan: 27

b) Az dbrdrdl az is konnyen leolvashatd, hogy 27 pdros, 27 paratlan szdm van

kozottik, igy
CH-C) oror o

G 5 ®

II. rész

5. Egy téglalap oldalainak mérdszdma egész szdm. Ezt a téglalapot oldalaival
pdrhuzamos egyenesekkel eqységnégyzetekre daraboltuk, majd a széleken levdket fe-
hérre, a tobbit feketére festettiik.

a) Mekkordk a téglalap oldalai, ha kétszer annyi fekete négyzet lett, mint
amennyi fehér? (9 pont)

b) Az a) részben kapott téglalapokbdl kivdlasztottuk azt, amelynek oldalmére-
tei kozott legkisebb a kiilonbség, majd egy 8 egység sugari piros korlap kozepére
erdsitettik. Az igy kapott eszkozt céltablanak haszndljuk, ahol a telitaldlatot az je-
lenti, ha fehér mezdbe csapddik a lovedék. Feltessziik, hogy minden lovés eltaldlja
a céltablat, és annak minden pontjdt egyenld valdszintiséggel. Mekkora a valdszini-
sége, hogy Vilmos négy lovésbdl legaldbb kétszer telitaldlatot ér el? Az eredményt
szdazalékban egészre kerekitve fejezziik ki. (7 pont)

Megoldas. a) A téglalap oldalainak hosszét jelélje n, k (n,k € Z1), a fekete
négyzetek szama (n — 2)(k — 2), ez kétharmada az dsszes négyzet szamdnak, vagyis

2
gn-kz(n—Q)(k—Z); 2nk = 3(nk — 2n — 2k + 4);

0=nk—6n—6k+12 /+24;

24 = nk — 6n — 6k +36; 24=(n—6)(k—6); 24=2%.3
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ezért a 24-nek 8 pozitiv osztéja van. A lehetséges péarositdsok:
n—6=1 k—6=24; n—6=2 k—6=12;
n—6=3, k—6=28; n—6=4, k—6=6.

(A tobbi ugyanezeket a szdmpérokat adja felcserélve.)
A téglalap két oldaldnak hosszara tehat a kovetkez6 lehet6ségek adédnak:

7, 30, ekkor 70 fehér, 140 fekete

8, 18, 48 fehér, 96 fekete

9, 14, 42 fehér, 84 fekete

10, 12 (egység), 40 fehér, 80 fekete négyzet keletkezett.

b) A céllaphoz vélasztott téglalap a 10 x 12-es lesz, itt a legkevesebb a kii-
16nbség az oldalak hossza kozott. A kozéppontokat egymashoz illesztve lathato,
hogy a téglalap a korlap belsejében van, a félatlo kisebb a sugarnal (5% + 6% < 82).
Annak a valészinlisége, hogy egy 16vés telitaldlatot ér: p = = 0,1989, nem ér
telitalalatot: ¢ = 0,8011.

Jelolje € azt, hogy a négy 16vésbol hany telitalalat lett. £ lehetséges értékei:
0,1,2,3,4.

P(E=0)= <§)p0q4 =0,4119; P(E=1)= (‘Dplq?’ = 0,4090.

A komplementer esemény valdsziniisége: P(§ = 0) + P({ = 1) = 0,4119 4 0,4090 =
= 0,8209, ezért az esemény valdszintisége: 1 — 0,8209 = 0,1791.

Annak a valészintisége, hogy Vilmos négy 16vésb6l legalabb kétszer telitaldlatot

ér el, 18%.
a) Az f(z) = % fiigguény grafikonjdt tikrozzik az A(2;5) pontra. Hol metszi
az igy kapott gorbe az f(x) grafikonjdt? (5 pont)
b) Hizzunk érintét a P(3; —4) pontbdl f(x) grafikonjihoz. Irjuk fel az érinték
egyenletét. (6 pont)

¢) Mekkora a teriilete annak a stkidomnak, melyet az f(x) figguény grafikonja
és a P(3;—4) ponton dtmend érintdk zdarnak kézre? (5 pont)

Megoldas. a) Az f(x) fiiggvény grafikonja egy parabola, amelynek tengely-
pontja az origd, tengelye az y tengely, paramétere 2. Az A(2;5) pontra tiikkrozve
a tengelypontja 77(4;10) lesz, tengelye parhuzamos marad az y tengellyel, lefelé
nyilik, igy egyenlete: y — 10 = f}l(:c —4), y-ra rendezve: y = 7%1932 + 2z + 6.

(Ezt megkaphatjuk mdsképpen is. Legyen a P(x;y) pont titkkorképe az A(2;5)
pontra nézve P’ (z';y"), ekkor a felez&pont koordinédtédira vonatkozé tétel szerint
zta! _ =2, vty =5 = x=4—12";y=10—1v'. Ezeket befrva az y = —;U2 be kapjuk,

2
hogy 4(10—¢') = (4 — =z )2 ami rendezve: iy = —lx’2 +22' +6, tehat ugyanaz, mint
a kordbban kapott egyenlet.)
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A két gorbe metszéspontjait az ixz = f%la:Q + 2x + 6 egyenletbdl kapjuk.
Rendezve:

1
5:;;2—295—6:0,

Qi\/(72)274~
2= 2.1

2

N|—=
—
\
(=2}
S~—"
[\)
H_
ﬁ
[=p}

X1,

z1=6; y1=9,
Ty =-2 y»=1

A metszéspontok: M(—2;1), N(6;9).

b) A P(3;—4) ponton &tmend, m meredekségli egyenes egyenlete: y — (—4) =
=m(x —3); y=mz —3m — 4. Ezt beirva y helyére max —3m — 4 = 12, majd
rendezve az 2% — 4mzx + 12m + 16 = 0 paraméteres masodfoki egyenletet kaptuk,
amelynek egy megolddsa van a két gorbe érintkezése miatt, vagyis D = 0, azaz

(—4m)® —4-1-(12m +16) = 0; 16m> —48m —64=0 /16

3E£vV9+16

m?—3m—4=0; mys= 5

= mi;=4; mg=—1.

Az érinték egyenlete: y = 4o — 16, y = —x — 1.
Eljuthatunk az érinték egyenletéhez mas médon is. Az f(x) fiiggvény deriviltja
fl(z) = i <2r = %x A parabola P, (aco; }Lx%) pontjéhoz htizott érinté meredeksége
i 1 e m
m = f'(x0) = 50, az érinté egyenlete
1 1,

= 53’}0.%' — Z.’ro.

Ennek az egyenesnek pontja a P(3;—4)
pont, tehat:

1 1
—4 = 5%0° 3 — ng;
rendezve:
2 —_ 0
x5 — 69 — 16 = 0;
6 £+ /36 + 64
(370)1,2 =95 =

(.T())l = 8; (.’1?0)2 = 2.
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Megkaptuk az érintési pontok elsé koordinatait. (Ezek egyébként kellenek majd
a c) részhez.) Az érinték egyenlete:

1 1
= -8z — - -8 =4z — 16;
Y 9 4 4 €X ;
1 1
y:§~(—2)-m—1-(—2)2=—x—1.
c) Az érintési pontok abszcisszdi az xq 2 = 477” egyenletbdl adédnak (illetve
a b) rész masodik megolddsabdl mér ismerjiik 6ket), m = 4 esetén 8; m = —1 esetén

—2 lesz értékiik. A teriiletszamitdst két részre bontjuk:

3
— Lo _[1e® 1, ’ —
Tl/(4x (xl)) dz = {43+2x +x}_2
2

1 27 1 1 -8 1 125
= .2 293 (.24 4-9) ==
13 g0t (4 3 T3 ) 12
" 1 28 2 198 129 125
X X
= [ (222 —(z—16)) de= |- 2 — 4% f162| =2 - 22222
2 /(4”6 (4 >>x [4 3 2t xL 3 4 12
3

A sikidom teriilete T =T, + Ts = % teriiletegység lett.

7. a) Mutassuk meg, hogy minden n természetes szdmra igaz, hogy 3 | n® + 8n.

(6 pont)
b) Oldjuk meg a p+ q™ = 2019 egyenletet, ahol p, q pozitiv prim, n pozitiv egész
szdm. Haszndljuk a fligguénytdbldzatot. (6 pont)

¢) Nagy 1r éppen most kisérte végig
vendégeit a birtokdn, amelynek sordn
minden ajton pontosan egyszer mentek
at. A bemutato végén a nappaliban pezs-
govel koccintottak a taldlkozdasra. Melyik
helyiség a nappali? A helyiségek betije-
lének felsoroldsdval adjunk meg eqy le-
hetséges bejdrdsi sorrendet. (4 pont)

Nagy ur hdzdnak alaprajza

Megoldas. a) I. megoldds. n® + 8n = n(n? + 8), az n 3-mal osztva 0-t, vagy
+1-et ad maradékul. Ha n = 3k, akkor a szorzat elsd tényezdje oszthaté 3-mal, igy
a szorzat is. Ha n = 3k £ 1, akkor

n? = (3k £1)* = 9k + 6k + 1;
n? 4+ 8 = 9k% + 6k + 9 = 3(3k* 4+ 2k + 3),

ebben az esetben a masodik tényez6 oszthat6é 3-mal. Ezzel bizonyitottuk az allitast.
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II. megoldds.
n*+8n=n*>—-n)+9Im=nn*-1)+9n=nn-1)(n+1)+9.

Az atalakitds utdn a kéttagu kifejezés mésodik tagja nyilvdn oszthaté 3-mal, az elsd
tagban pedig harom szomszédos egész szam szerepel, ezek egyike biztosan oszthatd
3-mal, igy a szorzat is. Mivel két 3-mal oszthatd szam Osszege is oszthaté 3-mal,
az allitas igaz.

(Megjegyzés. Itt felismerhetjiik a ,kis Fermat-tétel” p = 3-ra vonatkozd esetét:
p | n? —n, ahol p primszadm, n egész szdm.)

III. megoldds: teljes indukciéval. n = O-ra igaz, tegyiik fel, hogy n-re igaz,
bizonyitjuk, hogy (n + 1)-re is igaz:

(n+1)°+8n+1)=n*+3n>+3n+1+8n+8=

= (n® +8n) +3(n® +n + 3).

Az elsé tag az indukcids feltétel miatt oszthaté 3-mal, a masodik is oszthaté 3-mal,
igy az Osszeg is.

b) Az egyik primnek 2-nek kell lennie, kiilénben a bal oldal pdros volna,
nem lehetne az Gsszeg 2019. Legyen p = 2, ekkor ¢™ = 2017. Mivel 2017 prim,
igy a ¢ = 2017, n = 1 megoldast kaptuk. Legyen most q¢ = 2, ekkor p = 2019 — 2™.
Az n értéke legfeljebb 10 lehet, nagyobb n-re p negativ lenne. Az attekinthetéség
kedvéért készitsiik el az aldbbi tablazatot:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
21 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024
p | 2017 | 2015 | 2011 | 2003 | 1987 | 1955 | 1891 | 1763 1507 995
prim | 5-403 | prim | prim | prim | 5-391 | 31-61 | 41-43 | 11-137|5-199

Megjegyzés. A fiiggvénytablazat 4000-ig felsorolja a primeket, célszerti haszndlni, de
ha nem, akkor a 2015, 1955, 995 nyilvan nem prim, a tobbiek sem oszthatdk 2, 3, 5-tel,
elég az osztasokat 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43-mal elvégezni (\/201 ~ 44,93),
ami ,rabszolgamunka”, de viszonylag gyorsan elvégezhetd.

A megoldasok tehat: P q n
2 2017 | 1
2017 2 1
2011 2 3
2003 2 4
1987 2 5
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¢) Abrézoljuk egy 10 pontu graffal az egyes
helyiségek ajtéval vals osszekottetéseit (a kert is
helyiség) dgy, hogy a pontokat (helyiségek) ott
koti ossze él, ahol ajté van kozottiik. A gréafban
K és B foka 3, D-é 4, a t6bbié 2. Olyan itvonalat
keresiink, amely minden élet pontosan egyszer
érint, ez csak olyan lehet, amelyik K-bdl indul és B-ben végzddik, vagy forditva,
mert a tobbi pont péros foka miatt a végén (vagy elején) nem tartézkodhatnank
ott, hiszen az egyik élen érkeztiink, a mésikon tavoztunk (a D-nél ezt kétszer).

A nappali tehdt a B helyiség. Egy lehetséges titvonal: KCBADKGHIFDEB
(nyitott Euler-vonal).

8. Egy kozmetikai cég sajat termékét hdarom vdltozatban forgalmazza a hato-
anyag tomeénységétdl, a kiszerelés mennyiségétdl és a csomagoldstol fiiggben.
Az A jell termék 150 g-os, 10% toménységi; a B jeldt 100 g-os, 20% toményséqgi;
a C jelii 50 g-os, 30% toménységl. A hatéanyag és az olddszer a termék drdban
a mennyiségével egyenes ardnyban jelenik meg; az A és B jeli termék csomagoldsa
kétszer annyiba keril, mint a C jeld terméké. Az izletben az A 2275 Ft-ba, a B
2500 Ft-ba, a C pedig 1725 Ft-ba keril dobozonként.

a) Mennyi a hatdanyag és az olddszer grammonkénti dra? (7 pont)
Anna egyik nap észrevette, hogy az tzlet eqyik polcdn az A, B, C jeli ter-

mékekbdl annyi van, hogy szdmuk egy novekvé mértani sorozat hdrom szomszédos
elemével egyenld. A szamok dtlaga 14, szdérdsa 2+/14 .

b) Hdny termék volt a polcon az egyes fajtdkbdl? (9 pont)

Megoldas. a) A hatéanyag dra: x Ft/g; az oldészeré y Ft/g; a C jelil termék
dobozénak ara z.

Az A jelli termékben 15 g hatéanyag és 135 g oldészer van, igy az dra: 15z +
+ 135y + 2z = 2275 (Ft).

A B jeliben 20 g hatéanyag és 80 g olddszer van, ara: 20x + 80y + 2z =
= 2500 (F't).

A C jeliben 15 g hatéanyag és 35 g olddszer van, ara: 15z + 35y + z =
= 1725 (Ft).

A harmadik egyenletet szorozzuk meg (—2)-vel, majd adjuk hozzd a mésik ket-
t6hoz. Az elsébél: —15x + 65y = —1175 /-2; =302 + 130y = —2350. A mdsodikbol:
—10z + 10y = —950 /- (—3); 30z — 30y = 2850. Osszeadva 100y = 500. Ebbdl y = 5,
ezt befrva —10x 4+ 50 = —950-be, z-re 100 addédik. A hatdanyag ara 100 F't, az ol-
dészeré 5 Ft grammonként. (A C termék csomagoldsa 50, az A és B terméké pedig
100-100 Ft-ba kertilt.)

Ellendrzéssel gy6zddhetiink meg az eredmények helyességérol.

b) Jelolje a termékek szAméat %, a, aq, ahol0 < a,1<q,acN, qgecQ.

a
~+4+a+aq 1 1 49
4 — 14 a<q+>—42—a; g+-=—-1;
3 q q a
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1V 1764 84 9 1 1764 &84

. 5 1 1764 84
innen ¢*+ 5 =-————1
q a a

= 2/14;

\/(14 ~ 9 (14— a)* + (14— ag)?
3

2
(14 - “) + (14— a)® + (14 — ag)® = 168;
q

28a  a? 9 9 9
19677+qf2+196728a+a + 196 — 28aq + a“q® = 168;

1 1
a® <q2+2> —28a(q+) + a® — 28a + 420 = 0;
q q

1764 4 42
a2<7g 81)28a<1)+a228a+4200,
a a a

1764 — 84a — a? — 1176 + 28a + a® — 28a + 420 = 0;

ebbdl 1008 = 84a, vagyis a = 12 adddik.

T T Y PR !
G+ = b et =g 2 sa+2=0;
5+25—-16 543 1
Q2= 1 =~ @ =2, 2 =73

mivel 1 < g, ezért ¢ = 2.
A polcon az A jeliibél 6, a B jeliib6l 12, a C' jelib6l 24 doboz volt.

9. A 2 egység élit ABCDEFGH csiucsi kocka ABCD alaplapjinak kézép-
pontja P; DCGH oldallapjinak kozéppontja Q; AEHD elblapjanak kizéppontja R;

a BF €l felezépontja S. (A-t E-vel, B-t F-fel, C-t G-vel, D-t H-val kiti dssze €l.)
a) Mekkora az A, P, Q, R, S csicsi poliéder térfogata? (8 pont)
b) Mekkora a poliéderbe irt gomb sugara? (8 pont)

Megoldas. a) 1. megoldds. A kocka AHC' csticsai egy 2v/2 oldali szabalyos
hdromszoget alkotnak, amelynek oldalfelezd pontjai a P, @, R pontok (1. dbra).
Az A, P, QQ, R pontok tehat egy sikban vannak, a PQR haromszog és az APR
hiromszog egy-egy V2 oldalt szabdlyos haromszog, ezek egyiitt adjak az APQR
rombuszt; {gy APQRS egy rombusz alapu gila (2. dbra).

Az SQ, SA, SR szakaszok hossza /5, mert mindegyikiik egy-egy 1 és 2 egység
befogéjii derékszogii haromszog atfogdja. Az SP pedig v/3 egység hosszi, mert egy
egységkocka testatldja.
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1. dbra 2. abra

Az RPS haromszog derékszogili, mert (\/5)2 + (\/3)2 = (\/5)2 Ugyanezért
derékszogli az APS és a QPS héromszog is. (Iddig eljuthatunk masként is, lasd
az I./a) részmegoldést.)

Az SP merdleges az APQR sikra, mert merdleges a sik két egymadst metszd
egyenesére (a sikra meréleges egyenes tétele), igy ez lesz a gila magassiga.

Egy V2 oldalti szabélyos héromszog teriilete:

2
_ V2V VB

a 4 2

a poliéder térfogata tehat:

a3 2833

v
3 3

=1 (térfogategység).

I /a) részmegoldds. Helyezziik el a kockdt egy x, y, z egységvektorok &ltal
meghatdrozott derékszogii koordindtarendszerben, itt AP =x+y, AR=y + z,
1@ =x+ 2y + z,

I@:@—ﬁ:x+2y+z—(x+y)=y+z:ﬁ =

az APQR négyszog paralelogramma, mert két szemkozti oldala parhuzamos és
egyenld hossziu. Egy vektor hossza koordinatai négyzetosszegének négyzetgyokével

egyenlo, igy
4P| = [AR| = |PR| = |PG| = |RG| = V12 + 12 = V/;
PS=x—y+z Iﬁl =124 (=1)> +12 = V/3;
45| = |R3| = Q3] = VI + 22 = V5.
a) II. megoldds. Megkaphatjuk a poliéder térfogatit gy is, hogy a kockdbdl

levagjuk a megfelel¢ darabokat az dbra szerint.
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1 s
3
!
N
— B
2

Az egyes darabok térfogatit a melléjiik vastagon
irt szamok mutatjak, ezek kiszamitdsa trividlis. A mara-
dék test térfogata a poliéder térfogatanak %-szerese, mert
alapjuk kozott is ez a viszony all fenn. Felirhatjuk, hogy

445 +3+2+ 243V =8 Ebbol V =1 addik.

/
C p A
b) Be kell ldtni, hogy létezik beirt gomb.

Az nyilvanval6, hogy a poliéder szimmetrikus az RPS sikra, ha van érintd
gémb, akkor kozéppontjanak ebben a sikban kell lennie. Vegyiik az A pontbdl
indulé AP, AS, AR félegyenesek altal meghatd-
rozott triédert. Sikjainak szogfelez6 sikjai egy A-
bdl induld, a triéder belsejében halado félegyenest
hataroznak meg, mert sikok metszésvonala egye-
nes, masrészt az egyenlGség tranzitiv, tehat, ha
az O pont egyenld tavol van az ASP és ASR si-
koktol, akkor az APR siktdl is ugyanakkora té-
A volsagra van.

S

Ez a félegyenes dofi az RPS sikot, ez az O pont lesz tehdt a beirt gdmb kozép-
pontja. (Szemléletesen ,indokolhatd” a beirt gomb léte gy is, hogy egy ,szogletes
tolcsérbe” beleejthetiink egy pingpong labdat, amit aztdn megfelelé méretiire ,fu-
junk” fel.)

A beirt r sugaru gomb kézéppontjdt (O) kossiik dssze a poliéder cstcsaival,
igy azt az oldallapok alapi, O cstcsi gulakra daraboltuk fel.
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Az ARS héromszog olyan egyenld szart haromszog, amelynek AR alapja
V2 hossz, szarai /5 hossziiak, igy az alapjahoz tartozé m magassagra felirhatjuk:

(5 :

2
+m?= (V5 2, ahonnan m = .
) = (V) 2

Az APQR alapt, O cstcsu gula térfogata Vy = ‘[T ; az APS alapi, O csicsu
gula térfogata

2v3
V = \/;f,r = @’r
2 3 6
(ekkora a PQS alapu guilaé is); az ARS alapt, O cstcsu gula térfogata
3
v,
Vs = —2 T 17"
° 3 2

(egyenls az RQS alapu guldéval).
Mivel V; + 2Vo 42V =V

\[+2£ volron (2L V0L
2 3
Ebbél

3
V34+V6+3

23 3V24 6
N 4

= (két 1épésben gyoktelenitve a nevezdt) =

~ 0,42.

(Megjegyzés. Minden olyan poliéderre, amelynek van minden lapjit érint§ beirt
gémbje igaz, hogy % =V
Németh Laszlo
Fonyod

C gyakorlat megoldasa

C. 1489. Egy sakktdbla bal also sarkaban dll egy sotét futo, jobb alsé sarkdban
pedig egy vildgos futo. Mindkét futé a sajdt szinén haladva egyesével lép felfelé
haladva a tdbldn véletlenszerien jobbra vagy balra, mig el nem érik a felséd sort.
Mennyi a valdszintsége, hogy a sotét futd a vildgos futdtol jobbra érkezik a felsd
sorba?
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Megoldas. A futé ugyanakkora valdszinliséggel 1ép balra felfelé, mint jobbra
felfelé, ha mindkét irdnyba léphet egy mez6rél. Vannak azonban olyan mezok,
ahonnan csak az egyik iranyba mehet.

Nézziik el6szor a sotét futét. Annak a valdszinlisége, hogy a bal alsé mez6n
jart, 1, hiszen onnan indul. Innen csak egy irdnyban haladhat tovabb: a 2. sor
2. mez6jére, ezért annak a valdszintisége is 1, hogy a 2. sor 2. mezdjén jart:

Pa,) = P22 = 1.
Innen két iranyba mehet, mindkettébe % valdszintiséggel:

1
P1) =P@E3) T 5

A 3. sor 1. mez6jérdl biztosan a 4. sor 2. mezdjére megy, ahovd még ezen kiviil
a 3. sor 3. mezojérdl is 1éphet. Ezért ennek a valdsziniisége

—_

1
P(4,2)—§+§‘§—Z,

a 4. sor 4. helyének pedig
11 1

P, = 99 T 1’

Hasonléan szamolhaté a tobbi valészintiség is:

1 3_3 13 11 4
Pen =51 % Pes =53 3717 ®

11 1 3 1 4 10
Pe9 =3 47§ P62 =gt 5 87 1¢

_1 2 11 _35 _1r1_ 1
p(6,4)*2 g 928 16 p(676)f2 3 3

_1 10 _10 _ L w1 5 15
p(7’1)_2 16_32’ p(7’3)_2 16 2 16_327

_1 5. 11 6 11 1
p(7,5) - 2 16 2 16 - 327 p(7’7) = ) ]_6 = 327

_, 115 _35 _1b 16 2
p(8,2)*32 2 32764’ p(874)—2 32 5 32764’

L6 117 111
PE6 = 573975732 7 6a PES) =35 33 = o1

Lathatd, hogy minden sorban a sttét mezdkre 1épés valdsziniliségének Gsszege 1.

Szimmetria miatt a vildgos futé utolsé sorba esé valdszintliségeit konnyi meg-
adni.

Ha a sotét futd a 8. mezén van, akkor a vildgos barhol lehet, mindig t6le balra
lesz. Ennek a valésziniisége
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1 1 1 2 3 6 7
—1l=—. 1 [ | 7 [21] 2] 7|3 |1
64 64 8 % | |oi | | o1 |64 oa | oa
Ha a sotét futé a 6. mezén van, 7| 0 15 1
akkor a vildgos az 1., 3., vagy 5. mez6n 52 m 52 : 52 : 52
lehet, igy ennek a valésziniisége 6 & &5 T
503 4 1
7 1 7 21 203 8 8 8
a\atatal 3 1
64 \64 64 64 64 4 0 i
Ha a sotét futé a 4. mezén van, 3 % %
akkor a viladgos az 1., vagy a 3. mezén
. Lo 2 1
lehet, igy ennek a valészintisége
111

20 (7 1) _168
64 \64  64) 642"

Végiil, ha a sotét futé a ??5 melzzén xga5n, akkor a vildgos csak az 1. mezon lehet,
ennek a valdészintisége pedig g7 - 57 = g2
Tehat

1,203 168 35 470
64 ' 642 ' 642 ' 642 642

annak a valdszinlisége, hogy a s6tét futd a vildgostdl jobbra érkezik.
Ajtai Bogldrka (Foldes Ferenc Gimn., Miskole, 11. évf.)

Megjegyzés. Nagyon sokan kiszamitottak, hogy az egyes futék hany kiilonbozé tutvo-
nalon juthatnak el a sakktdbla legfels6 sordnak egyes mezdire, majd ezt osztottdk az 6sszes
lehetséges eljutds utvonalainak szdmaval, és igy jutottak az egyes mezdkre vett eljutdsi
valdsziniiségekhez. Azonban a feladat szovege szerint a futék nem az dtvonalak koziil va-
laszthattak véletlenszerlien, hanem minden egyes lépésben akoézott, hogy jobbra fel vagy
balra fel 1épjenek (amennyiben ez nem jelentette a sakktdblardl valo lelépésiiket). A sakk-
tabla szélén csak egyféle 1épés volt lehetséges 1 valdsziniliséggel, ami azt eredményezte,
hogy az egyes ttvonalak nem azonos valésziniiséggel kovetkeztek be. fgy ez a megoldas
hibés.

27 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 3 versenyzd: Ajtai Boglarka, Molndr Istvan,
Spéanyik Teodor. 3 pontos 19, 2 pontos 4, 1 pontos 1 dolgozat.

Valo6szintliségszamitas a honlapon és a K6MaL-archivumban

A valésziniiségszamitési feladatok megoldasaiban dltalaban a szokasosnal tobb
szokott lenni a hibds gondolatmenet. Aki szeretné magat kicsit képezni ebben
a téméban, tobb cikket is tudunk ajanlani. (Hasonléan kigy(jtheték a feladatok
megolddsainak a szovegei is.)
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A honlapon taldlhato cikklistaban™ a kovetkezo ilyen témajui cikkek talalhatdk:
e (Csatdr Katalin— Harro quta — Hegyi Gyorgyné — Lovey Eva— Morvai Eva—
Széplaki Gyorgyné— Ratko Fva: Valoszinliségszamitasi feladatok kezdoknek.
e Vancsé Odon: Lesz-e olyan pillanat, amikor minden téncos ,halott”?
A KoéMal-archivumban (http://db.komal.hu/KomalHU/) a cikk cimében
a ,,valésziniiség” szora rakeresve szintén tobb taldlatot kapunk. Ezek t6bbségét el-
olvasni csak a szkennelt véltozatban (db.komal.hu/scan) lehet. Az 1984. janudr
utani cikkek mar gépelt véltozatban is elérheték, Mozilliban nyilnak meg jol, de
a pdf forméatum is j6, és barmilyen bongészobdl letdlthetd.
e 1908. december: Dr. Bozoky Endre: Tételek és feladatok a valdszinliségi szé-
mitas korébdl 1.
e 1909. februar: Dr. Bozoky Endre: Tételek és feladatok a valdszintliségi szamitas
korébol 2.

e 1909. junius: Dr. Bozéky Endre: Tételek és feladatok a valdsziniiségi szamitas
korébél 3.

e 1930. januar: Dr. Szidcs Adolf: A val6sziniiségszamitas néhdny fontos tételérol.

e 1930. december: Dr. Jordan Kdroly: Megjegyzés a ,,Kozépiskolai Matematikai
és Fizikai Lapok” 598. szdmu valdsziniiségszamitasi feladatahoz.

e 1953. februdr: Prékopa Andrds: A valdsziniiség elemei (1. kozl.).
e 1953. aprilis: Prékopa Andrds: A val6szinliség elemei (2. kozl.).

e 1960. szeptember: Vermes Miklos: Valdsziniiségszamitasi feladat csillélampé-
val.

e 1997. januar: Benczir Péter: A valészinliségszamitds meg az djsdgarusitas
miivészete.
Ilyen témé&jd cikk még tobbek kozott (lehet a szovegre is keresni):

e 1948. majus: Rényi Alfréd: Jaték a véletlennel 1.

e 1948. szeptember: Rényi Alfréd: Jaték a véletlennel 2.

e 1992. janudr: ifj. Benczur Andrds: Algoritmikus vagy véletlen? 1. rész.

e 1992. februdr: ifj. Benczir Andrds: Algoritmikus vagy véletlen? I1. rész.

e 1994. mércius: Vancsé Odon: Mit lehet nyerni, ha egy kicsit engediink a biz-
tosbol?

e 1994. 4prilis: Vancsé Odén: Mit lehet nyerni, ha egy kicsit engediink a biztos-
bol? 2. rész.

e 1994. méjus: Vancsé Odon: Mit lehet nyerni, ha egy kicsit engediink a biztos-
bol? 3. rész.

e 2003. marcius: Velkeyné Gréczi Alice: Egy reklamfogds, és ami mogotte van.

*https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml.
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Matematika feladatok megoldasa

B. 4970. Adott a sikon két pont A és B, tovdbbd egy ezeket elvdlasztd e egye-
nes. Vdlasszunk az e egyenesen P és QQ pontokat gy, hogy PAQ< = 90° teljesiil-
jon. Mutassuk meg, hogy létezik eqy olyan, B-tdl kiilonbozd pont, amelyen a B, P
és Q pontokra illeszkedd kor — a P és Q pontok vdlasztdsatdl figgetlendil — dthalad.

(5 pont) Javasolta: 11. C. osztdly, Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.

I. megoldés. Legyen az A pont merdleges vetiilete az e egyenesre T'. Mivel
PAQ egy derékszogli haromszog, a PAT és AQT haromszogek hasonléak, tehat

Fi = gy, amibsl PT-TQ = AT? (1. dbra).

Mivel a T pont helyzete valtozatlan, igy AT? allandé P és Q barmely valasz-
tésa esetén, ezért a T pont BP(Q korokre vonatkozo hatvanya is dllandé. Vegyiink
két tetszOleges BPQ és BP'Q’', a feltételeknek megfelels kort és legyen ezek B-
t61 kiillonb6z6 metszéspontja X. Az X B egyenes dtmegy a T ponton, mert az X B
egyenes a két kor hatvanyvonala, és T hatvanya a két korre megegyezik. Tegyiik
fel, hogy van olyan, a feltételeknek megfelels6 BP*Q* kor, amely a BPQ kort egy
X-t8l kiilénb6z6 X’ pontban metszi. Ennek az 1) kornek és a BP(Q kornek a hat-
védnyvonala az X'B egyenes. Azonban ez ellentmondés, mert X és X’ a BPQ kor
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kiilonbozé pontjai, igy T ¢ X’'B, és ezzel T hatvédnya a két korre nem lehetne
egyenld, pedig egyenld kell, hogy legyen. Igy X’ egybeesik az X ponttal. Tehat
mindegyik kor atmegy az X ponton.

Marton Dénes (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évt.)
dolgozata alapjan.

II. megoldas. Invertaljuk az e egyenest és a B pontot az A kézépponti, AB
sugaru korre. Ekkor B képe tnmaga, e képe pedig egy, az A ponton atmené kor
lesz (2. dbra).

Legyen ennek a kornek a kozéppontja O. Az inverzié szogtartéd tulajdonsiga
miatt és PAQ< = 90° kovetkeztében P’ AQ’'< = 90°, igy a Thalész-tétel megfordi-
tasat felhaszndlva tudjuk, hogy P’ és Q' az €’ kor egy dtmérdjének két végpontja.

A B’, P', Q' pontokra illeszkedé kor messe az B’O egyenest S-ben. Ebben
a korben a szel6tétel miatt OP’ x OQ' = OB’ x OS, ebbdl

OP' x0Q’

0S = OB

Mivel az €’ korben P’ és Q' egy atmérd két végpontja, ezért OP' és OQ' fiigget-
len a P és (Q pontok valasztasatol, tovdbba OB’ is fiiggetlen a P és Q pontok
valasztasatol, azaz OS is fiiggetlen a P és () pontok valasztasatdl.

Ezzel belattuk, hogy a B’, P’ és Q' pontokra illeszkedd kor a P és (Q pontok
valasztdsatol fliggetleniil athalad S-en, tovdbbd még egyszer invertalva: a B, P
és () pontokra illeszked6 kor a P és (Q pontok valasztasatol fliggetleniil athalad
S inverz képén.

Csertan Andrds (Nagykanizsa, Batthydny Lajos Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 57 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 45, 4 pontot 1, 3 pontot és 2 pontot
szintén 1-1 tanulé. 1 pontos 3, 0 pontos 5, nem értékeljiitk 1 tanulé dolgozatat.

B. 4978. Legyen n > 3 egész szam és « tetszdleges valos szam. Bizonyitsuk be,
hogy

(5 pont)
Megoldas. A kétszeres szogeke vonatkozé cos 2z = cos? z — sin®

2cos?z = cos 2z + 1 forméban tagonként alkalmazva kapjuk, hogy

ity 2km s 2km s Ak
) § 2 — E 2 cos? - ) = E 5 (2 —_— 1) =
2 coSs (a + i ) 2 coSs (a + i ) (COb ( o+ " ) + )

T azonossagot

k=0
n—1
4km
= E cos | 2a + — +n.
n
k=0
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Pontosan azt kell megmutatnunk, hogy
n—1
4k
Z (cos <2a + W)) =0.
n
k=0

A megoldés tovabbi részében a komplex szamok trigonometrikus alakjat hasz-
naljuk. Legyen
(5) (5
z=cos|— | +e-sm|—].
n n
Ekkor algebrai azonossag alapjan

cos (4m) + 4 -sin (47) — 1 22— 1 ok
) fiesin () -1 21

n n
"1< (m) o (m))
= cos| — ) +2-sin | — .
. n n

Az n > 3 feltétel miatt % nem lehet paros egész szam, igy a nevezSben szerepld
cos (4m) +i-sin (47) — 1 # 0. Viszont a szamlald, cos (47) + ¢ -sin (47) — 1 = 0, tehét

1( (m) o (m))
cos| — | +¢-sin| — =0.
‘ n n

Most hasznéljuk fel a trigonometrikus alakban adott komplex szamok szorzasara
vonatkozo azonossagot tagonként:

el s . . s
0= (cos(2a) + i - sin(2a)) kzzo (cos (47’2) +1i-sin <4]:1))
<(cos(2a) +i-sin(20)) <Cos (‘1’:) +i-sin <4]:r)>> -
::0 (cos <2a + 4’;”) +i-sin <2a + 4’;”)) _

n—

n—1
4 4
(cos(Qa—l—lm))—&—i- E (sin<2a+lm>).
n n
k=0 k=0

Tudjuk, hogy ez a komplex szam nulla, emiatt a valés része is nulla:

5 (o (20 55)) <0

k=0

N

COs (

b
Il

n

>
Il

i
L

ES
I
=3

Ju

—
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Az eredeti éllitashoz visszatérve tehat beldttuk, hogy
n—1 n—1
2km 2km n
2 § 2 =) =n, i § 2 =) ==
COS (a + " ) n, vagyls 2 COS (a + o ) 5

Weisz Maté (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 62 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 38, 4 pontot 10 versenyzé. 3 pontos 5,
2 pontos 5 dolgozat. 1 pontot 3, 0 pontot 1 tanul6 kapott.

B. 4983. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kévetkezd egyenletet:

2
9 % +2r —3 2
2 — 3 — = .
v 22—-2x—-3 22-2x-3
(4 pont) Javasolta: Laczkd Ldszld és Szoldatics Jozsef (Budapest)

Megoldas. Eloszor vizsgaljuk meg, hogy a gyokjel alatt all6 tort milyen valds
z-ekre lesz nagyobb vagy egyenld, mint 0. Ez csak akkor lehet, ha mindkettd pozitiv
vagy negativ (a szadmlalé lehet 0 is, a nevezd viszont nem).

A sz4mlal6 és a nevezl is szorzattd alakithato:
22+ 20— 3= (x—1)(x+3),
2 —2x —3 = (x+1)(x—3).

Ha az ezekbdl adédo fiiggvényeket dbrazoljuk, lathatd, hogy a megolddsok csak
a (—oo; —3], a (—1; 1], illetve a (3;00) intervallumokbdl keriilhetnek ki. Induldskor
megengedhetjiik, hogy a szamlalo 0 legyen, de mivel ekkor az egyenlet jobb oldala
nem 0, ezért sem az x = —3, sem az © = 1 nem gyoke az egyenletnek.

Ezek utdn szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat (2% — 22 — 3)-mal.

Két eset lehetséges: ha negativ, illetve ha pozitiv szdmmal szoroztunk. Vizs-
galjuk részletesen elészor azt az esetet, amikor z2 — 22 — 3 pozitiv. Ekkor tudjuk,
hogy = > 3, vagy = < —1. Beszorzas és rendezés utan azt kapjuk, hogy:

(> +22—-3)(2® =22 —3) — /(22 + 22 —3)(22 — 22— 3) —2=0.

Legyen a = /(22 + 2z — 3) (22 — 22 — 3). Igy az egyenlet a kivetkezd lesz:
a>—a—-2=0.

Ennek gyokei: a; = 2 és ap = —1. A mésodik gyok nem megfeleld, hiszen a gyokos
kifejezés csak pozitiv lehet. Ebbél az kovetkezik, hogy a? = 4. Tehit a megoldandé
egyenlet a kovetkez6 lesz:

(22 422 — 3)(2* — 20 — 3) = 4.
Ha kibontjuk és O-ra rendezziik az egyenletet azt kapjuk, hogy:

2t — 1022 +5 = 0.
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Ez 22-re mésodfoki:
xig =5+2V5 és x§74:5—2\/5.

Ezekbol négy gyokot kapunk:

21 =\5+2V5, xa=—-\5+2V5, a3=15—-2V5, x4=-1/5-2V5.

Koziilikk azonban csak ketté esik megfelel6 intervallumba, igy csak az x; =
=/b5+2V5és az v = —\/5 + 25 megoldasai az eredeti egyenletnek.

Most nézziik meg, mi torténik akkor, ha a nevezd, amivel szorzunk negativ.
Mivel a gydkjel alatt pozitiv szdm (vagy 0) lehet, ezért az x2 4+ 2z — 3 is negativ.
Ekkor az egyenlet gy néz ki, hogy (—1)-et kiemelve tudjuk az (z? — 2z — 3)-at
a gyokjel ald vinni:

(2 +22-3)(2® =22 —3) + /(22 + 22 —3)(22 — 22— 3) —2=0.

fgy a gyokjel alatt két negativ szam szorzata all, ami adhat djabb megolddsokat.
Ismét j ismeretlent bevezetve: legyen b = /(22 + 2z — 3)(22 — 22 — 3). A kapott
egyenlet most

B+b—2=0.

Ennek pozitiv megolddsa csak b =1 (a b= —2 értéket nem veheti fel a gyokos
kifejezés). A megoldandé egyenlet az lesz, hogy:

z* — 102> + 8 = 0.
Ezt 22-re megoldva kapjuk, hogy:
23 =54+V17 és a3 =5—V17.
Ebbdl azt a 4 gyokot kapjuk, hogy:

21 =\/5+ V1T, xa=—-\6+V17, a3=1\5—-V17, x4=—/5—V1T.

Ezek koziil csak kettd esik megfelel6 intervallumba, az x3 = /5 — V17 és az x4 =
= — V5 —VI1T.

Tehat az eredeti egyenletnek 6sszesen 4 gyodke van:

21 =\5+2V5, xa=—-\5+2V5, a3=15-V17, z4=—-1/5—V1T.

Magjor Botond (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan
Megjegyzés. A leggyakrabban eléfordulé hiba a dolgozatokban és dltaldban is az, hogy

azt a két megoldast is add esetet figyelmen kiviil hagyjdk, amikor mindkét mésodfoku
kifejezés negativ értéket vesz fel.

Osszesen 163 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 39, 3 pontot 32 tanulé. 2 pontos 45,
1 pontos 34 tanulé dolgozata. 0 pontos 7, nem versenyszerli 5 dolgozat, nem értékeljiik
1 tanulé dolgozatat.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/4 225



ﬁ} 2019.4.6 — 20:52 — 226. oldal — 34. lap KoMalL, 2019. aprilis QF

A C pontversenyben kitlizétt gyakorlatok
(1539-1545.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1539. Az ABCD négyzet AB oldalanak A-hoz kozelebbi negyedelépontjat
jelolje E, F pedig legyen a BD atlo tetszoleges pontja. Hatdrozzuk meg az AF + EF
Osszeg minimumat.

C. 1540. Az ax? + bz + c masodfoki polinom egyiitthatéi egész szamok, kozii-
liik @ > 0. A polinomnak két kiilonb6z6, 1-nél kisebb pozitiv gytke van. Hatarozzuk
meg a lehetséges legkisebb értékét.

Feladatok mindenkinek

C. 1541. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik 2019 egymast koveto pozitiv egész szam,
melyek kozott pontosan 19 darab prim taldlhaté.

C. 1542. Az ABC derékszogli haromszog befogdinak hossza 5 és 12. A P, @
és R pontok a haromszog beirt korén helyezkednek el gy, hogy a PQR haromszog
hasonlé az ABC' haromszogh6z. Hatarozzuk meg a PQR haromszog oldalainak
hosszat.

C. 1543. Az n pozitiv egész kitevé mely értékei esetén lesz 2™ + 1 vagy 2" — 1
oszthatd 9-cel?

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1544. Az ABCD érintétrapéz atléinak metszéspontja E. Az ABE, BCFE,
CDE és DAFE haromszogekbe beirt korok sugarai rendre 71, 7o, 73 és r4. Bizonyit-
suk be, hogy 1 1 1 1

C. 1545. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a valds szamparok halmazan:
22 —y? = log, £7
x
w2+ 21 T
3TV T —4.3" 4+ 9=0.
(Romdn versenyfeladat)

*

Bekiildési hatarid6: 2019. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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A B pontversenyben kitiiz6tt feladatok
(5022-5029.)

B. 5022. Adott a sikon néhany egységsugart kor, mindegyik kozéppontjat
kékre szinezziik. A korvonalakon megjeloliink néhany pontot pirossal gy, hogy
minden korvonalra pontosan 2 piros pont illeszkedjen. Legfeljebb mekkora a kék
pontok szdma, ha Osszesen 25 szinezett pont van?

(3 pont) Javasolta: Réka Sandor (Nyiregyhdza)

B. 5023. Az ABC hiromszégben ACB< = 90° és AC > BC. A héromszog
koré irt kor C-t nem tartalmazd AB {vének felez6pontja X. A C X-re X-ben allitott
merdleges a C'A egyenest a P pontban metszi. Mutassuk meg, hogy AP = BC.

(3 pont) Javasolta: Surdnyi Ldszlé (Budapest)

B. 5024. Legyen p egy paratlan primszam. A (p62), (p12) ey (Z:;) szamok

mindegyikét maradékosan elosztjuk p-vel. Hanyféle kiilonb6z6 maradékot kapunk?

(4 pont) Javasolta: Gyenes Zoltdn és Hujter Bdlint (Budapest)

B. 5025. Az ABC haromszog beirt korének kozéppontja I, a kor a BC, CA
és AB oldalakat rendre a D, E és F pontokban érinti. Legyen M a BC' oldal
tetszoleges, D-t0l kiilonb6zo bels6 pontja, a DI és EF egyenesek metszéspontja T,
az MT szakasz felez6pontja K. Bizonyitsuk be, hogy a DEF, TDM és KIT korok
egy ponton mennek at.

(5 pont) Javasolta: Murad Agazade (Azerbajdzsén)

B. 5026. Adott ellipszis nagytengelyének végpontjaitol kiillonbozd tetszéleges
P pontjat kossiik ossze az Fy, Fy fékuszpontokkal. Az Fy PFy< szogfelezéje E-ben
metszi F} Fo-t. A P-n 4tmend, F Fo-t E-ben érint6 kor PF}-et G-ben, PF5-t H-ban
metszi. Mutassuk meg, hogy GH hossza nem fiigg P megvélasztasatol.

(4 pont) Javasolta: Németh Ldszlé (Fonyéd)

B. 5027. Gombéc Artir az Edes utca 1. szém alatt lakik, a csokibolt pedig
az utca masik végén, az n-edik szdm alatt taldlhaté. Artdir minden nap a kovetkezd
fitneszedzést tartja: elindul a 2-es szamu haz elél. Ha a k-adik szamu haz el6tt all
(ahol 1 < k < n), akkor feldobja lejart szavatossagu, de szabdlyos csokiérméjét. Fej
esetén atmegy a (k — 1)-es szdmu, mig irds esetén a (k + 1)-es szdmu hdz elé. Ha
a csokibolt elé ér, akkor betér, és legurit egy csokigolydt, majd az (n — 1)-es szdmu
héz elé megy. Ha hazaér, vége az edzésnek. Naponta atlagosan hany csokigolydt
gurit le Artar?

(5 pont)
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B. 5028. Ha P az XY Z hegyesszogli haromszog Y Z oldalanak egy pontja,
akkor jelolje f(P; XY Z) a P-b8l az XY, illetve XZ egyenesekre bocsdtott meré-
legesek talppontjaira illeszked egyenest.

Legyen az ABC hiromszog magassdgpontja H, talpponti hdromszoge A’ B'C".
Legyen A” = f(B'; HCA) N f(C'; HAB). Hasonl6an definidljuk a B” és C” ponto-
kat. Mutassuk meg, hogy az AA"”, BB” és CC" egyenesek egy ponton mennek &t.

(6 pont) Javasolta: K V Sudharshan

B. 5029. Tegyiik fel, hogy egy focicsapat eddigi torténete sordan 1000 mérko-
zést jatszott és 6sszesen 1000 pontot szerzett. (Gydzelem esetén 3 pontot, dontetlen
esetén 1 pontot kap, vereség esetén pedig nem kap pontot egy csapat.) Bizonyitsuk
be, hogy a meccseken szerzett pontok sorozata legfeljebb (2,9)1000—féle lehet.

(6 pont)
Bekiildési hatarid6: 2019. majus 10.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(749-751.)

A. 749. Adott két poliomind. Az egyik egy harom négyzetbdl allo L-alak,
a masik legalabb két négyzetbol all. Bizonyitsuk be, hogy ha n és m relativ primek,
akkor az n X n-es és az m X m-es tabla koziil legfeljebb az egyik rakhato ki a két
poliomindé eltoltjaival.

Javasolta: Imolay Andrds, Matolcsi Ddvid, Schweitzer Addm és
Szabd Kristdf (Budapest)

A. 750. Legyen kq,...,ks 6t kor
a sikban ugy, hogy ki és ko kiviilrdl
érintik egymast a T pontban, ks és ky
kiviilrol érinti a ki-et és a ko-t is, ks
az U, illetve a V pontban kiviilrél érinti
ks-at, illetve k4-et, tovabba ks a P és
a () pontban metszi ki-et az dabra sze-
rint.

Mutassuk meg, hogy
PU-PV PT?
QU -QV — QT*
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A. 751. Legyen ¢ > 0 valés szam, és tegyiik fel, hogy barmely n pozitiv egész
esetén az 1°,2° 3¢, ..., n° szdmoknak legaldbb az egy szazaléka egész. Bizonyitsuk
be, hogy c egész szdm.

Bekiildési hatarid6: 2019. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Informatikabdl kittizott feladatok

I. 481 (E). A minap képek keriiltek el egy 1980-as évekbeli 16voldozés sza-
mitégépes jatékrol. A programban a jatékos a képernyo bal szélérél elinditott egy
tirhajot, amelynek a megsemmisiilést elkeriilve kellett eljutnia a képerny6 jobb szé-
lére — ezért jart a pont. Az trhajé utjat ,feliilr6l” hullé bombak akadélyoztak.
Az els6 két talalatot még tulélte, a harmadiknél viszont megsemmisiilt. Ha egy
trhajo utolért egy masik, nala lassabb tirhajot, akkor mindketté megsemmisiilt.

Ebben a feladatban koénnyebb dolgunk van, mint az egykori jatékosoknak,
pontosan ki tudjuk szamitani a bombdk becsapddasi idejét és az elinditott tirhajok
atjat.

A honlapunkrdl letoltheté ur.txt fajlban megtaldljuk a bombédk és az elin-
ditott irhajok adatait. Az els6 sor két szamot tartalmaz: az elsd a bombak B,
a masodik az {irhajék U szama. A koévetkezé B sorban soronként harom egész
szam és egy karakter, a bombdk adatai szerepelnek: az elsé a bomba becsapodasa-
nak az trhajé inditdsi helyétol mért tavolsaga, a kovetkez6 az inditds magasséga,
a harmadik az inditds id6épontja, a negyedik a bomba tipusa, amely a becsapo-
daskor észlelt szinhatassal egyezik. Minden bomba egységnyi id6 alatt egységnyi
tédvolsdgot tesz meg. Az elsé hdrom egész szdm, az utolsé pedig egyetlen karakter.
Tudjuk, hogy egy idépontban adott tdvolsagban csak egy bomba robban. A kovet-
kez6 U sorban soronként két egész szam, az tirhajok adatai lathatok. Az els6 szam
az indftds idépontja, a masodik az {irhajé sebessége (a tdv, amelyet egységnyi idd
alatt megtesz, értéke 1 és 5 kozotti). A fajlban a bombdk adatai a tavolsag, azon be-
lil az inditas magassaga szerint rendezettek, az tirhajok pedig inditasi sorrendben
vannak.

1. Olvassuk be és taroljuk el az ur.txt fajl tartalmat.

2. Jelenitsiik meg, hogy az inditas helyéhez legkozelebbi és legtavolabbi olyan
helyen, ahol inditottak bombat, dsszesen hany bombat inditottak.

3. Hatarozzuk meg, hogy hol robbant az els6 bomba.

4. Olvassunk be egy id6pontot és hatarozzuk meg, hogy abban a pillanatban hol,
milyen tipusi bombdak robbannak.
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5. Hatarozzuk meg, hogy mely tirhajék semmisiilnek meg az elsé 100 egységnyi
tavolsagon beliil egy masik tirhajoval valé iitk6zés miatt.

6. Készitsiik el az eredmeny . txt fajlt, amelybe tirhajénként jegyezziik meg, hogy
mely helyeken milyen bombak talaltak el. Minden talalathoz két szam tartozik,
az elsé a tavolsdg, a masodik a tipus. Ha az {irhajo egy taldlatot sem kapott,
a sor maradjon iiresen. (Az tirhajék kozotti titkozéseket ne vegyiik figyelembe.)

7. Olvassunk be egy sebességadatot. Hatarozzuk meg, hogy mikor van az els6
olyan inditasi idopont, amikor ezzel a beolvasott sebességgel haladva az {irhajo
atjut a tdloldalra. (Az lirhajok kozotti titkdzéseket most ne vegyiik figyelembe.)

Bekiildendo egy 1481.zip allomanyban a program forraskédja és rovid doku-
mentacidja, amely megadja, hogy a forrasallomédny melyik fejlesztéi kornyezetben
fordithato.

I. 482. A mérgezett csoki egy nagyon egyszeriien leirhat6 kétszemélyes jaték.
A jatékosok felvéltva ,harapnak” a tablabol és az veszit, aki kénytelen a mérgezett
csokoladécikket | kiharapni”. Ismert, hogy a kezdének van nyerd stratégidja, de
az csak az N X N és a 2 x N méretli tabla esetén fogalmazhaté meg egyszeriien,
mas méretili tablat haszndlva a jaték valds izgalmat hordoz.

A jatékrdl bévebben példaul a
http://web.cs.elte.hu/szakdolg/ghorvath.pdf
oldalon olvashatunk.
Ebben a feladatban a kovetkez6 forméban jatszunk:
e a csokoladé tabla N sorbdl és M oszlopbdl all;
e az egyes csokoladécikkeket két egész szammal azonositjuk;
e a mérgezett csokoladécikk az (M, N) helyen taldlhatd;

e a tablabdl minden 1épésben legaldbb egy cikket ,harapunk” ki, a harapast
a jobb fels6 sarokkal adjuk meg (4, 7). Ekkor minden olyan még meglévé (z,y)
csokoladécikket elvesziink, amelyre x < i és y < j.

A jatékot most tablazatkezel6 program segitségével valdsitsuk meg* egy 10 osz-
lopbdl és 12 sorbdl all6 tartoméanyban. A tédbldt a munkafiizet Jaték munkalapjan
jelenitsiik meg a D1:M12 tartomdnyban. A jatékosok lépéseiket felvéaltva jegyzik be
az A és B oszlopba az alabbi mintanak megfeleléen. A jatékot kezdd jatékos szine
sarga, a masiké a zold. Jeloljiik sarga hattérrel a kezd6 jatékos lépéseinek sorait az A
és a B oszlopban, valamint a jatéktdblan az altala ,kiharapott” csokoldadécikkeket.
Ugyanezeket a mésik jatékos esetén zolddel valdsitsuk meg. A még meglévé csokold-
décikkek szine legyen barna. Ha valamelyik jatékos szabalytalanul 1ép, azaz egyetlen
cikket sem harap ki, a 1épés sora legyen piros. Ha valaki a mérgezett cikket veszi el
és igy a jaték befejezddik, a 1épés sora legyen fekete hattérrel és fehér karakterekkel
megjelenitve. A szabdlytalan és a jatékzard 1épést kovetd sorok hattér- és szoveg-
szine egyarant fehér legyen. (A minta a jobb olvashatdsdg érdekében csak a tabla
szinezését mutatja.)

*A téméval foglalkoztunk mér az I. 466. feladatban.
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A B C _
1 Oszlop Sor 1
2 5 2 2
2 7 10 4
5 3 1 §\§ &N &N 5
6 6 12 = 6
9 9
10 :
11 :
12 :
13 T

A sziikséges segédszamitdsokat a Segéd munkalapon végezziik, amihez tetszé-
leges szamu cellat haszndlhatunk. A megoldashoz csak beépitett fliggvényeket al-
kalmazhatunk. A megoldds soran torekedjiink mésolhaté képletek haszndlatara.
(A felhasznalt celldk és képletek szdma a megoldds értékelését nem befolydsolja.)

Bekiildend6 egy i1482.zip tomoéritett allomanyban a megoldast tartalmazo
1482 munkafiizet és a dokumentaciét magaban foglalé 1482 .pdf fajl. A dokumen-
tacié tartalmazza a hasznalt tablazatkezel6 nevét, verzidszamat és a megoldas soran
hasznalt képleteket és azok szerepének rovid leirasat.

I. 483. A cimer altaldban pajzs alaku, szabalyok szerint megszerkesztett jel-
vény, melyet egy intézmény vagy testiilet a sajat maga azonositdsara orokletesen,
allando jelleggel haszndl. A cimertannal a heraldikusok foglalkoznak. Készitsiik
el iskolank cimerét egy SVG tipusu képallomanyba vektorgrafikus rajzoléprogram-
mal. Ha az iskolai cimer nem alkalmas alakzatokkal valé elkészitésre, akkor helyette
varosi, keriileti cimert is vdlaszthatunk. A rajzon hasznalhatunk rasztergrafikus ele-
meket is, de minél t6bb részletet magunk készitsiink el. A megoldashoz ajanljuk
az Inkscape (internetrdl ingyenesen let6lthetd és folhaszndlhatd) vektorgrafikus raj-
zoléprogramot.

Ertékelés: a pontok 80%-a kaphatd, ha a rajz csoportbontdssal dsszetevdkre
bonthaté és tovabbi 20%, ha animécié mutatja be az dsszetevékbdl a rajz dssze-
allitdsdt. Az animdcién az alakzatok olyan sebességgel mozogjanak (forgds vagy
eltolds), hogy a rajz kialakuldsa megfigyelhet legyen. Ilyen feladattal foglalkozott
az I. 357. feladat.

Bekiildendd a képallomény (i483.svg), valamint egy rovid leirds (i483.txt,

i483.pdf, ...), amely tartalmazza az interneten elérheté eredeti cimer hivat-
kozasat.
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I/S. 35. Adott N darab téglalap a koordindtasikon. A téglalapok oldalai
parhuzamosak a tengelyekkel. Adjuk meg, hogy a téglalapok Gsszesen mekkora
tertiletet fednek le.

Standard bemenet: az elsé sor tartalmazza az N szdmot. A kovetkez6 N da-
rab sor egy-egy téglalap bal fols6 és jobb alsé alsé sarkanak x és y koordinatait
tartalmazza. Kimenet: adjuk meg, hogy a téglalapok kozdsen mekkora teriiletet

fednek le.
Példa:
Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
2 20
0541/2462

Korldatok: 1 < N <10, —10000 < koordinatak < 10000, egész értékek. Idd-
limat: 0,5 mp.

Bekiildendo egy is35.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6 kornyezetben futtathaté.

S. 134. Szeretnénk 1j konyveket venni. Egy boltban N féle konyvet arusi-
tanak, az i-ediket P; forintért. Szerencsére rendelkeziink K darab kuponnal. Ha
az i-edik konyv megvételekor elhaszndlunk egy kupont, akkor azt P; helyett R; fo-
rintért tudjuk megvasarolni. Egy konyvnél csak egy kupont tudunk elhaszn&lni.
Adjuk meg, hogy legftljebb hany konyvet tudunk megvésarolni M forintért.

A standard bemenet els6 sora tartalmazza az N, K, M szamokat; a kovetkez6

N darab sor tartalmazza a P; és R; szamokat. A kimeneten adjuk meg, hogy
legfeljebb hény konyvet tudunk megvenni.

Példa:
Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
4 17 3
32/22/81/43

Korldtok: 1 < K < N <50000, 1 < M <10*, 1 < R; < P; < 10°. Idélimit:
0,5 mp.

Bekiildendo egy s134.zip tomoritett allomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszté kornyezetben futtathaté.

*

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kévetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal .hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2019. majus 10.

%
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A 2019. évi Kunfalvi Rezso
olimpiai valogatéverseny
elméleti feladatai'

1. Buborékok képzddése és mozgdasa pezsgbben

Szilveszteri koccintdskor megfigyelhetjiik, hogy a pezsgében buborékfonalak
alakulnak ki, azaz a buborékok a pohar aljanak vagy oldalfaldnak bizonyos pont-
jairdl indulva libasorban emelkednek a felszin felé. A buborékok képzodésének
oka, hogy a pezsgd eléallitdsakor az italt nagy (2-5 atmoszféra) nyomds alatt
szén-dioxiddal telitik, ami légkori nyomdson tultelitett oldatot eredményez, igy
a COy géaz formajiban fokozatosan kivalik a folyadékbdl. Ez a kivélas a pohar
bels6 falanak mikroszkopikus egyenetlenségeinél, szennyezédéseinél torténik meg
legnagyobb valdszintliséggel, ezek az in. nukledcids magvak. Ha egy buborékkezde-
mény mar kialakult, akkor a gaz-folyadék hatarfeliileten tovabb folytatodik a COq
kivalasa egészen addig, amig a buborék olyan nagyra hizik, hogy nagy része levélik
a magrél. Ekkor csak egy apré buborékkezdeményt hagy maga utdn, amely szintén
novekedésnek indul.

Ebben a feladatban a buborékok levalasdnak és emelkedé mozgédsanak lefrasa-
val foglalkozunk egy olyan egyszerti modell segitségével, amely bizonyos feltételek
mellett a részletes szamolasok és kisérletek szerint is jol kozeliti a valosdgot.

1.A. Buborékok képzddése és levalasa

Tegyiik fel, hogy a pohér aljan 1évé egyik nukle-
aciés mag egy kicsiny, b sugaru, kor alaku bemélye-
dés, amelyen lassan egy buborék fejlédik (1. dbra).
Egy adott pillanatban a buborék térfogata V', ma-
gassaga h, gorbiileti sugara a legfels6 pontjaban rg, h
illeszkedési szoge a pohar aljahoz képest 0. A folya-
dék nyomasa kozvetleniil a buborék tetejénél p.

A buborékra a folyadék hidrosztatikai nyomasé-
t6l szdrmazo Fy erd, a bezart COz-gaz nyomasabol
szarmazo Fy er6, illetve a bemélyedésnél hato, felii- = op =
leti fesziiltségbdl szarmazé Fy erd hat. ]

1. dbra
1.A.1. Fejezziik ki az Fy erdt a folyadék (pezsgd) o strisége, a g nehézségi
gyorsulds, valamint az 1. abrdan feltiintetett mennyiségek segitségével!

1.A.2. Fejezziik ki az Fy erdt a folyadék o felileti fesziiltsége és az 1. dbrdan
ldthatd mennyiségek segitségével!

1.A.3. Adjuk meg az F3 erét a o felileti fesziltség és az 1. dabrdan ldthato
paraméterek segitségével!

LA versenyt a nemzetkozi didkolimpidhoz hasonlé kériilmények kozott Budapesten
rendezték meg 2019 mérciusaban. A feladatokat Vigh Mdté allitotta Gssze.
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1.A.4. Az el6z6 alkérdésekre kapott eredmények felhaszndldsdval irjuk fel a bu-
borék egyensulyat kifejezd egyenletet!

A buborék alakjat a hidrosztatikai nyomdsbdl és a feliileti fesziiltségbdl szar-
mazd erék egyiittesen hatarozzak meg. Ha a buborék mérete sokkal kisebb egy bizo-
nyos k hossziisdgndl, akkor a buborék nagy része (egy vékony ,nyaktdl” eltekintve)
j6 kozelitéssel gomb alaki marad még a nukledciés magrdl valo leszakadaskor is,
ahogy az a 2. dbra els6 négy rajzan lathatoé.

Ro

2. dbra

1.A.5. Adjunk becslést k értékére a pezsgd o strisége, a g nehézségi gyorsulds
és a o fesziiltség segitségével! (Feltehetjiik, hogy a COs gdz sirisége joval kisebb
a folyadék siriségénél.)

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a buborék mérete sokkal kisebb, mint k!
Ekkor a buborék alakja a levalas pillanatdban egy Ry sugard gémbbel és a hozza
csatlakoz6 b sugari, henger alaki, vékony (b < Rp), révid nyakkal modellezhetd
(ldsd a 2. dbra utolsé rajzét).

1.A.6. Fejezziik ki a bemélyedés (és a buborék nyakdnak) b sugardt az éppen
levdld buborék Ry sugara, valamint o, g és o segitségével! Haszndljuk fel, hogy
(1+e)" ~1+mne, hale| < 1.

1.A.7. Szdmitsuk ki az éppen levdld buborék Ry sugardt, ha o = 10° kg/m3,
g=29,8 m/sQ, o =50 mN/m és b=0,5 um.

1.B. Buborékok felszillé mozgasanak leirasa

A buborék belsejében 1év6 szén-dioxid mennyisége a nukledciés magrol torténd
levélas utan tovabb noévekszik. Ennek iiteme jo kozelitéssel ardnyos a buborék

faldnak A felszinével:
AN
= A A
Ar
ahol v egy alland6, AN pedig a kicsiny At id6 alatt a folyadékbdl kivalé COa2-
molekuldk szama.

A feladat kovetkez6 részében tételezziik fel, hogy a pezsgd (és a benne 16v6
buborék) hémérséklete mindvégig az idedlis T'= 15 °C, a buborék jé kozelitéssel
gomb alakid marad, a légkéri nyomas értéke pedig py = 10° Pa.

1.B.1. Adjuk meg a buborék R(t) sugardt a levdlds utdn t idd elteltével Ry, 7,
T, po és univerzdlis dllandd(k) felhaszndldsdval!
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A felfelé mozgd buborékra a hidrosztatikai felhajtéerd és a v sebességgel ara-
nyos nagysagi un. Stokes-féle kozegellenalldsi eré hat: Fgiokes = 6mRnv, ahol R
a buborék pillanatnyi sugara, n pedig a folyadék bels6 surlédasat jellemzo un. visz-
kozités.

1.B.2. Adjuk meg a buborék v(t) sebességét a levdlds utdn t idé elteltével Ry,
v, T, po, 0, g, n €s univerzdlis dallandd(k) felhaszndldsdval!

A poharban H = 10 cm magasan &ll a pezsgd. A pohér aljardl indulé buborék
to =1,2 s alatt éri el a felszint. A pezsgd viszkozitdsa n =1,6-10"2 Pa-s. Ha
az 1.A.7. alkérdésben nem sikeriilt meghatdrozni a levalé buborék R, sugarat,
akkor azt vegyiikk Ry = 0,16 mm-nek!

1.B.3. Mekkora a buborék R(ty) sugara, amikor eléri a felszint? Adjuk meg
a sugdr szamszert értékét is!

Matematikai segitség: Sziikségiink lehet a kovetkez6 integralra:
(a + bx)"t!

m + konstans.

/(a-l—bm)"dx -

2. Ponttoltés mozgasa oszcillalé elektromos térben

Egy gombkondenzator két koncentrikus, R
és 2R sugar, igen jol vezetd fémgombhéjbél all;
a gombok kozotti térben vakuum van. A kon-
denzdator fegyverzetei kozé egy valtéaramu fe-
sziiltségforrast helyeziink, amit egy-egy sugérira-
nyu, egyenes vezetékkel csatlakoztatunk a gom-
bokhoz (8. dbra). A gémbokre kapcsolt fesziiltség
U(t) = Uy coswt mbédon véltozik az id6 fiiggvé-
nyében.

2.1. Hatdrozzuk meg a gombkondenzdtor ka-
pacitdsdt! A wvdlaszt R és univerzdlis allandd(k)
segitségével adjuk meg! 3. dbra

Ha a valtakozé fesziiltség korfrekvencidja nem til magas, a kondenzator fe-
sziiltsége (az igen jol vezetd gombok miatt) ,koveti” a fesziiltségforrast, a faziské-
sés lényegében zérus (ez a kvdzisztatikus eset). Ha azonban a véltakozé fesziiltség
w korfrekvencidja megkozelit egy bizonyos wp értéket, akkor a rendszer induktiv
ellenalldsa szamottevd lesz, igy a kvazisztatikus kozelités nem alkalmazhaté.

2.2. Adjunk nagysdgrendi becslést wy értékére, ha R =10 cm. Ismert tovdbbd,
hogy a vdkuum dielektromos dllanddja o = 8,85 - 10~2 C2?/(Nm?), permeabilitdsa
po = 47 -1077 Vs/(Am).

A tovéabbiakban tegyiik fel, hogy w < wy! A gombok kozotti térben, a fesziilt-
ségforréssal atellenes oldalon egy +@Q toltésti, m tomegl kis porszem talalhato.
Feltételezhetjiik, hogy a porszemre haté nehézségi erd hatdsa a feladat sordn végig
elhanyagolhaté. Jeloljitk a porszem gombok kozéppontjdtdl mért tavolsagat r-rell
Ha a véltakozé fesziiltség korfrekvenciaja sokkal nagyobb egy bizonyos wo értéknél,
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akkor a gyongy mozgasa felbonthaté egy lassu, sodrédé mozgasra és egy akoriil
gyorsan oszcilldld, kis A(t) amplitud6ja rezgémozgésra: r(t) = ro(t) + A(t) cos wt,
ahol A(t) < ro(t), valamint A(t) és ro(t) lassan véltozé fiiggvények. Ez azt jelenti,
hogy teljesiilnek az 7 (t), A(t), A(t)w < A(t)w? relécick (a mennyiség folé tett pont
és kettOspont az elsé és méasodik idé szerinti derivaltat jelsli).

2.3. Adjunk nagysdgrendi becslést wy értékére m, Q, R és Uy segitségével! Szd-
mitsuk ki wo becsiilt értékét R=10cm,m=10"%ke Q =1,6-1072C,Uy = 1,0V
esetén!

A kovetkezé feladatokban tegyiik fel, hogy ws <« w < wy! A porszem gyorsu-
lasa az

(2.1) 7(t) = Lz cos wt
r(t

egyenlet szerint valtozik az id6 fiiggvényében, ahol a dlland6 paraméter.
2.4. Fejezziik ki az o paraméter értékét m, Q, R és Uy segitségével!

2.5. Az emlitett kozelitések segitségével adjuk meg a gyors oszcilldcid A(t)
amplitiddjdt a, ro(t) és w felhaszndldsdval!

A (2.1) egyenlet egy periédusiddre vett atlagolasaval dsszefiiggést allapitha-
tunk meg a porszem lassd, sodrédé mozgdsat leird ro(t) fiiggvény és annak 7o(t)
gyorsuldsa kozott. A lassan valtoz6 mennyiségek — A(t) és ro(t) — egy peridédus alatt
alig valtoznak, igy az idéatlagolas soran allandénak vehetdk.

2.6. Az eddig haszndlt kozelitéseket és a 2.5. alkérdés eredményét felhaszndlva
fejezzik ki a lassan sodrddd mozgds 7o(t) gyorsuldsdt ro(t), a és w segitségével!

2.7. Feltételezve, hogy a t =0 iddpillanatban a porszem a kisebb fémgomb
feliiletének kiozelébdl indult, hatdrozzuk meg, mekkora sodrdddsi sebességgel ér el
a porszem a nagyobb gombhoz! Az eredményt m, Q, R, Uy és w segitségével adjuk
meg!

Matematikai segitség: Sziikségiink lehet a kovetkez6 integralra:

xn+1
/ac” dz = 1 + konstans.
n

2.8. Adjuk meg a porszem sodrdddsi sebességének szdmszerid értékét akkor,
amikor eléri a nagy gombét! Legyen w =2-10° 1/s, R =10 cm, m = 10716 kg,
Q=16-10"2C,Uy=1,0V!

3. Szaloptikas giroszkép

A mechanikus giroszkop a porgettyii elvén miikodo eszkoz, amelynek lelke egy
olyan lendkerék, amelynek szimmetriatengelye a haromtengelyti felfiiggesztésnek
koszonhetden szabadon el tud fordulni. A felporgetett kerék a perdiiletmegmaradas
miatt a felfliggesztés mozgatasakor is megorzi eredeti forgastengelyét, igy alkalmas
iranyok megtartasara és szogsebességmérésre is.

A széloptikds giroszkép csak a felhasznédlasi médjdban hasonlit a mechani-
kus giroszképra, hiszen ez is alkalmas egy forgd koordindta-rendszer szogsebessé-
gének meghatdrozasara. Az eszkoz lényegében egy un. Sagnac-féle interferométer
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széloptikas valtozata, amelyben az interferdlé fényhullamok faziskiilonbsége fligg
a koordinata-rendszerrel egyiitt forgd eszkoz szogsebességétél. Ez a feladat a szél-
optikas giroszkép miikodési elvével foglalkozik.

3.A. A Sagnac-féle interferométer

A Sagnac-féle interferométer egyik valtozatdt a 4. dbra mutatja. Ez az eszkoz
két idedlis siktiikorbdl és egy nyalabosztébdl all, amelyek egy L oldalu szabalyos
hiromszog alakjaban vannak elrendezve. A nyaldbosztéra 60°-os beesési szogben
Iy intenzitdsu, A hulldmhosszisdgi monokromatikus sikhulldm esik a fényforrasbol.
A nyaldboszt6 egy dielektromos (szigetel§) anyagbdl késziilt vékony planparallel
lemez, amelynek fels6 lapja féligatereszté tiikorként viselkedik, azaz a ra es6 fény
intenzitdsanak felét visszaveri, méasik felét pedig atengedi. A nyaldboszté alsé lapja
egy vékony bevonatnak koszonhetéen nem titkrozé.

1. tiikor
fényforras 6o \&1/\
L A
nyalaboszté L
L
detektor 60°
2. tiikor
4. dbra

A nyalabosztén valé dthaladéds utan a fény az dramutaté jardsaval megegyezo,
és azzal ellentétes irdnyban is végigpattog a tiikrokon, mig végiil mindkét hullam
djra a nyaldbosztéhoz érkezik. Itt a hullamok ismét kettévalnak fele-fele intenzités-
ardnyban, igy a hulldmok egy része a fényforrasba visszajutva egyesiil, mésik része
pedig (egymadssal interferdlva) a detektorba jut.

3.A.1. Az interferométer alaphelyzetében mekkora intenzitast mér a detektor,
és mekkora intenzitisu fény jut vissza a fényforrdsba?

3.A.2. Az interferométer 1. tikrét kicsiny o szdggel elforgatjuk a 4. abran ldt-
haté modon. Viltozik-e, és ha igen, hogyan vdltozik a detektor dltal mért intenzitds
a fiigguényében?

3.B. A szaloptikas Sagnac-féle interferométer, mint giroszkép

A 4. dbran bemutatott interferométert optikai szélak segitségével is meg lehet
valésitani (5. dbra). Az optikai szélak fényvezeté magjanak torésmutatdjardl téte-
lezziik fel, hogy 1-hez kozeli érték. A hasznalt fény hulldmhossza A, a fényforrdsbol
kiindulé intenzitds a szalban Iy. Az egyenld intenzitdsi nyaldbosztést két optikai
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szal kozotti csatolassal valésitjak meg: ha a két szdl fényvezetdé magja elég ko-
zel helyezkedik el egymaéshoz, az elektromégneses hullam ,,atcsatolédhat” az egyik
szalbdl a masikba. Ha a csatolashoz egy bejovo hullam érkezik, akkor a két tovabb-
haladé hulldm egyméshoz viszonyitott fdziskiilonbsége 7/2 lesz. A fényforrds felél
érkezé nyaldb két fele az dramutaté jardsival azonos (—), illetve azzal ellentétes
(4) irdnyban halad végig N darab, egyenként A teriiletii hurkon, mig a csatoldson
djra dthaladva a detektorba, valamint a fényforrasba jut.

fényforras

csatolas

detektor

Ha az 5. abran lathato6 interferométert a kor alakd hurkok koézéppontja koriil
Q) szogsebességgel megforgatjuk, akkor a + és — irdnyba haladé hullamok hul-
ldmhossza a Doppler-effektus miatt kicsit megvaltozik. fgy a detektor altal mért
intenzitas ) fiiggvénye lesz.

3.B.1. Hatdrozzuk meg a + és — irdnyba terjedd hullimok ¢ faziskilonbségét,
amikor a detektorba érnek! A vdlaszt A, A, N és Q univerzdlis dllandd(k) segitsé-
gével adjuk meg!

3.B.2. Adjuk meg a detektor dltal mért intenzitast a + és — iranyba terjedd
hullamok ¢ faziskilonbsége és Iy segitségével!

3.B.3. Egy tipikus szaloptikas giroszképban 200 m hosszi optikai szal van
feltekerve egy d = 10 cm atmérdji, fiiggdleges tengelyli csévetestre. Mekkora fé-
ziskiilonbséget mérhetiink a két nyaldb kozott Budapesten a Fold forgasa miatt?
(Budapest foldrajzi szélessége kb. 47°.)

Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 652. Egy test nyugalombdl indulva egy egyenes mentén mozog gy, hogy
gyorsuldsa idében egyenletesen novekszik a kezdeti zérus értékrdl mdsodpercenként
2 m/s” értékkel. Mekkora a test sebessége az induldst kévetéen 4 mdsodperc miilva?

(4 pont)
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Megoldéas. A gyorsulas—idé grafikon alatti teriilet megegyezik a pillanatnyi
sebesség valtozdsaval. Esetiinkben a test nyugvé helyzetbdl indul, az a(t) fiiggvény
0 < t < tp id8tartamra vonatkozé grafikonjénak gorbe alatti teriilete éppen v(tg)-t
adja meg.

Egyenletesen névekvé gyorsuldsi mozgdsnédl (ha a kezdeti gyorsulds nulla)
a gyorsulds—idd fiiggvény grafikonja egy (az origén dtmend) egyenes. Az egyenes
alatti teriilet egy olyan derékszogli haromszog teriiletével egyezik meg, amelynek
egyik befogdja tg = 4 s, a masik befogd pedig

m 1 m
a(tp) =4s)-2 =-=8 =

s2 s s2’

A haromszog teriilete, tehat a gyorsulva gyorsul test végsebessége:
1 m m
v(te) = 5 (45) (8 53) ~16 .

Kis-Bogddn Kolos (Pécsi Janus Pannonius Gimn., 10. évf.)

88 dolgozat érkezett. Helyes 51 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos
(1-2 pont) 9, hibds 20, nem versenyszer(i 3 dolgozat.

G. 655. Egy 27 kg tomegt, tomor tégldt vizszintes asztallapra helyeziink. Ha
az eqyik lapjdra fektetjik, 4500 Pa nyomdst fejt ki az asztallapra. Eqy mdsik lapjdra
fektetve 7200 Pa, a harmadik lapra fektetve pedig 2700 Pa lesz a nyomds. Mekkora
a tégla stirisége?

(4 pont)

Megoldas. Legyen a tégla tomege m, oldalainak hossza a, b és c. Ekkor
a térfogata V' = abc, slirlisége pedig

_m_m
°TV T abe
Az a - b teriiletli lapjara fektetett tégla
(1) Pay = 22 = 2700 Pa

ab
nyomast fejt ki az asztalra, és hasonléan szamolva

mg

(2) Phe = - = 4500 Pa,
(3) Pae = 29— 7900 Pa.
ac

(A megadott nyomdsok sorrendje nyilvan lényegtelen.)
Az (1) egyenletet (2)-vel elosztva a tomeg kiesik:

Pab _ C
(4) = = )
Pbe a
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majd (3) és (4) szorzatabdl az a oldal hossza kifejezhetd:

PabPac @ .

C Doc
= -, ahonnan a= mg.
Dbe ac a PabPac

Hasonloképpen adédik a mésik két oldal hossza is:

Pac . DPab
b=,/——myg és c=

m
PabPbc PacPbe

A tégla keresett siirtisége tehdt

m DPabPbcPac kg
o=t = /7mg3 = 1852 3.

Hruby Lili (Budapest, ELTE Trefort Agoston Gyak. Gimn., 10. évf.)

94 dolgozat érkezett. Helyes 74 megolddsa. Kicsit hidnyos (3 pont) 10, hidnyos
(2 pont) 5, hibds 2, nem versenyszeri 3 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5058. Egy hobortos alaszkai vdllalkozo kiilonleges kalandparkot mikaodtet.
Egy nagyon magas jéghegy belsejében csavarvonal alaki bobpdlydt épit. A csavarvo-
nal tengelye fiiggdleges, atmérdje d, menetemelkedése h. A pdlya a hegy tetejétdl in-
dul, és a hegy aljandl egy rovid, surlodismentesnek tekinthetd kanyar utdn s hosszi-
sagu, vizszintes, egyenes szakaszban végzddik. A pdlya nagyon hosszi (az utasok
szdmdra pégtelen hosszinak” tinik), és a bobok (amelyeken sem kormdny, sem
Jék nincsen) éppen a vizszintes szakasz végén dllnak meg. (Az egyszeriiség kedvéért
tekintsiik a bobokat témegpontoknak.)

a) Mekkora a csuszdsi sirldddsi egyiitthatd a bob fémteste és a jég kiézitt?
b) Mekkora a bobok legnagyobb sebessége?
Adatok: d =10 m, h = 1,5 m, s = 270 m.
(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

Megoldas. A csavarvonal alaku palyan lecsiszé bob sebessége fokozatosan
novekszik, emiatt egyre nagyobb lesz a jarmiivet a palyahoz szorit6 ,,nyomoerd”, és
ezzel ardnyosan novekszik a surlédési erd is. Az allandésult (maximélis) sebesség-
nek megfeleld dllapotban (amit a bob természetesen nem ér el, csak megkozeliti azt)
a surlédasi eré megegyezik a nehézségi er6 érintd irdnyd komponensével, a ,,moz-
gatoerével”.
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Jeloljiik a csavarvonal érintjének a vizszintes sikkal bezart sz6gét a-val! Mivel
a csavarvonal vizszintes vetiiletének sugara
r = d/2, a gorbe meredeksége: !

h
(1) tga= Py ebbdl o =2,73°.
s

A mozgatéerd (ha a bob és az utasdnak egytit-
tes tomege m) az mg nagysagi nehézségi erd-
nek a mozgas irdnyaba esé Osszetevije

(2) G1 = mgsina,
a palya érintéjére merdleges komponense pe-
dig
1. dbra
(3) G2 = mgcosa.

Jeloljiik a jégpdlya altal a bobra kifejtett nyomder6t IN-nel, aminek a pa-
lya érintosikjaba es6, de az érintére merdleges komponense N7, az erre merdleges
(a csavarvonal fiiggéleges tengelye felé mutatd) dsszetev8je pedig No. A strléddsi
ero:

(4) S = u|N|=p\/Nf + N3.

Megjegyzés. Feltételezziik, hogy a jéghegyben az alagit kor keresztmetszetli, igy
a kanyarodé bob a szabadtéri pdlydkhoz hasonléan ,,be tud 4llni” a palya megfelel részébe.

Ny
S
T s
Gy
vV cosa
G1 G2
mg

feliilnézet oldalnézet

2. dabra

A mozgésegyenletek (a 2. dbrdn lathaté irdnyokban):

(5) G1—S5=0,
(6) Go— Ny =0,
M (Vmax COS a)2
(7) Ny = TUmax CO5Q)
T
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Felirhatjuk még a munkatételt a vizszintes palyaszakaszon torténd fékez6désre:

1
(8) Hmg -8 = S
Az (1)—(8) osszefiiggésekbdl algebrai dtalakitdsok utdn p-re a kovetkezd (hid-
nyos) negyedfoku egyenletet kapjuk:

2 nogd
s“cos* a4

2
2z H

16 2

+ p? cos? a —sin® a = 0,

ami z = p2-re nézve mésodfokd. Az adatok behelyettesitése utan ezt kapjuk:
11611,14 2% + 0,997 72 — 0,00227 = 0.

Ennek pozitiv gyoke: x = 4-10~%, ahonnan a cstiszasi strlédasi egyiitthaté pu = 0,02.
A bobok legnagyobb sebessége (8)-bdl szamolhato:

k
Umax = /2195 = 10,4 ? ~ 37 Tm

Macsai Ddaniel (Keszthelyi Vajda J. Gimn. 10. évf.)

dolgozata alapjan

43 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 15, hidnyos
(1-3 pont) 17 dolgozat.

P. 5059. Mennyi idd alatt esik be egy test a Napba, ha a Naptol 50 CSE
tdvolsagbdl, kezddsebesség nélkil indul? Mennyi id6 alatt teszi meg a pdlydja felét?

(5 pont) Némedi Istvdan (1932-1998) feladata nyomén

Megoldas. A Napba esést felfoghatjuk egy elfajult (elhanyagolhatéan kicsi
kistengely(i) ellipszispdlydn val6 keringésként. A Napba esés ideje a T' keringési id§
fele. Kepler III. torvénye szerint a 2a nagytengelyt ellipszisnél

2 .2
— = dlland6 = 1 ——.
a CSE
(Az allandé nagysdgdt a Fold adataibdl kaptuk meg.)

Az 50 CSE téavolsaghdl a Napba esO test mozgdsanak ideje megegyezik az
a = 25 CSE félnagytengelyl ellipszis menti mozgdas keringési idejének felével:

1 éV2 3
Tose = =4/1 (25 CSE)® = 62,5 6v.
2\/ ose | ) «

Kepler II. torvénye szerint az dbrdn lathaté A — B és A — C utak megtételé-
hez sziikséges id6tartamok ardnya a sziirkén jelolt rész teriiletének és a fél ellipszis
teriiletének aranyaval egyezik meg:

abw | bc abm | ab

Tap _ 2 t5 4 t5 _7m+2 g
TAC N abr - abm N 2w - ’
2 2
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(Kihasznaltuk, hogy b < a esetén ¢ = a.) A palya felének megtételéhez sziikséges
id6 tehat 0,818 - 62,5 év = 51,1 év.

Boros Mdté (ELTE Apéczai Csere Janos Gyak. Gimn. és Koll., 12. évf.)

52 dolgozat érkezett. Helyes 30 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos
(1-3 pont) 16, hibds 4 dolgozat.

P. 5069. Egy o hajldsszégi lej-
tore M tomegil, R sugard, tomor hen-
gert helyeztink, amit eqy vizszintes ko-
tél kot ossze a lejtd tetejével az dbran
ldthaté mdodon. A test mellett taldlhatd
még eqy m tomegt, v sugard tomor hen-
ger. A két henger kézotti surlodds el-
hanyagolhatd, és az M témegil henger
nem emelkedik meg. Legalabb mekkora az R sugari henger és a lejtd kozotti tapaddsi
surlédasi egyiitthato, ha a hengerek nem csisznak meg a lejtén?

Adatok: a« = 30°, R = 3r, M = 3m.
(5 pont) Kozli: Takdcs ATpdd, Budapest, Berzsenyi Daniel Gimnazium

Megoldas. A geometriai adatokbdl kovetkezik, hogy a hengerek tengelye
ugyanolyan magassagban van. Mindkét test nyugalomban van, tehat a rajuk haté
erdk ereddje és ezen erdk ered¢6 forgatényomatéka a két hengerre kiilon-kiilon nulla.
A vektorok osszege akkor lehet nulla, ha a vizszintes és a fiiggbleges vektorkompo-
nensek eldjeles Gsszege kiilon-kiilon nulla.

Miel6tt felirndnk ezeket az Osszefiiggéseket, a kovetkezo megallapitasokat te-
hetjiik:

— A két henger kozott hatd erd vizszintes (az érintésikjukra meréleges), hiszen
a hengerek kozotti surlédas elhanyagolhaté.

— A kis henger és a lejté kozott nem hat surlédési eré, még akkor sem, ha
a feliiletiik nem csiszos. Ha ugyanis fellépne ilyen erd, akkor annak lenne forgato-
nyomatéka a kis henger szimmetriatengelyére, mig a mésik két erd (a nehézségi er
és a nagy henger dltal kifejtett erd) hatdsvonala dtmegy a szimmetriatengelyen,
tehdt a forgatényomatékuk nulla.

— A nagy hengerre haté er6k koziil csak a lejté dltal kifejtett (a lejté esésvonalé-
val parhuzamos) surlddési erének és a kotél altal kifejtett (vizszintes irdnyt) kény-
szererbnek van (a henger szmmetriatengelyére vonatkoztatott) forgatényomatéka.
Mivel az er6karok egyenld (R) hosszisdgiiak, a két erd nagysiga is ugyanakkora.
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Vegyiik fel a hengerekre haté erd-
ket — a fentiek figyelembevételével —
az dbrdn lathaté médon!

A kis hengerre hat6 hdrom er6 zart
vektorharomszoget alkot, emiatt

(1) K:mgthOOZE.

V3

A nagy hengerre haté vizszintes erd-
komponensek egyenstilyabdl

S(1+cos30°) — K — Nysin30° =0,

vagyis (1)-et is felhaszndlva

2) SOA\f>;M\%mg

Végiil a fliggoleges erck egyensilyanak feltétele:

1
(3) 55 + ?Nl = 3mg.

A (2) és (3) egyenletrendszer megoldésa:

2
Ny = (4 - ) mg ~ 2,85 mg, S =——mg = 1,07mg.

V3 2+3

(Lathatd, hogy a nagy henger valéban nem emelkedik fel a lejt6rdl, hiszen Ny > 0.)
A nagy henger nem csiszik meg a lejtén, ha S < Ny, vagyis a tapadé surlédasi
egyiitthato

4 18 —
S V3 _ 18 Sﬁzo,:%&

2 —
HZ2 N (2+V3)(4vV3-2) 11
Horvdth Addm (Zalaegerszegi Zrinyi M. Gimn., 10. évf.) és
Jdnosik Aron (Gyér, Révai Miklés Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

64 dolgozat érkezett. Helyes 36 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 15, hidnyos
(1-3 pont) 12, hibas 1 dolgozat.

P. 5076. Egy optikai rdcsot a résekre merdlegesen, de a rdcs sikjdhoz ké-
pest ferdén, 45°-o0s szdgben wvilagitunk meg monokromatikus, A hulldmhossziusdgu
lézerfénnyel. Hatdrozzuk meg az elhajldasi kép intenzitdsmazimumainak szdmdt és
iranydt, ha a rdcsdllando

a) d=\;

b) d = 5\.
(5 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc (Budapest)
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Megoldas. Akkor keletkezik intenzitdsmaxi-
mum, ha az 1. dbrdn vastagabban jelolt rész (optikai
utkiilonbség) a hulldmhossz egész szdmu t6bbszorose:

dsina+dsin 8 =mA (m € Z),

< A )
8 = arcsin ma—sma .

1. dbra

Készitsiink tablazatot f(m)-rél a —1 < m% —sina € +1 tartoményba esd
egész m-ekre! (A kiszamitott szogeket egész fokra kerekitve adtuk meg.)

a)d=X\:
m 0 1
B | —45 | 17
b) d =5\
m -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

B[] —65|—45| =30 | =18 | —6 | +5 | +17 | +29 | +44 | +63

Fiilop Sdmuel Sihombing (Pécs, Le6wey Klara Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. Az elhajlési kép intenzitdsmaximumai mind a beesd fénysugarhoz képest,
mind pedig a racs sikjahoz képest aszimmetrikusan helyezkednek el (2. dbra). Az elhajlési
maximmok szdma 2d/A-hoz kozeli egész szam.

=8
Il
>

2. abra

9 dolgozat érkezett. Helyes Csépanyi Istvan, Fiilop Sdmuel Sihombing, Makovsky
Mihaly és Olosz Adél megoldédsa. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos (2 pont) 2, hibés
2 dolgozat.
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< 14 P. 5088. Egy ¢ hosszisagu fondlingdt vizszinte-

;i/\\\ /I sen kitéritiink, majd elengediink. Amikor a fondl el-

JANE \i / éri a fiiggdleges helyzetét, eqy szogbe tutkiozik, s innen

|I \\l: / kezdve mdr csak az alsd, r hosszusdgu része lendiil
\ : J/ tovdbb.

\ r
AN : /// Mekkora az v/l ardny, ha az ingatest, miutdin
B felfelé haladva letér valahol a korpdlydrdl, szabadon
mozogva pontosan a szogbe titkozik?
(6 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

Megoldas. Legyen a korpélyéardl
valé letérés pillanatdban a test sebessége
u, a fondlnak a vizszintessel bezart szoge
pedig « (ldsd az dbrdt).

A korpalyardl letérésnek pillanaté-
ban a fondleré nulla, tehat a test fonal-
irdnyu gyorsulasat a nehézségi erd fonal-
irdnyi komponense biztositja:

2
mgsina +0=m—,
r

vagyis
(1) u? = rgsina.

A test tovdbbi palydja a ferde hajitasnak megfelelé parabola, amely dthalad
a fonalat megakaszté szog pontjan.

ut sina = 1 cos a,

g .
22 — utcosa = rsin a.

Az id6 kikiiszobolése utan kapjuk, hogy

r2g cos® a cos? o rg sin

— — - =rsina, vagyis — =
2u? sin? o sin « ’ 2u?  cos?a’

majd ebbdl (1) felhasznéldsdval

tga = %, tehat a = 35,26°,
valamint
(2) u? =rgsina = 9
V3
adodik.
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Az energiamegmaradas szerint

1
Emu2 =mg({ —r —rsina),

ahonnan (2)-t is felhasznalva kapjuk, hogy

Innen a keresett arany:
r

;=202-V3)~054
Marozsdk Tddé (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

39 dolgozat érkezett. Helyes 29 megoldds. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 5, hidnyos
(1-3 pont) 5 dolgozat.

P. 5099. Egy hulldmvasit kocsija egy fliggdleges sikban fekvd, kor alakid pdlyan
halad gy, hogy a sajdat motorjdt és fékjét haszndlva a sebességét dllando értéken
tartja. Legalabb mekkora sebességet kell tartania ahhoz, hogy az R sugard pdlydn
megcsuszds nélkil tudjon végighaladni, ha a tapadd surlodds egyiitthatdja p? Hol
csuszna meg, ha a sebessége ennél kicsit kisebb lenne? A kocsi elég kicsi a palya
sugardhoz képest.

(6 pont) Kozli: Takdcs Ldszlo, Baltimore, USA

I. megoldas. Tekintsiik az 1. db-
ran lathaté modon az « szoggel jellem-
zett helyen a kocsira haté erdket, és
bontsuk fel ezeket sugarirdnyd (radid-
lis) és érintdirdny1 (tangencidlis) ssze-
tevékre! (A korpédlya kozéppontja ird-
nydba mutaté radidlis vektorkompo-
nenseket, illetve az éramutatd jardsa-
val ellentétes irdnyt tangencidlis kom-
ponenseket tekintjiik pozitivnak.)

Ha a kocsi allandé vy sebességgel
mozog, a mozgasegyenletei:

(1) mgcosa— Fy =0,

2
(2) % = N + mgsin a.

(Itt Fi a kocsira haté tapadé sirlédési erd, N pedig a sinek édltal kifejtett radidlis
nyomoerd.) Mivel a csuszdasmentesség feltétele |Fy| < uNN, (1) és (2) alapjan fennall:

muv} )
umg| cos af < p—p — Hmgsina,
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vagyis
2
(4) ,uv—o > psina + | cos ¢f
> .
Rg

A tovébbiakban (cos a eldjelétdl fiiggden) két esetet kell vizsgdlnunk.
1. Ha cosa > 0, vagyis a kocsi a motorjat haszndlva a péalya jobb oldali részén
felfelé halad, akkor
2
(5) ,uv—o > psina + cos a.
Ry
A stirlédési egyiitthatét érdemes p = tge alakban felirni (e az in. sirléddsi hatér-
sz0g), mert ennek segitségével (5) igy irhaté:

2 . .
Uy SIE S s e

> sin a 4 cos «,
Rg cose ~ cose

azaz
2
Vo . . .
(6) Rg Sine > sinasine + cos acose = cos(a — €).
g

Ennek az egyenl6tlenségnek minden —90° < oo < 90° szogre, igy o = € esetén is
fenn kell allnia. Ekkor a csiszdsmentes mozgas sebességére a

Ryg 0052€+51n €
7 > — =\ | R R
(7) v > = g\/ s \/ 9z

alsé korlatot kapjuk. Ha ez a feltétel éppen nem teljesiil, akkor a hullamvasut
kocsija az aq ipis. = € = arctg p kritikus helyzet kozelében megcstszik.

2. Ha cosa < 0, vagyis a kocsi a fékeit hasznalva a pélya bal oldali részén lefelé
halad, akkor

2
0
(8) p—> > psina — cosa,
Ry
vagyis
v2
(6) R—Osins}sinasina—cosacosez—cos(a+6).
g

Ennek az egyenl6tlenségnek minden 90° < a < 270° szogre, igy a = 180° — € esetén
is fenn kell 4llnia. Ekkor a sebességre ismét a (7)-nek megfeleld alsé korlatot kapjuk.
Ha ez a feltétel éppen nem teljesiil, akkor a hullamvasit kocsija az

Qg krit. = 180° — e = 180° — arctg p

kritikus helyzet kozelében megcsiszik.
Bokor Endre (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan
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II. megoldas. frjuk le a mozgast F N
a hulldmvasut kocsijaban il§ ember vonat-
koztatasi rendszerében. Ebben a rendszer-
ben az Osszesen m tomegl, w szogsebes-
séggel mozgd kocsira allandé mRw? nagy- palya
sagi és mindig ,lefelé” (a kor kozéppont-
jéval ellentétes irdnyba) mutaté ,centrifu- S
galis er6”, valamint egy mg nagysigu, de
véaltozé irdnyt (egyenletesen korbeforduld)
nehézségi eré hat (2. dbra).

Ezen két er6 F' eredgjével tart egyen-
sulyt a sinek &ltal kifejtett N +.5 ero,
amelynek a ,felfelé” irdnnyal bezart « szoge
legfeljebb arctg p lehet, hiszen |S| < p|N|.

A 2. 4bran lathato, hogy « legnagyobb
értékét akkor veszi fel, amikor a centrifu- 2. dbra
galis erd és a nehézségi erd vektora derékszogii haromszoget hatdaroz meg, és

mg
\ mBuw?)? — (mg)?

Innen kapjuk, hogy a kocsi sebessége:

tg amax = < pe

1
E—&—l.

vg = Rw > | Rg

Ha a sebesség a kritikus értéknél egy kicsit kisebb, a kocsi a péalya azon pontja-

nél csuszik meg, ahol kor kézéppontjabol nézve a vizszintessel bezart sz6g éppen
arctg (.

Hisham Mohammed Almalki (Rijdd, Manarat Al-Riyadh School, 11. évf.)

24 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldds. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 6, hidnyos
(1-2 pont) 6 dolgozat.

Fizikabdl kittzott feladatok

M. 386. Készitsiink egy minél hosszabb lengésidejii, a levegében lengd torzids
ingat, és méréssel hatarozzuk meg a lengésidének a torzids szal hosszatdl vald

fliggését!
(6 pont) Edtvés Lordnd (1848-1919) nyoméan
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G. 669. Autopalyak informécids tablain
>9 gyakran lathaté a mellékelt rajzhoz hasonld fi-
gyelmeztetés a megfelel§ kovetési tavolsag be-
tartasara. Hogyan lehetséges a kovetési tavolsé-
got masodpercben megadni? Miért éppen 2 s,
vagy annal nagyobb a megfelel6 ,kovetési tavolsag’?

(3 pont)

G. 670. Osszeontiink 1 liter 10 °C-os, 2 liter 20 °C-os, 3 liter 30 °C-os, 4 liter
40 °C-os, 5 liter 50 °C-os, 6 liter 60 °C-o0s, 7 liter 70 °C-os, 8 liter 80 °C-o0s és
9 liter 90 °C-os vizet. Mennyi lesz a kézos homérséklet, ha mindenféle héveszteségtél
eltekinthetiink?

(3 pont)

G. 671. Két nagy méretli, fiiggéleges siku siktitkor egymassal parhuzamos,
a tiikrok egymas felé néznek, a kozottitk 1év6 tavolsdg 1 m. Ha a két titkor kozott
kozépen allva oldalra kinyudjtott tenyeriink titkérképére néziink az egyik tiikkorben,
akkor igen sok képet latunk. Milyen téavolsidgra vannak egymastol a tenyerink
tiikorképei?

(3 pont)

G. 672. Egy szobanak harom ajtaja van, mindhdarom mellett van egy kapcsolo,
amellyel egymastdl fiiggetleniil tudjuk fel-, illetve lekapcsolni a szobamennyezet
kozepén 1évé csillart. Hogyan oldhatd ez meg in. valtékapcsolok és keresztvaltd-
kapcsoldk felhaszndlasaval? Nézziink utana, hogyan miikodnek ezek a kapcsolok, és
adjuk meg a kapcsolési rajzot!

(4 pont)

P. 5122. Egy auté fékitja szaraz,
vizszintes aszfalton 50 km/h sebesség-
nél legaldbb 13 méter, azaz ennyi utat
tesz meg az auté a fékezés megkezdésétdl
a megdllds pillanatdig. (A fékut definici-
Ojaban nem szerepel sem az ember, sem
az autd reakcidideje.)

Mekkora ugyanennek az autdénak
a minimdlis fékutja 20 km/h sebességnél
egy szokatlanul meredek, 30°-os hajlas-
szogii (kb. 58%-os!) lejtén?! Vizsgaljuk a felfelé és a lefelé haladds esetét is!

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

LA vildg legmeredekebb utcija az Ijj—Zélandon, Dunedin varosaban taldlhaté, 350 mé-
ter hosszi Baldwin Street, ami 38°-os, tehat 78%-os meredekségii.
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P. 5123. Vizszintes feliileten 1év6, ol- v
dalfalakkal hatarolt, M =1 kg tomegti, — M
L = 0,3 m hosszusagu kiskocsi bal oldalan C]m L
egy m = 0,25 kg tomeg, kis méretli test N 1\

talalhat6. A kocsi a talajon sturlédasmen-
tesen mozog, kerekeinek mérete és tomege elhanyagolhaté.

Egy adott pillanatban az m tomegii testet vg =1 m/s sebességgel jobbra
elinditjuk. A test és a kocsi kozotti surlédasi tényezd pu = 0,1. A test és a kocsi
iitkozését tekintsiik rugalmasnak.

a) Mekkora sebességgel mozog a kocsi, miutdn az m tomegi test a kocsihoz
viszonyitva nem mozog?

b) Milyen tévol van ekkor a test a kocsi bal oldali falat61?

¢) Mekkora a testek sebessége az els6 rugalmas iitkozés uténi pillanatban?

(5 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs

P. 5124. a) Vizszintes asztallapra két egyforma, tomor hengert helyeziink
kozvetleniil egymds mellé, majd évatosan egy ugyanilyen, harmadik hengert rakunk
rajuk. Legaldbb mekkora legyen a hengerek kozotti, illetve a hengerek és az asztal
kozotti surlodasi egyiitthatd, hogy ez az elrendezés egyensilyban maradhasson?

b) Vizszintes asztallapra hirom egyforma, témor gombot helyeziink kozvetle-
niil egymés mellé, majd 6vatosan egy ugyanilyen, negyedik gémbot rakunk rajuk.
Legalabb mekkora legyen a gémbok kozotti, illetve a gombok és az asztal kozotti
surlédasi egyiitthatd, hogy ez az elrendezés egyensulyban maradhasson?

(5 pont) Kozli: Vass Miklos, Budapest

P. 5125. Egy a = 30° hajlasszogi, surlédo lejté érintélegesen csatlakozo,
R = 32 cm sugaru hengerfeliiletben folytatodik az dbra szerint. A henger kereszt-
metszete a T talpponttél mérve haromnegyed korivet alkot. A hengerfeliilet ide-
alisan sima. A lejtore helyezett r sugari, m tomegi, homogén, tomor korongot
lokésmentesen elengedjiik. (A tapaddsi sirlédds elegendéen nagy, a korong nem
cstszik meg a lejtén. A gordiil ellenéllds elhanyagolhatd.)
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a) Mekkora a korong sugara, ha az éppen &tfér a hengerfeliilet alatt?

b) A talajtél mérve legaldbb milyen magasrdl kell inditani a korongot, hogy
az fiiggbleges irdanyu sebességgel érkezzen vissza a lejtére?

¢) Ebben az esetben mekkora sebességgel éri el a lejtét?

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5126. Egy 20 cm bels6 atmérdji, 1 m magas, hoszigetel6 anyaghdl késziilt,
csuszos fald, kor keresztmetszet(i, fliggllegesen &all6, alul zart, feliil nyitott csd
belseje 0 °C-os jéggel van tele. A ¢s6 aljat 335 W teljesitménnyel melegiteni kezdjiik.

Hatéarozzuk meg, hogy ennek hatasara mekkora allandésult sebességgel mozog
a jéghenger teteje lefelé!

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

P. 5127. Egy holégballon 6ssztomege (ballon + kosar + teher) 320 kg. Kez-
detben a ballonon beliil és kiviil a levegd nyoméasa 1,01 -10° Pa, sfirfisége pedig
1,29 kg/m3. A felemelkedéshez a ballonban 16vé levegdt melegitik fel egy gdzégs-
vel. A forré levegével toltott ballon térfogata 650 m?, beliil a nyomas nem véaltozik.

Mekkora homérsékletre kell melegiteni a ballonban 1év6 levegét, hogy a ballon
emelkedni kezdjen?

(4 pont) Tornyai Sdndor verseny, Hédmezévasarhely

P. 5128. Vakuumban egy @) és egy —3@Q) nagysigu ponttoltés egymastdl d ta-
volsdgra helyezkedik el. Hatdrozzuk meg a Q toltéstél d; = d/3 tavolsdgra elképzelt,
r = d/2 sugard korlapon dthaladé elektromos fluxust! A korlap kézéppontja a két
toltést Osszekotd szakaszra esik, és sikja merdleges erre a szakaszra.

(5 pont) Kozli: Szdsz Krisztian, Budapest

252 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/4



ﬁ} 2019.4.6 — 20:52 — 253. oldal — 61. lap KoMalL, 2019. aprilis QF

P. 5129. Egy r sugarti, N menetszamu,
igen hosszi, n = N/{ menetsiirtiségii szolenoidot
az dbrdn lathaté médon egy R < ¢ sugara kor-
vezetével vettiink koriil. Mekkora értéket mu-
tat a szolenoid végpontjai kozé kapcsolt idedlis
voltméro, ha a korvezetobe id6ben egyenletesen,
I(t) = a -t médon valtozé dramot vezetiink?

(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

P. 5130. Hany fényév tavolsdgra van té-
liink az a galaxis, amelynek egyik csillagarol hoz-
zank érkez6 sugarzasban a hidrogén 4d — 2p at-
menetnek megfelel6 fény hullaimhossza 513 nm?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5131. Harom azonos, allandé hékapacitdsi test koziil kettonek a homér-
séklete 300 K, a harmadiké 100 K. Fel lehet-e melegiteni valamelyik testet 400 K
homérsékletre kiilsé hé és munka befektetése nélkiil, csupan termodinamikai gépe-
ket (h8erdgép, hiitégép) mitkodtetve a testek kozott?

(6 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

Aprilisi pétfeladat.” Tréfdsan fogalmazva: az akciéhés Chuck Norris fek-
vOtamasz végzésekor nem is a sajat testét emeli meg, hanem valésaggal eltolja
a Foldet. Mennyi az igazsag ebben?

Kozli: Vass Miklos, Budapest

*

Bekiildési hatarid6: 2019. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 69. No. 4. April 2019)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition C (see page 226): Exercises up
to grade 10: C. 1539. Let E denote the point on side AB of a square ABCD which
divides the side 1 : 3, with the shorter segment lying closer to A. Let F' be an arbitrary

LA megoldés bekiildhets, de nem szdmit bele a pontversenybe.
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point of diagonal BD. Determine the minimum of the sum AF 4+ EF. C. 1540. The
coefficients of the quadratic expression az? + bz + ¢ are integers, and a > 0. It has two
distinct positive roots smaller than 1. Find the smallest possible value of a. Exercises
for everyone: C. 1541. Prove that there exists a sequence of 2019 consecutive positive
integers that includes exactly 19 primes. C. 1542. The lengths of the legs in a right-
angled triangle ABC are 5 and 12. Let P, Q and R be points on the inscribed circle of
the triangle such that triangle PQR is similar to triangle ABC. Determine the lengths
of the sides of triangle PQR. C. 1543. For what values of the positive integer n will
2" +1 or 2" — 1 be divisible by 97 Exercises upwards of grade 11: C. 1544. The
diagonals of a circumscribed trapezium ABCD intersect at E. The radii of the inscribed
circles of triangles ABE, BCE, CDE and DAE are ri, r2, s and ra, respectively.

1,1 _ 1 1 : Tt one 2,2 _ Y
Prove that - + P, + e C. 1545. Find the real solutions of z° —y~ = log, -

30 =1 g 3w 4 9= 0. (Romanian competition problem)

New exercises — competition B (see page 227): B. 5022. Given some unit circles
on the plane, we coloured each centre blue. On the circumferences of the circles, we marked
some points red such that there should be exactly 2 red points on the circumference of each
circle. What is the maximum possible number of blue points if there are 25 coloured points
altogether? (& points) (Proposed by S. Rdka, Nyiregyhdza) B. 5023. In a triangle ABC,
/ZACB = 90° and AC > BC. Let X be the midpoint of the arc AB of the circumscribed
circle that does not contain C. The perpendicular drawn to CX at X intersects line C A
at P. Show that AP = BC. (8 points) (Proposed by L. Surdnyi, Budapest) B. 5024.

Let p denote an odd prime. If each of the numbers (p82), (pzz) e, (i:g) are divided

by p, how many different remainders are obtained? (4 points) (Proposed by Z. Gyenes
and B. Hujter, Budapest) B. 5025. The inscribed circle of triangle ABC' is centred at I,
and touches sides BC, CA and AB at points D, E and F, respectively. Let M be an
arbitrary point in the interior of side BC, different from D. Let the lines DI and EF
intersect at 7', and let K denote the midpoint of line segment MT'. Prove that the circles
DEF, TDM and KIT are concurrent. (5 points) (Proposed by M. Agazade, Azerbaijan)
B. 5026. Let P be an arbitrary point of a given ellipse, different from the endpoints
of the major axis. P is connected to the foci Fy and F5. The angle bisector of angle
ZF1 PF> intersects F1F» at E. The circle which passes through P and touches FiF5> at
E intersects PFy at G and PF> at H. Show that the length of GH does not depend on
the choice of P. (4 points) (Proposed by L. Németh, Fony6d) B. 5027. Arthur Dumpling
(Hungarian cartoon character: a fat bird who loves chocolate of all kinds) lives at 1 Sweet
Street. The chocolate shop is operating at number n, the far end of the street. Arthur’s
daily fitness programme is as follows: he starts in front of number 2. When he stands in
front of number k (where 1 < k < m), he tosses a fair chocolate coin. If it shows heads,
he moves to number (k — 1). If it shows tails, he moves to number (k + 1). If he reaches
the chocolate shop, he enters and throws a chocolate ball down his throat, and then
moves to number (n — 1). If he arrives back home, the fitness programme terminates. On
average, how many chocolate balls does Arthur throw down his throat per day? (5 points)
B. 5028. Let us define a function f as follows. For any acute-angled triangle XY Z, if P
is a point on Y Z, then f(P; XY Z) is defined as the line joining the feet of perpendiculars
from P to lines XY; XZ. Let ABC be a triangle with orthocenter H. Let A’ B’C’ be the
orthic triangle of ABC. Let A” = f(B’; HCA) N f(C’; HAB). Similarly, points B”; C”
are defined. Show that the lines AA”; BB”; CC" are concurrent. (6 points) (Proposed by
K. V. Sudharshan) B. 5029. Assume that a certain football team have played 1000 games
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altogether, and scored 1000 points altogether since the team was founded. (A team score
3 points for every game they win, 1 point for a draw and no points for games they lose.)
Prove that there are at most (2.9)'°°° possible sequences of the 1000 scores. (6 points)

New problems — competition A (see page 228): A. 749. Given are two poly-
ominos, the first one is an L-shape consisting of three squares, the other one contains at
least two squares. Prove that if n and m are co-prime then at most one of the n x n and
m X m boards can be tiled by translated copies of the two polyominos. (Proposed by:
Andrds Imolay, David Matolcsi, Addm Schweitzer and Kristdf Szabd, Budapest) A. 750.
Let k1,...,ks be five circles in the plane such that k; and ko are externally tangent to
each other at point 7', k3 and ks are externally tangent to both ki and k2, ks is exter-
nally tangent to k3 and k4 at points U and V, respectively, moreover ks intersects ki at P

2
and @, like shown in the figure. Show that ggg“i = 552 A. 751. Let ¢ > 0 be a real

number, and suppose that for every positive integer n, at least one percent of the numbers
1¢,2¢, 3¢, ..., n¢ are integers. Prove that c is an integer.

Problems in Physics
(see page 249)

M. 386. Make a long-period torsion pendulum, which swings in air. With measure-
ment determine how the period of the pendulum depends on the length of the thread.

G. 669. Signs similar to the one shown in the figure can often be seen on highways
to warn drivers to maintain a safe following distance. How can the following distance
be given in seconds? Why is it that the appropriate “following distance” is two or more
seconds? G. 670. Different amount of samples of water of different temperature values are
mixed. The corresponding volume and temperature data are the following: 1 litre water
at 10 °C, 2 litres water at 20 °C, 3 litres water at 30 °C, 4 litres water at 40 °C, 5 litres
water at 50 °C, 6 litres water at 60 °C, 7 litres water at 70 °C, 8 litres water at 80 °C and
9 litres water at 90 °C. What is the common temperature of the mixture if heat losses
are negligible? G. 671. Two large, vertical and parallel plane mirrors are facing opposite
to each other at a distance of 1 m. If you stand exactly midway between the mirrors
outstretching your hand sideways, and observe the image of your palm reflected in one
of the mirrors, you see quite a lot of images. What are the distances between the images
of your palm? G. 672. A room has three doors, and next to each door there is a switch.
With each of them the chandelier in the room can be switched on or off separately. In
order to build such a circuit, multiway switches, namely 3-way and 4-way switches should
be used. How can this circuit be built? Look up in literature how these switches work,
and give the diagram of their connections.

P. 5122. The braking distance of a car moving along dry and horizontal, asphalt-
covered road at a speed of 50 km/h is at least 13 m, that is, the distance the car covers
from the instant when the brakes are applied to when it comes to a complete stop. (In the
definition of the braking distance the reaction time of neither the driver nor the vehicle
are included.) What is the minimum braking distance of the same car at a speed of 20
km/h on an unusually steep slope of angle of elevation of 30° (approximately 58% slope)?
Investigate both the upward and downward motions. P. 5123. There is a small object of
mass m = 0.25 kg at the left end of a trolley of mass M = 1 kg and of length L = 0.3 m.
The trolley has vertical walls at its sides, and moves frictionlessly along the horizontal
plane. Its small wheels are of negligible mass and size. At a given instant the small object
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of mass m is given an initial speed of vg =1 m/s towards the right. The coefficient of
friction between the trolley and the object is = 0.1. The collision between the object
and the trolley can be considered elastic. a) What is the speed of the trolley, when the
object of mass m on it does not move with respect to the trolley? b) How far is the object
of mass m from the left wall of the trolley in the above asked case? ¢) What are the
velocities of the objects right after the moment of the first collision? P. 5124. a) Two
alike solid cylinders are placed to the level tabletop next to each other and then carefully
a third similar cylinder is placed to the top of the other two. What are the least values
of the coeflicient of static friction between the cylinders and between a cylinder and the
table so that the arrangement stays at rest? b) Three alike solid spheres are placed to the
level tabletop next to each other and then carefully a fourth similar sphere is placed to
the top of the other three. What are the least values of the coefficient of static friction
between the spheres and between a sphere and the table so that the arrangement stays
at rest? P. 5125. A slope of angle of elevation of oo = 30° is followed by a cylindrical
surface of radius R = 32 cm as shown in the figure. The cross section of the cylinder is
three-quarters of a circular path started at the lowermost point of the circle T, and the
tangent to the circle at point T is in the plane of the slope. A uniform solid disc of mass m
and of radius r is released without any initial speed from the plane. (Static friction is big
enough everywhere, so the disc rolls down the slope without sliding. Rolling friction is
negligible. The cylindrical surface is ideally smooth.) a) What is the radius of the disc if
it just passes the gap below the cylinder? b) What is the least height, measured from the
ground, from which the disc should be released in order that it arrive back to the slope
at a vertical velocity? c) In this case what is the speed of the disc when it reaches the
slope? P. 5126. The inside part of a circular-base vertical tube of height 1 m and of inner
diameter 20 cm is filled with ice of temperature 0 °C. The wall of the tube is slippery and
is made of some insulating material. The tube is open at its top and closed at its bottom.
We start heating the bottom of the tube at a rate of 335 W. At what constant speed will
the top of the ice-cylinder move downwards? P. 5127. The total mass of a hot-air balloon
(envelope + basket + load) is 320 kg. Initially the pressure inside and outside the envelope
is 1.01 - 10° Pa and its density is 1.29 kg/m?>. In order to raise the hot-air balloon a gas
burner is used to heat the air inside the balloon. The volume of the envelope filled with
hot air is 650 m?®, and the pressure inside does not change. To what temperature must
the air inside the balloon be heated in order that the balloon begin to rise? P. 5128.
Two point-like charges of charge values Q and —3@Q are at a distance of d in vacuum.
Determine the electric flux through a disk of radius r = d/2 at a distance of d; = d/3
from charge Q. The centre of the disk is on the line segment which joins the two charges
and the plane of the disk is perpendicular to the line segment. P. 5129. There is a circular
conducting loop of radius R < £ around a very long solenoid of radius r, with number of
turns N and of turn density n = N/{, as shown in the figure. What is the reading on an
ideal voltmeter connected across the terminals of the solenoid, if the current that flows
in the circular loop is changing uniformly in time, according to the formula I(t) = « - t?
P. 5130. The detected wavelength of the radiation coming from a star in a distant galaxy,
and belonging to the electron transition of 4d — 2p of the hydrogen atom is 513 nm. How
far is the galaxy from us in light years? P. 5131. Three objects have the same, constant
thermal heat capacities. Two of them have a temperature of 300 K, whilst the third one
has a temperature of 100 K. Is it possible to heat one of them to a temperature of 400 K
only by operating heat engines or heat pumps between the objects, so without adding
external heat or performing external work?
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