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Koszonjiik, hogy ebben a tanévben veliink tartottak. A kovetkezd tanévre sz6lé
megrendelésrél az informaciok varhatéan augusztus kozepén keriilnek fel a hon-
lapunkra.

Varjuk szives megrendelésiiket.

A Kiado

Fraktalok és dimenzidészamok

Kivonat: Cikkiinkben koriiljarjuk a rekurzié alapveté példait, ennek kapcsan
ratériink a végteleniil 6nhasonlé fraktalokra, ahol pedig felmeriil a dimenzié-
szam kérdése. ijabb alapozés utan leirunk egy modellt, melynek segitségével
értelmezhetjiik egy alakzat dimenzidészamat.

Akit érdekel, hogyan késziiltek a cikk abrai, tekintse a dolgozat végén a forra-
sok jegyzékét, illetve nézze meg az Informatika rovatban megjelen$ Onhasonlé
fraktalok abrézolasa IXTEX-ben cimi cikket a 289. oldalon.

1. A rekurzié

Az 6nhasonlé fraktalok megértéséhez hasznos, ha el6szor tisztazzuk a rekurzid
fogalmat, egy-két példaval kiegészitve.

1.1. Sorozatok

Az iskolai anyag keretei kozt a legtobben elGszor itt taldlkoznak a rekurzid
fogalmaval:
a, = 2" = ag=2 AN a,=2 1.

Ebben a sorozatban az els6 elem 2, minden ezt kovetd elem pedig az 6t megel6z6
elem kétszerese, tehat kifejezheté az el6z6 elembdl, ez a tulajdonsdg a rekurzié
alapja. Az egyszerilibb sorozatok hozzarendelési szabalyait dltalaban meglehetésen
egyszeril ilyenné atalakitani, bar ez altalaban nem elényds, hiszen ebbdl az alakbdl
egy adott elemhez csak az 6t megel6z6 Gsszes elem ismeretével, lépésenként tudunk
eljutni. Viszont vannak olyan sorozatok, amelyeknek kozponti tulajdonsaguk, hogy
rekurzivan adjuk meg elemeiket. Taldn a legismertebb ezek koziil a Fibonacci-
sorozat:
F1:1 AN F2:1 A Fn: n72+Fn—1~

258 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/5



GF 2021.5.6 — 21:43 — 259. oldal — 3. lap KoMalL, 2021. méjus EF

— P

A Fibonacci-sorozatnak is létezik egy, a kivdntndl bonyolultabb kézvetlen hozza-
rendelési szabdlya, amelyhez nem kell végigszamolnunk az Gsszes elemet. Ennek
ellenére van benne valami megragadd, hogy minden elem ,fiigg” az 6t megelézéek-
t6l. Persze tetszolegesen sok ilyen rekurziv sorozat alkothaté, a Fibonacci-sorozat
egyszeriisége és érthetGsége folytan lett ennek a kategéridnak a legismertebb tagja.

1.2. Mashol az életben

Eqgyszer volt, hol nem volt egy icipici hdzikd,

Ottan €lt, éldegélt egy icipici lencsi lany,

Icipici anyukdval til az Operencidn.

Icipici lencsi ldnyka lencsi babdt ringatott,

Anyuka is ezt csindlta, s boldogsdgban éltek ott.

Amikor este lett, az icipici lanyka félt,

S icipici anyukdja mondott egy mesét, HOGY
(Kozismert gyermekdal)

Ahogyan az Icipici kis mesében is lathatjuk, a torténet tartalmazza Snmaganak
tokéletes masolatat, végteleniil sokszor. Igy akdr azt is mondhatnank ré, hogy
végteleniil 6nhasonld.

Hasonl6 a helyzet akkor is, ha egy kameraval felvesziink egy TV-t, ugy, hogy
koézben ugyanerre a TV-re folyamatosan kiildjiik a kamera altal felvetteket. Ennek
a jelenségnek egy modernebb verzidja lathato az elsé belsé boritén.

1.3. Végteleniil 6nhasonlé fraktalok

De mi lenne, ha szamok, torténetek vagy képek helyett geometriai alakza-
tokat (els8sorban szakaszokat) ,dgyazndnk énmagukba”? Nos, az ilyen végteleniil
onhasonlé részekbdl allo alakzatokat nevezziik végteleniil 6nhasonlé fraktdloknak.
A fraktdl sz6 a latin ,fractus” szébdl ered, jelentése torott, toredezett. Ez az elne-
vezés Benoit Mandelbrot lengyel szarmazasi matematikustél szarmazik, aki 1975-
ben publikalta elsé konyvét (Les objets fractals, form, hasard et dimension) ezekrél
a végteleniil komplex geometriai alakzatokrél. Nézziik is meg, hogyan épiilnek fel.

A kovetkez6 harom példa mindegyikében ezeket 1épéseket ismételgetjiik: lesz
egy-egy egyszerl szabalyunk, hogy minden, az dbran talalhaté szakaszt mivel fo-
gunk helyettesiteni a kovetkezo6 lépésben. Ezek a valamik kisebb szakaszokbdl allnak
majd, amik ezutan még tobb kis valamivé fognak valtozni. Nézziik is a példakat.

(A kovetkezOkben a kifejtett szabélyok alapjan generalt abrak lathatdk, ezek-
kel a kedves olvasé mér taldlkozhatott a KéMaL informatika rovatédban is [1], [2]).

1.3.1. Koch-giérbe. A Koch-gorbe a legegyszeriibb végteleniil onhasonlé frak-
talok kozé tartozik. A rekurziv szabdly a kovetkez6: minden szakasz kozépsé har-
madat az afolé emelhet6 szabdlyos hdromszog masik két oldalaval helyettesiti. Fi-
gyeljiik meg, hogy minden 1épés harmadolja az dbran lathaté szakaszok hosszat
— ez a késébbiekben még fontos lesz. Emellett jelentés az is, hogy minden 1épés
%—szorozza a gorbe hosszat, a végtelen sok lépéssel kapott tokéletes Koch-gorbe
tehat végteleniil hossz.
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1.3.2. Sarkany-gorbe. Ez mar egy leheletnyivel bonyolultabb. Itt minden
szakaszt a f6lé emelhetd egyenl6 széari, derékszogli haromszog masik két oldalaval
helyettesitiink, de tgy, hogy egyszer a gorbe egyik oldalara, masszor a masik ol-
daléra essen a harmadik cstcs. (Ez egy cséppet bonyolult lefrva, {gy az els§ pér
iteraciondl az tjabbikat vastagitdssal jeloltiik, az el6z6 iteracidt feketével meghagy-
va. Reméljiik, ez segiti a megértést.) Itt a szakaszok hossza a Pitagorasz-tételnek
megfelel6en \% = /2-szeresére valtozik. Erdekesség, hogy egy mésik hozzarendelé-
si szabdllyal is ugyanehhez a gérbéhez jutunk: ha a gorbét a jobb oldali vége koriil
pozitiv irdnyba elforgatjuk, és hozzatiizziik az eredetihez. Ebben az esetben termé-
szetesen a kapott alakzat egyre novekszik, hiszen a szakaszok hossza nem valtozik,
viszont a szamuk kétszerezodik — ha ezzel a szabdllyal is dllandé ,,méreti” gorbét

szeretnénk kapni, minden lépés utan \/Li—vel kell megszorozni az dbra tavolsagegy-

ségét.
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o0g. Itt minden szakaszt egy szabdlyos hatszog

felével helyettesitiink, a Sarkany-gorbéhez hasonldan itt is valtogatjuk, hogy a vonal

melyik oldaldra duzzadjon ki — ezen kiviil azt is, hogy az adott 1épésben melyik

i
o 1, nZ /
i . ™
g .
ST =
_\HHHT B a
& ol
=
n
N
.-
m .
4
2 !
N s
] g
o A4
« =
= S
<
<
o

261

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/5



QF 2021.5.6 — 21:43 — 262. oldal — 6. lap KoMalL, 2021. méjus EF

A b

De véarjunk csak. Ezt a mintat ismerjiik, de altalaban nem igy szoktunk eljutni

VYV

s‘zé‘z

AA

& v

A A A0

AA L ,&mg@
& 3 gﬁz .Aih
Abhlbhilb £ s Andn

Itt minden fekete hdromszognek fehérre festjiik a kézépvonalhdromszogét. Vi-
szont az elsé esetben hosszisagokkal, itt pedig teriiletekkel dolgoztunk, mégis
ugyanahhoz az dbrdhoz jutottunk. Ha utanaszamolunk, az elsé esetben a vonal
hossza a végtelenbe tart, mert minden 1épéssel konstans %—szeresére né a hossza,
a masodik esetben a teriilet viszont nulldhoz, mert minden lépéssel konstans %-ére
csOkken. Ez az egész sok kérdést felvet, de a legégetSbb talan az, hogy: akkor hany

dimenzios is a Sierpinski-haromszog?

2. A dimenzié fogalma

2.1. Hogyan értelmezziik a val6 életben?

A tovabbiakban érdemes bevezetniink egy fogalmat, ami dltaldnositja a hossz,
teriilet, térfogat fogalmat minden dimenziészamra. Hivjuk tomegnek. Ez gyakorla-
tilag annyit mutat meg, hogy az adott alakzat megépitése esetén mennyi anyagot
hasznélndnk fel. A kiilonb6z6 dimenzidszamu esetekben az alakzat ,méretének”
valtoztatasaval kiilonbozo osszefiiggéseket fogunk kapni a ,,méret” és a tomeg kozt.

Képzeljiik el, hogy egy drotdarabot felosztunk feleakkora oldalhosszi egységek-
re. Egy idedlis, egydimenzids drét esetén két tokéletes, kicsinyitett mést kapunk,
ezeknek tomege tehat feleakkora lesz, mint az eredeti drété.
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Ha egy négyzet alaku fémlapot sze-
retnénk feleakkora olalhosszu kis négy- <1>2 1

zetekre felosztani, négy darabot kap-
nank, a tomeg pedig értelemszertien
a negyedére csokkenne.

A szemléletesség kedvéért vizsgal-
juk meg a fémkocka esetét is. A fele- N
akkora élhosszusagu kockdakbol nyolcra <—> =_
lesz sziikség, ezeknek tomege igy az ere- 2 8

deti tomegének nyolcada lesz.

Taldn gy nyer a legegyszeriibben értelmet a dimenziészam fogalma, ha rakér-
deziink, hogy a vizsgalt dolgot hany olyan kis darabra tudjuk szétosztani, ami 6n-
maganak egy bizonyos hosszardannyal kicsinyitett mésa. ]1’Tszrevehetj1'ik7 hogy fennall
egy szép egyenlség:

KP =N,
ahol N a kis alakzatok és az eredeti alakzat kozotti tomegarany, K a kis alakzatok
és az eredeti alakzat kozotti hosszarany, D pedig a dimenzié szama. Ha pedig a di-
menziészamot szeretnénk kifejezni, a logaritmus pontosan az ilyen jellegli kérdések
megvélaszolaséara lett kitalalva:

D =log; N.

2.2. A végteleniil 6nhasonlé fraktalok dimenzidja

Ertelemszeriien ugyanezt a képletet a végteleniil 6nhasonlé fraktaloknal is be
lehet vetni, hiszen egyik alapvetd tulajdonsaguk, hogy énmaguk kisebb masolatai-
bol allnak.

2.2.1. Sierpinski-haromszoég

D =log,3 ~ 1,585

Az egészen magatdl értet6do: a Sierpinski-haromszog dnmaganak harom olyan
maésolatabdl all, amelynek oldalhossza fele az eredeti oldalhossznak. fgy akarmilyen
hihetetlen, az alakzat dimenziészama nem egy egész szam, s6t irraciondlis. Ez meg-
valaszolja a korabban felvetett kérdésiinket: a Sierpinski-haromszognek azért nem
volt kielégito tulajdonsaga sem a hossz, sem a teriilet, mert abban a dimenzidészam-
ban, amiben 1étezik, ezek a tulajdonsagok nem vonhaték parhuzamba a tomeggel.
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A hossz csak egydimenzids, a teriilet csak kétdimenziés alakzatokndl mitkodképes
helyettesitése az dltaldnosabb témeg koncepcidjanak.

2.2.2. Sarkany-gorbe

D =log 5 =2

Az el6z6 részben leirtaknak megfeleléen tudjuk, hogy ha két sarkanygorbét egy
derékszoggel elforgatva a végeiknél osszeillesztiink, egy v/2-szor akkora ,nagysagi”
sarkanygorbét kapunk. Ha ezt ismerve kiszamoljuk a Sarkany-goérbe dimenzidsza-
mat, kettét kapunk. Ebbe kicsit hunyorogva bele lehet latni az értelmet: az alakzat
belsejében tokéletes négyzethdld alakul ki, errél pedig intuitivan jon, hogy kétdi-
menzios.

2.2.3. Koch-gorbe

JM I R

Itt a Sierpinski-haromszoghtz hasonlé moédon indulunk el: négy kis Koch-
gorbébol egyetlen, hdromszoros nagysagu Koch-gorbét lehet épiteni. Még egy ir-
raciondlis dimenziészamu alakzat.

2.3. Nem végteleniil 6nhasonlé fraktalok dimenzigja

Felvetédik a kérdés, hogy milyen fraktél létezik még, ha a korabbi példainkat
a ,végteleniil 6bnhasonld” jelzd el6zte meg. Ami azt illeti, léteznek nem végteleniil
onhasonlé fraktalok is. S6t, tokéletlen vilagunkban ezek gyakorlatilag mindenhol ott
vannak. Egy klasszikus példa erre Norvégia partvonalanak hossza, ennek vizsgala-
ta. Ugyanis minél kozelebbrdl figyeljiik meg, anndl tobb részletet véliink felfedezni,
annal hosszabbnak tiinik a partvonal. Bizonyos értelemben a vizsgalat pontosita-
saval a végtelenbe tart (az, hogy ennek egy szinten til fizikailag nincs értelme, ne
legyen akaddly: a matematikai kiteljesedés érdekében kezeljitk a partvonalat toké-
letesen, végteleniil részletesnek). Ez a tulajdonsdg emlékeztethet minket példdul
a Sierpinski-hdromszog végtelen keriiletére. Ha viszont eljutottunk iddig, egysze-
riien nem tudjuk nem feltenni magunknak a kérdést: Hdny dimenzids Norvégia
partvonala?

3. Egy masik modell a dimenziészamra

Mivel a nem végteleniil 6nhasonld fraktalok nem épithetéek fel snmaguk ma-
solataibdl — igy Norvégia partvonala sem —, egy mésik modellt kell alkalmaznunk.
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3.1. Egész dimenzidészamu alakzatok dimenzidja

Vegyiink fel egy egység-négyzetriacsot. Ha ebben felvesziink egy (tetszoleges)
szakaszt, annak valahany egységnégyzettel lesznek kozos pontjai, szdmoljuk meg
ezeket. Valtoztassuk meg a szakasz hosszat, szamoljuk meg, hogy igy hiny egység-
négyzettel van kozos pontja és jegyezziik fel a hossz-egységnégyzetszam szampart.
Ismételjitk meg ezt a folyamatot tetszolegesen sokszor, majd eredményeinket abra-

zoljuk grafikonon.

, , ,
~
2 A
2 A
2 A

N az . érintett” egységnégyzetek szama, ¢ egy konstans egyiitthatd, s pedig
a szakasz hossza. Az e egy olyan konstans, ami a viszonylag kicsi mért alakzatok
miatt 1ép fel, nagyobb skélan teljesen elhanyagolhato lenne, de a korrektség kedvéért
— hogy a képlet pontos legyen — feltiintettiik.

Ha ugyanezt egy négyzettel végezziik el (egyszer(i hossz helyett az oldalhosszt

vizsgalva), a kovetkezére jutunk:

Sajnos papiralapon nem szemléltetheté megfelelden, de egységkockahal6val,

kockakkal és élhosszal dolgozva a kovetkezo Osszefliggés jon ki:
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40 1 N=c-(s+e)’

Levonhatjuk tehat azt a kovetkeztetést, hogy a modelliink a kovetkez6 Gssze-
fliggés szerint adja meg az alakzat dimenzidszamat:

N =c-sP.
A logaritmus alapvet6 azonossagai alapjan:
InN =In(c-sP),
InN =1Inc+ D -Ins.

(Itt c-hez hasonléan In ¢ egy konstans, ezért a jovében legyen ¢’ := Inc.) Tehdt ha
a mért adatokat logaritmikus beosztasu skalan abrazoljuk, egy linedaris Osszefiiggést
kapunk, ahol D az egyenes meredeksége.

Vegyiik észre, hogy a kapott dsszefiiggések midegyikében a kapott meredekség
egyenlé a vizsgalt alakzatok dimenzidszdmaval (ahogy ¢ a nulldhoz tart). Ez egyel6-
re egy jo jel, nézziik meg, hogy a végteleniil nhasonlé fraktalokra is alkalmazhato-e
ez a modell.

3.2. Végteleniil 6nhasonlé fraktalok

(A kovetkezOkben dbrazolt esetek tul kicsik ahhoz, hogy ilyen tiszta dsszefiiggés
sziilessen beldliik, de a szemléletesség érdekében inkabb ezt védlasztottuk. Ahhoz,
hogy korrektebb és pontosabb képlethez — és igy dimenziészamhoz — jussunk,
nagysdgrendekkel nagyobbra kellene novelniink a vizsgalt alakzatokat.)

A Sierpinski-hdaromszoget megvizsgalva az els6 belsd borité koézéps6 abrdjan
lathato esetet, hasonléképpen a Koch-gorbét vizsgalva ugyanitt az alul levoé dbran
lathaté esetet kapjuk.

Amint latjuk, a modelliink végteleniil bnhasonlé fraktalokra is kival6an miiko-
dik. A szakirodalom egyébként ezt a mddszert angolosan box counting médszernek
hivja.

3.3. Nem végteleniil 6nhasonlé fraktalok

Ezzel tehdt leirtunk egy olyan modellt, ami nem csak ugyanazokat a dimen-
ziészamokat adja eredményiil, mint az els6, intuitivabb modelliink, hanem barme-
lyik tetszoOleges alakzat dimenzidszamat is meg tudja adni. Ennek ismeretében mér
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minden eszkoziink megvan, hogy vélaszt kapjunk arra, mi Norvégia partvonala-
nak dimenziészama. A kovetkezd részben a sajat mérésiink lathatd, amit a leirt
moédszerrel hajtottunk végre: kiilonbozo méreteknél megszamoltuk az érintett do-

bozokat.
A
/' ~ %c% =
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A mérésiink szerint tehat Norvégia partvonala egy nagyjabdl 1,32-dimenzids
alakzat. Sajnos ez nem teljesen stimmel, nagyobb skédlakon, méasok altal elvégzett
mérések alapjan a dimenzidészam 1,522 koriil van. Ez nem hatalmas gond, hiszen
tudtuk, hogy ilyen kis skdlan nem varhatunk pontos eredményt, a célunk inkabb
a modszer szemléltetése volt.

Ez a témakor természetesen még sokkal szélesebb, mint amit ebben a cikk-
ben feldolgoztunk. Nem beszélhetiink tgy a fraktdlokrdl, hogy ne emlitenénk meg
példaul a Mandelbrot-halmazt. Azonban ez a téma annyira komplex és sokoldald,
hogy ismertetése 6nmagaban is megérdemelne egy hasonld hosszusagu cikket. Ha
a kedves olvasénak felkeltette az érdeklédését a cikk, kiillonbozébbnél kiilonbozébb
irdnyokba eldgazo cikkeket és feladatokat talalhat a KoMal kordabbi szédmaiban.
Van koztiik fizikafeladat, amely kihaszndlja a végtelen énhasonlésagot [3], mate-
matikai cikk a lazdn kapcsol6dd kdoszelméletrdl [4], a fraktdlok fényelhajlitdsdnak
bemutatédsa [5], és a Mandelbrot-halmaz véltozatossdganak kriptogréfiai hasznosi-
tasardl szolé cikk is [6].

Forrasok

A cikkben lathaté abrak sajat készitéstiek, a rekurziv képernyékép kivételé-
vel az osszes a WTEX TikZ csomagjdval késziilt (néhdny helyen az alacsonyabb
szint(l, a TikZ alapjat alkoté PGF nyelvet haszndlva). A fraktdlokat Lindenmayer-
rendszerekkel programoztuk.

e PGE:
https://mirror.szerverem.hu/ctan/graphics/pgf/base/doc/pgfmanual . pdf
o TikZ:
https://www.bu.edu/math/files/2013/08/tikzpgfmanual . pdf
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e Lindenmayer-rendszerek:
https://texample.net/tikz/examples/lindenmayer-systems/

A cikk alapveto gondolatainak oroszlanrésze a kovetkez6 két videdbol szarma-
zik:
e Vihart — Doodling in Math Class: DRAGONS:
https://youtu.be/EdyociU35u8

e 3BluelBrown — Fractals are typically not self-similar:
https://youtu.be/gBIn2gHsHN4
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[4] Simonovits Andrds — Egyensily, ciklus és kdosz dinamikus rendszerekben
http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtml?id=201845

[5] Fényelhaglds fraktdlon
http://komal.elte.hu/cikkek/szines/fenyelhajlas/feny.h.shtml

[6] Genda Attila — Titkositds fraktdlok segitségével
http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtml?id=201755

Szép Emma, Varga Pal Patrik
Budapest V. Keriileti E6tvos Jozsef Gimnazium végzés didkjai

Megoldasvazlatok a 2021/4. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. FEgy hdromszdg csicsai a derékszégii koordindta-rendszerben A(—1;4),
B(7,-2) és C(5;8).

a) frjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely atmegy a C' ponton és

a hdaromszoget két eqyenld teriileti részre osztja. (4 pont)
b) Szdamitsuk ki, hogy az y tengely melyik pontjabdl lathatd derékszigben az AB
szakasz. (6 pont)

Megoldas. a) A keresett egyenes a C' ponton atmend stlyvonal egyenese.
Az AB szakasz felezépontja: F'(3;1). A stlyvonal egyenesének (egy) normélvektora:
n(7; —2), egyenlete 7x — 2y = 19.
—
b) L megolda’s._}egyen a keresett pont P(0;y). Ekkor PA(—1;4 —vy) és
ﬁ (7;—2—y). A PA és ﬁ vektorok pontosan akkor merodlegesek egymasra, ha
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skalaris szorzatuk 0.
(1) 7+ @ -y (-2-y) =0,
y?—2y—15=0,
y1=5 és yo = —3.

Tehét P;(0;5) és P»(0; —3).
II. megoldds. (Felhasznalva az a) feladatban kiszamitott F' pont koordindtéit

vagy az ebben a feladatban kiszamitott szakasz felez6pontjanak koordinatait.)

Mivel az AB szakasz Thalész-kore azon pontok halmaza, amelyekbdl az AB
szakasz derékszogben latszik, igy ennek a kornek és az y tengelynek a metszéspontjai
a keresett pontok.

A kor (kozéppontja: F(3;1),) sugara:

A ) (-9 - )
2 2

r = 5.

A kbr egyenlete: (z —3)> 4 (y — 1)> = 25. A kér y tengellyel valé metszéspontjat
az = = 0 helyettesitéssel kapjuk, igy y2 — 2y — 15 =0, y; = 5 és yo = —3.
Tehat Py(0;5) és Po(0; —3).

2. a) Oldjuk meg a valds szamok halmazdn az aldbbi egyenletet:
|z — 2\2w2711$+l4 =1. (6 pont)

b) Oldjuk meg az 1-nél nagyodbb egész szimok halmazdn az aldbbi egyenletet:

7(;‘)2(";2) (7 pont)

Megoldas. a) Egy nemnegativ alapi hatvany értéke csak akkor lehet 1, ha
alapja 1 vagy kitevGje 0 és alapja nem 0.

Ha z > 2, akkor x — 2 = 1, ahonnan x = 3.

Ha z < 2, akkor —x + 2 = 1, ahonnan =z = 1.

Ha 222 — 112 + 14 = 0, akkor z; = % és xo = 2.

Mivel 0 nem lehet a hatvdny alapja, ezért a 2 nem megoldds (a tobbi érték vi-
szont igen, mert megfelelnek a feltételeknek). Ekvivalens atalakitdsokat végeztiink,

igyaz 1,a 3 és a % gyOke az eredeti egyenletnek.

Megjegyzés. Ha a megoldé mind a négy gyokot megoldasnak tekinti, akkor megoldé-
séra legfeljebb 5 pontot kapjon.

) 7'n-(n—1):2.(n+2)~(n+1)~n.
2-1 3-2-1
Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/5 269



GF 2021.5.6 — 21:43 — 270. oldal — 14. lap KoMalL, 2021. méjus EF

—®

(Mivel n > 1, {gy mindkét oldalt n-nel osztva:)

n—1_ (n+2)-(n+1)
7- 7 = 3 .

Nulldra rendezve: 2n2 — 15n+25 =0, n; =5 és ny = g Az g nem egész szam, igy
az egyetlen megoldas csak az 5 lehet.
Ellen6rzés: 7-10 = 2 - 35 = 70 valéban.

3. Egy céllovioldében az dbran ldathaté maodon felfiggesz-
tettek hat kiilonbozd szind lufit. Azt a szabdlyt vezették be, hogy
csak arra o lufira szabad l6ni, amelyik a két felfiiggesztés bar-
melyikében éppen legalul van.

a) Hdny kiilonbozd sorrendben 6hetd le a fenti szabdly
szerint a hat lufi? (5 pont)

Ebben a céllovildében egy nyolcfés tarsasdag szorakozott,
ahol az elsé ot személy 3, 1, 5, 2 és 3 lufit taldlt el.

b) Hdny lufit taldlt el a maradék harom személy kilon-
kiilon, ha a tdrsasdg taldlatainak dtlaga 3, medidnja 2,5 lett?
(5 pont)

Nagyszamu megfigyelés alapjin megdllapitottdk, hogy 0,4 annak a valdszinisé-
ge, hogy eqy céllovd elsdre eltaldlja a kiszemelt lufit.

¢) Mennyi a valdszinisége annak, hogy a céllovd 6 lvésbdl legaldbb 5 lufit
eltalal? (4 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Jelolje B, ha a bal oldali felfiiggesztés legalsé lufijat,
J pedig, ha a jobb oldalit 16vik le. Mivel mindegyik felfiiggesztésen 3 lufi van, ezért
haromszor 16viink balra és hdromszor jobbra, igy egy adott sorrendet 3 db B és 3 db
J betli valamilyen jelsorozatdval irhatunk le. Ezt tekinthetjiik 6 elem ismétléses
permutaciéjanak, amelyben 3-3 elem megegyezik, igy a keresett sorrendek szama:

6!
331 = 20.
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1I. megoldds. Ha az elsé taldlat a kék lufi, akkor a lehetséges folytatast az dbrdn
kovethetjiik végig.
Ebben az esetben 10-féle 16vési sorrend alakulhat ki.

Ha az els6 taldlat a fehér lufi, akkor (a K és I, az S és L, illetve a P és Z
betiik cseréje miatt) ugyancsak 10-féle 16vési sorrend keletkezik.

Osszesen tehat (10 + 10 =)20-féle kiilonbzd 16vési sorrend lehetséges.

Megjegyzés. Ha a megold6 rendezetten felsorolja az Gsszes lehetOséget, és ez alapjan
helyes véalaszt ad, akkor teljes pontszamot kapjon.

b) 1. megoldds. Jeldlje az ismeretlen taldlatokat x, y és z (ahol x <y < 2 < 6

és x,y,z € N).

Ha a taldlatok atlaga 3, akkor x + y + z = 10.

Ha az elsé 6t taldlat (nem csokkend x|0]O0|1|1|2[2]2]3
sorrendben) 1, 2, 3, 3, 5, akkor a kévetkezd yl4|53[4]2]3/4]3
esetek lehetségesek: 161516151615 44

A medidnra vonatkozé feltétel miatt nem lehetséges a 0, 4, 6, a 0, 5, 5, az 1,
3,6,az 1,4,5,a2 3,5 a2 4,4és a3, 3,4 eset (ekkor a medidn 3).

Tehat a maradék harom személy egyike 6, a masik ketto pedig 2-2 taldlatot
ért el.

11. megoldas. A taldlatokat nem csokkend sorrendbe rendezve a medidn miatt

a 4. és 5. talalat csak az 1 és 4 vagy a 2 és 3 lehet. 1 és 4 nem lehet, mert ekkor
nem lenne 3-as talalat.

Innentdl mutatunk két megoldasi modot.

1. mod: Ha a 4. és 5. taldlat 2 és 3, akkor az 1. taldlat lehet az 1, a 6. pedig
a 3, igy a 7. vagy 8. taldlat lehet 5. A 2. és 3. taldlat legfeljebb 2. Ha a 8. taldlat
lenne az 5, akkor a 7. taldlat 3, 4 vagy 5 lehet. De ekkor a 2. és 3. taldlatok Osszege
rendre csak 7, 6 vagy 5 lehetne, ami 1 és 2 talalatokbdl nem lehetséges.

Tehat a 8. taldlat csak 6, a 2. és 3. taldlat csak 2 lehet, igy a maradék harom
személy egyike 6, a masik kettd pedig 2-2 taldlatot ért el.

2. mdd: A hidnyzé 3 szam Osszege 10, hiszen az dtlag miatt a 8 szam Osszege 24,
a megadottaké pedig 14. Mivel két osszeadando kisebb 2,5-nél, egy pedig nagyobb,
és valamennyi 0 és 6 kozotti egész, ezért csak a 2 + 2+ 6 = 10 lehetoség marad.
Tehat a maradék harom személy egyike 6, a masik kettd pedig 2-2 taldlatot ért el.

Megjegyzés. Ha a megoldé indoklés nélkiil megadja a helyes megoldéast, akkor 2 pontot
kapjon.

¢) Annak a valdszintisége, hogy a céllvo elsére nem taldlja el a kiszemelt lufit
0,6. Annak a valdsziniisége, hogy 5 lufit talal el:

(g) 0,45 .0,6' ~ 0,037.
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Annak a valdszinfisége, hogy 6 lufit taldl el: 0,4% ~ 0,004. A keresett valészinfiség
ezek osszege: (0,037 + 0,004 ~)0,041.

4. Egy mértani sorozat elsé hdrom tagja ebben a sorrendben sin «, sin2a és
2cos? a. Ennek a sorozatnak nem tagja a nulla és hinyadosa negativ szdm.
a) Szamitsuk ki a sorozal mdsodik tagjanak pontos értékét. (6 pont)

Az {ay,} sorozatot a kovetkezéképpen adtuk meg:

3n — 2, ha n pdaros,

0,1-(=1,1)", han pdratlan.

ap =

b) Szamitsuk ki a sorozat elsé 101 tagjdnak dsszegét. Az eredményt egész szamra
kerekitve adjuk meg. (8 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A mértani sorozat definicidja szerint:

sin 2« 2cos? «

- = — (ahol sina # 0 és cosa # 0).
sin «v sin 2«
Mivel sin2a = 2sinacosa, ezért az egyenlet bal oldalat sina-val, jobb oldaldt

2 cos a-val egyszertisitve: 2 cosa = Zﬁfg Mivel cosa # 0, igy a sina = % egyenletet
kapjuk.

Tudjuk, hogy sin® a + cos? a = 1, ezért

“l%

cos = -, vagy cosa=-—

Mivel a hanyados negativ szdm, ezért a sorozat méasodik tagja csak —‘/73 lehet.

11. megoldds. A mértani sorozat definicidja szerint:

in2 2 cos?
51.n e (.:OS a (ahol sin« # 0 és cosa # 0).
sin «v sin 2«

Mivel sin2a = 2sinacosa, ezért az egyenlet bal oldalat sin a-val, jobb oldalat
2 cos a-val egyszertisitve, majd a nevezével szorozva:

sin 2a = cos a.

Mivel tetszoleges a sz6g esetén

. m
COS (v = SIn (a—|— f) ,
2
a kovetkezd egyenletet kapjuk:
. . 7T
sin 2a = sin (a + 5) .
Az el6bbi egyenletet megoldva:
7r

6

2
a1 = +Zkm vagy ay= +2m, abol k€L
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1
3 2
lehet. Mivel a hanyados negativ szdm, ezért a sorozat masodik tagja csak —-5° lehet.

Mivel a harmadik tag pozitiv és a hanyados negativ, ezért az elso tag csak sina =

b) Mivel asy, = 6k — 2 és a2 = 6k +4, {gy asp12 — asi = 6, ezért a paros sor-
szamu tagok (minden k € ZT esetén) szdmtani sorozatot alkotnak. Ennek a szam-
tani sorozatnak az elsé tagja 4, differenciaja 6.

Mivel agpiq = 0,1 (=1,1)*" és agp_y = 0,1+ (=1,1)**7" gy

A2k+1 _ (_1’1)2 — 121,
a2k—1

ezért a pdratlan sorszamu tagok (minden k € ZT esetén) mértani sorozatot alkot-
nak.

Ennek a mértani sorozatnak az elsé tagja —0,11, hdnyadosa 1,21. Az els6 101
tag kozott 50 tagja van a szamtani sorozatnak és 51 tagja a mértani sorozatnak.

A szdmtani sorozat 50 tagjanak Gsszege:

8+49-6

Ss0 = — 50 = 7550.
A mértani sorozat 51 tagjanak osszege:
1,21°0 —1
Ss1 = (=0,11) - =———~ ~ —8733,76.
1= ) 121 — 1

(Mivel Sso + S51 ~ —1183,76 igy) a keresett Osszeg egészre kerekitve —1184.
II. rész

5. Az a és b pozitiv szamok szamtani kézepe 4, mértani (geometriai) kézepe 2.

a) Szamitsuk ki a két szam négyzetes kizepének pontos értékét. (5 pont)
Az x tengely, az x =p, az x =q €s az y = m—lg egyenletii gorbe dltal hatdrolt

stkidom teriilete megegyezik az x tengely, azx =q, azx =1 és azy = :ci? egyenleti

gorbe dltal hatdrolt sikidom teriletével, ahol p,q,7 >0 ésp < q <.
b) Igazoljuk, hogy a q szdm a p és r szamok harmonikus kézepe. (5 pont)

Az ABC' hdromszig A csucsdndl lévd belsé szdgének nagysaga 70°, B csucsdndl
lévd belsd szdgének nagysdga pedig 35°. Jelolje D a BC' oldal C'-n tuli meghosszab-
bitdsanak azt a pontjat, amelyre a DAC< = 35°.

¢) Igazoljuk, hogy az AD szakasz hossza a BD és CD szakaszok hosszdnak
mértani (geometriai) kozepe. (6 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A feladat szovege alapjéan:
a+b=38,
ab=4.
Az els6 egyenlet mindkét oldaldt négyzetre emelve:

a® + 2ab + bv* = 64.
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Mivel ab = 4, igy a? + b* = 56.
A két szdam négyzetes kozepe: # =4/28.

11. megoldas. A feladat szovege alapjdn:

a+b=3,

ab = 4.

Az elsé egyenletbdl kifejezve b-t, majd behelyettesitve a méasodik egyenletbe:
a(8 — a) = 4. Rendezve és megoldva:

a1 =4+2V3 és ay=4—2V3,
by =4—2V3 és

A két szam négyzetes kozepe:

by =4+ 2V3.

\/(4+2\/§)242r(42\/§)2 _JE.

Megjegyzés. Ha a megoldo a négyzetes kozép értékét kozelitd értékkel adja meg, akkor
megoldasara 4 pontot kapjon.

b) Tekintsiik a megadott gorbének azt a részét, amely a pozitiv valés szamok

halmazdn értelmezett g(x) = 9%2 fiiggvény grafikonja. A ¢ fiiggvény primitiv fiigg-
vényei (hatdrozatlan integralja):

1 1
/—2dx=—f—|—c.
x x

A ¢ fiiggvény minden fiiggvényértéke pozitiv, ezért a [p; ], illetve a [g; 7] interval-
lumon a gorbe alatti teriilet:

q r
1 1 a 1 1 1 1 " 1 1
/de:{——l—c] —— 4+ - és /de:[ } .
x X q
p

——+c ——+ -
» P / x x ; r o q
A feltétel szerint: —é + % = —% + %7 ahonnan ¢-t kifejezve:
2
q=73 1
p

ami valéban a p és r szamok harmonikus koézepe.
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¢) Az ACD haromszog ismeretlen

D
szogei 40° és 105°. w C
Az ABD haromszog hasonlé az CAD t

haromszoghtz, mert szogeik paronként

egyenlék. A megfelel6 oldalak aranyat fel- v

irva: 70° 35°
BD AD A B
AD  CD’

Ebbdl AD-t kifejezve: AD? = BD-CD, ami valéban a BD és C D szakaszok hossz4-
nak mértani (geometriai) kozepe.

6. Egy n ponti egyszeri graf minden pontjdnak 15 a fokszdma. Komplementer
(kiegészitd) grdfianak 18 éle van. (A G grdf komplementere az a grdf, amelynek
pontjai megegyeznek G pontjaival, és amelyben két pont pontosan akkor van dssze-
kitve éllel, ha G-ben nincs dsszekitve.)

a) Hdny ponti ez a grdf? (6 pont)
Egy 18 ponti teljes grdf éleit a piros, fehér és zold szinekkel szineztik ki gy,

hogy a fehér élek szdma kélszerese a piros élek szamdanak, €s a hdrom kilonbozo
szint €l szamanak a szorzata a legnagyobb.

b) Hdny z6ld éle van az igy kiszinezett grafnak? (6 pont)
Internetes ismeretséqgi hadlozatokban, mint példdul a Facebook vagy a LinkedIn,
két személy kozott akkor jon létre a kapcsolat, ha azt mindkét fél visszaigazolta. Ilyen

maodon barmely két személy kozott vagy egydltalan nincs kapcesolat, vagy pontosan
eqy kapcsolat létezik.

Egy 18 f6bdl dllo mintdban 16 résztvevonek 2, a tébbi 2 résztvevdnek pedig
1 egymas kozotti kapesolata van. Azt is tudjuk tovdbbd, hogy jelenleg barmely két
személy kozott létezik kozvetlen vagy kozvetett kapcsolat, azaz az ismeretségeket
kovetve barmelyik résztvevdtol barmelyik mdsikig el tudunk jutni a hdlozaton beldl.

¢) Mutassuk meg, hogy a mar létezd kapcsolatok kizil barmelyiket megsziintetve
a hdlozat szétesik, azaz biztosan lesz legaldbb két olyan személy, akik kozott sem
kozvetlen, sem kozvetett kapcsolat nem marad. (4 pont)
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Megoldas. a) Az n ponti egyszerti grafban a fokszdmok dsszege 15n. A komp-
lementer graf éleinek szama 18, igy ebben a grafban a fokszamok 6sszege 2- 18 = 36.

Az egyszerii és a komplementer graf fokszamainak Osszege egyenld egy teljes
graf fokszamainak 6sszegével, azaz n(n — 1) = 15n + 36. EbbSl n? — 16n — 36 = 0.
Ennek pozitiv gyoke a 18, (negativ gyoke a —2), tehit a grafnak 18 pontja van.

Ellenérzés a szoveg alapjan: A 18 pontu egyszerii graf fokszdmainak osszege
270, a kiegészito grafé 36, melyek Osszege valoban 306. Vagy a 18 pontu egyszeri
grafnak 135 éle van, a kiegészitd grafjanak 18, melyek 6sszege 153, ami val6ban egy
18 pontu teljes graf éleinek szama.

b) 1. megoldds. A 18 pontu teljes graf éleinek szama: (128) = 153. Jeldlje a piros

élek szamat p, ekkor a fehér élek szama 2p, a zoldeké 153 — 3p, igy
f(p) =p-2p- (153 — 3p) = —6p° + 306p”

(ahol 0 < p < 51 és p egész szam).

Terjessziik ki az f fiiggvény értelmezési tartoménydt a [0; 51] zért interval-
lumra. Ekkor az f(p) = —6p> + 306p? fiiggvénynek csak ott lehet szélséértéke, ahol
a derivaltja 0.

f'(p) = —18p? + 612p.
f'(p)=0, ha p=0 vagy p=34

A p =0 helyen f’ negativbdl pozitivba, a p = 34 helyen pozitivbdl negativba megy
at, ezért a f-nek p = 0-ban minimuma, p = 34-ben maximuma van.

Az igy kiszinezett gréafnak 51 darab zold éle van.

b) II. megoldds. A 18 pont teljes graf éleinek szdma: (128) = 153. Jelolje a piros

élek szamat p, ekkor a fehér élek szdma 2p, a z6ldeké 153 — 3p, igy
f(p)=p-2p- (153 — 3p).

Az f(p) kifejezés pontosan akkor maximédlis, ha a g L.

A szamtani és mértani kozép kozti Osszefiiggés alapjan:

(51 — p) szorzat maximalis.

p p
E+B4 (51—
TERNE Y ha hd it N

ahol egyenléség csak g =51 — p, azaz p = 34 esetén &ll fenn.

Az igy kiszinezett gréafnak 51 darab zold éle van.

¢) I. megoldds. Ha barmelyik 1 kapcsolattal rendel-
kez6 személy kapcsolatat megsziintetjiik, akkor & telje-
sen el lesz szigetelve a tobbiektdl, ekkor ezzel az allitast
bebizonyitottuk.

Az a 16 6, akiknek 2 kapcsolata van, nem ismer-
heti , korbe” egymast, mert ekkor az 1 kapcsolattal bird
személyek nem tudnanak hové csatlakozni.
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Ezt figyelembe véve az egyetlen lehetséges megoldas a lancszer(i héldzat.

Ebben pedig csakugyan igaz, hogy barmelyik kapcsolatot megsziintetve a ha-
l6zat szétesik.

1. megoldds. Ha 18 f6bél all6 Osszefiiggd haldzatot szeretnénk épiteni, akkor
a legels6é embertdl eltekintve minden 4j belépének legalabb 1 kapcsolattal csatla-
koznia kell a méar meglévo halézathoz. Ez minimalisan 17 kapcsolatot jelent.

. *——o

Jelenleg pontosan 16242 _ 47 kapcsolat taldlhaté a halézatban. Ez az Gssze-

fiiggd halozathoz szitkséges minimalis érték, ha ezt csokkentjiik, a halézat tényleg
szétesik.

Megjegyzés. Ha a megoldé a kapcsolatok és a személyek szadma kozotti viszonyrdl
felismeri, hogy fagrafrdl van szo, és hivatkozik a tanult tételre, mely szerint ez a minimélis
éli Osszefiiggd graf, akkor megoldasara teljes pontszamot kapjon.

7. Az 1. abran lathato kézfertétlenitdt tartalmazo flakon azon részét modellez-
tik a 2. dbrédn, ameddig megtoltik fertdtlenitdszerrel. Ez a toltési rész ugy keletke-
zett, hogy az ABCD négyzet alapi egyenes hasabbol a megadott mddon levagtunk
eqy testet. Az igy keletkezett flakon belsé méretei: AB = 6,5 cm, AE = 13,5 cm,
EF =4 c¢cm és BG =10 cm. (A flakonban lévé adagold pumpa dltal elfoglalt tér-
részt nem vesszik figyelembe.)

a) Szamitsuk ki a toltési rész tér- H I
fogatat. A wvdlaszt egész mi-re kerekitve
adjuk meg. (5 pont)

A fertétlenité 96% hatdanyagot
tartalmaz, azaz 96%-os téménységil.
Eqgy felhaszndlo elhaszndlja o flakon-
ban 1évé mennyiség 1%-dt, majd az el-
hasznalt mennyiség helyére ugyanannyi
vizet ont. (Feltételezziik, hogy a ha-
toanyag és a viz egyenletesen kevere-
dik.) Tudjuk, hogy a fertStlenitdszer B
még 50%-o0s toménységben is elfogadha-
to hatdsfokkal véd.

b) Legfeljebb hanyszor lehet a fenti miveletet megismételni, ha azt szeretnénk,
hogy a fertétlenitdszer tovabbra is elfogadhatéan hatdsos legyen? (5 pont)

Az alabbi tablazat egy vdllalkozdsban dolgozdk koreloszlasat mutatja, valamint
az adott korcsoportra vonatkozo tiinetmentesen fert6z6 tulajdonsdg eléforduldsi va-
loszintségét a jarvany eqy adott szakaszaban.

1. dbra 2. dbra

Korcsoport 20-30 éves | 31-40 éves | 41-50 éves | 51-65 éves
Dolgozdék szama 20 40 30 10
Tiinetmentesen 0,4 0,3 0,2 0,1
fert6z6 valésziniiség
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¢) Mennyi a valdszinisége annak, hogy ha taldlkozunk két dolgozdval, akkor
lesz koztik legaldbb eqy fertéz6? A wvdlaszt eqy tizedesjegyre kerekitve adjuk meg.
(6 pont)

Megoldas. a) A négyzet alapi hasdb térfogata:
Vi = 6,5% - 13,5 = 570,375 (cm?).

A levégott test olyan (derékszogll) héromszog alapi (egyenes) hasdb, melynek
alapélei 2,5 cm és 3,5 cm hossziiak, magassiga pedig 6,5 cm. A levagott test

térfogata:
2,5-3,5
Vo =2 5 = 6,5 = 28,4375 (cm?).
A toltési rész térfogata a négyzet alapi és a hdromszog alapi hasab térfogatanak
kiilonbsége:

Vi — Vo = 570,375 — 28,4375 = 541,9375 (cm?),
ami kb. 542 (ml).
b) Minden toltésnél 1%-kal csokken a toménység, ezért az n. toltés utdn
0,96 - 0,99" lesz a toménység. Megoldandé tehat a 0,96 - 0,99 > 0,5, azaz a
0,5
0,96

0,99" >

egyenldtlenség. Mindkét oldal 10-es alapt logaritmusét véve és a logaritmus meg-
felel6 azonossagat alkalmazva:

0,5

n~lg0,99>lg096.

Ebbdl n < 64,9. fgy az ujratoltést legfeljebb 64-szer lehet megismételni.
¢) I. megoldds. A tiinetmentesen fertéz6 alkalmazottak szdma az egyes korcso-
portok létszamanak és a hozzajuk tartozo el6forduldsi valoszintiségeknek a szorzata,

azaz
20-0,4+40-0,3+30-0,2+ 10-0,1 = 27.

100-bdl 2 dolgozdt Gsszesen (180) (= 4950)-féleképpen vélaszthatunk ki (dsszes
eset szdma).

27 fert6zottbdl és 73 nem fertézottbol 1 fertézot és 1 nem fert6zot (27) . (73)

1 1
(= 1971)-féleképpen, 2 fertéz6t (227)(: 351)-féleképpen valaszthatunk ki (a fel-

adat megolddsdnak szempontjabdl kedvezd esetek szdma). A kérdezett valdszin(iség
(a kedvezd esetek szdmdnak és az Osszes eset szdménak a hdnyadosa:)

19714351 2322
4950 4950

0,5.

1I. megoldds. A tiinetmentesen fertéz6 alkalmazottak szama az egyes korcso-
portok létszdmanak és a hozzajuk tartozo eléforduldsi valdszinliségeknek a szorzata,
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azaz 20-0,4+40-0,3430-0,2+10-0,1 = 27. A kérdezett valésziniiséget megkap-
juk, ha a biztos esemény valészintiségébdl kivonjuk annak a valészintiségét, hogy
a két alkalmazott egyike sem fert6zo.

100-bél 2 dolgozdt Gsszesen (120) (= 4950)-féleképpen vélaszthatunk ki (6sszes
eset szdma). 73 nem fertézottbdl 2 nem fert6zét (723) (= 2628)-féleképpen vilaszt-
hatunk ki (a feladat megolddsdnak szempontjabol kedvezd esetek szdma).

Annak a valészintisége, hogy a két alkalmazott egyike sem fert6z6: %. A Kkér-

dezett valdszintiség:
2628 2322

~ 1950 ~ 2950 = 0%

8. Egy tdrsasjdatékban a jatékosok killonbozé méreti kockdkbol ,tornyot” épite-
nek (ldsd 3. édbra). A legalsd kocka éle 16 cm, a rdrakott kockdké 8 cm és 4 cm.
Az épitést tovabdb folytatva minden djonnan felrakott kocka élhossza a kéozvetlendil
elétte felrakott kocka élhosszdnak a fele.

a) Mekkora lenne a keletkezd torony” felszine, ha az épitést végtelen sokd-
ig lehetne folytatni? (A felszinhez a legalsd szint alaplapjanak teriiletét is vegyiik
figyelembe.) (6 pont)

3. dbra 4. dbra

Egy masik jatékban egyforma méreti gomboket rakunk az dbrdn ldathato dtlat-
$z0 miianyag tartéba. A tartd legaljan, annak oldalaival pdarhuzamosan, 5 sorban
soronként 8 gomb érintkezik egymdssal, a vizszintes talajjal és a szélsok a tarto-
val is. Az igy elhelyezett gombdok kozotti ,,gidrokbe” ujabb gombdoket tesziink, ezdltal
eqy ujabb szint jon létre. Ezt az eljarast folytatva ujabb és ijabb szintek keletkeznek,
majd kialakul eqy hdztetd alakid ,prizma” (ldsd 4. dbra). Tekintsik az igy keletke-
zett legfelsd szintet elsének, €s lefelé haladva sorrendben a tobbit mdsodik, harmadik,

.., ésn. szintnek. Ekkor megfigyelhetd, hogy azn. szinten n? +3n darab gomb lesz.

b) Szdmitsuk ki, hogy hdanyadik szinten fejezddik be az eljdrds, ha a ,prizma”
épitését képzeletben lefelé csak addig folytatjuk, amig a legalso szinten legaldbb 2021
darab gomb lesz. (4 pont)
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¢) Igazoljuk, hogy ha az n. szinten pontosan n? + 3n darab gomb van, akkor

n(n+1)(n+5)
3

az n szintd prizmdban 6sszesen gomb van. (6 pont)

Megoldas. a) Az épitmény oldallapjainak teriiletosszege:
S=4-(16*+8+4*+...).
A zargjelben egy végtelen mértani sor Osszege szerepel, ahol g = %.
Mivel |g| < 1, a mértani sor konvergens, {gy az dsszegképletet haszndlva:
256 4096
T =

=3

S =4 (~ 1365,33) (cm?).

Az alaplap és a fedOlapok teriiletosszege:
S' =162 + (16% — 8%) + (82 —4%) + ... =216 = 512 (cm?).

Tehat az épitmény felszine:

4 2
<O396 +512 _) % ~ 1877,33 cm?.

b) Az n? + 3n > 2021 egyenlétlenség legkisebb pozitiv egész megolddsét keres-
sitk. Az n? + 3n — 2021 = 0 egyenlet gyokei: n; ~ 43,48 és ny ~ —46,48.

Mivel a masodfoku kifejezés foegytitthatdja pozitiv, ezért az egyenlétlenség
megoldasa: n < —46,48 vagy n > 43.,48.
Tehat a 44. szinten fejezédik be az eljaras.

Megjegyzés. Ha a megoldé tovabbi indoklds nélkiil, prébélgatassal taldlja meg az
n = 44 megoldést, akkor 1 pontot kapjon.
¢) I. megoldds. Teljes indukciéval bizonyitunk.

n = 1 esetén az allitas igaz, mert

1-(1+1)-(1+5)

ap=1243-1=4 é S, = 2

=4.

Ha valamely k € Nt esetén igaz az allitds, akkor azt kell beldtnunk, hogy k + 1
esetén is igaz, vagyis

k-(k+1)-(k+5)
3
Mindkét oldalt (k + 1)-gyel osztva (k # —1):

+ (k412 +3(k+1) = (k+1)'(k;2)'(k+6).

k- (k+5)
3

Mindkét oldalt 3-mal szorozva:

+(k+1)+3:—<k+2)é(k+6).

k2 +5k+3k+3+9=Fk+8k+12.
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Az 6sszevonasok utan:
k2 4+ 8k +12 = k2 + 8k + 12.
Ez azonossdg, ami minden k € N7T esetén igaz.
Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért az eredeti allitasunk is igaz.
II. megoldds. Az bsszeget az egyes tagok segitségével felirva:
Sp=(12+3-1)+(22+3-2)+...+(n* +3-n).
A jobb oldali 6sszeg tagjait csoportositva:

n-(n+1)-(2n+1) n+1

Sp=124+224+ . +n*+3-(1+2+...4+n) = +3- “n.

6 2
Ezek alapjan:
~n-(n+1)-(2n+1) n+1  n-(n+1) (2n+1 B
Sp=" 5 +3 o n= 5 5 T3)=
_n-(n+1)-(n+5)
3 7

ami a bizonyitand¢ allitas.

9. Nyari sziinetben a 4 éves Peti és
a 10 éves Kati mem jdrt dvoddba, illetve
iskolaba. Napkdzben sokféle jdatékot jatszot-
tak, de a legnépszeribb a céltibldara dobd-
las volt. A céltabla eldtt bizonyos tavolsdgra
eqy csikot ragasztottak a padlora, ezzel je-
lolve meg azt a helyet, ahonnan dobni lehet.
Napkézben, ha a csaldd barmelyik tagja ar-
ra jdr, véletlenszerien dob a tdbldra egy
Ldobonyillal”. A céltdblajukon mind a négy
korgytri szélessége a kozépen elhelyezke-
dé kis kor sugardval egyezik meg, €s azo-
nos nagysagu teriletet ugyanakkora valo-
sziniiséggel taldlnak el. Ha valaki eltaldl egy
korgydrit vagy a belsé kort, akkor annyi pontot szerez, amekkora szdm van arra
a részre irva. Ha valaki a kérvonalat taldlja el, akkor a nagyobb pontszam jdr neki.

a) Mennyi a szerzett pontszdmok vdrhato értéke, ha nagyon sok dobdst hajtanak
végre? (5 pont)
Kati lemdsolta a céltabla koncentrikus koreit eqy papirra. Hatféle szinezdje volt.
A kozépsd kis korlapot és a négy korgyldrit gy szinezte ki, hogy a kis korlap és
a kiilsé korgyirid azonos szint, de bdrmelyik két szomszédos rész kilonbozd szini

lett.

b) Hatdrozzuk meg a kiilonbdzd szinezések szdmdt, ha egy szinezéshez legaldbb
3 szint haszndlt. (7 pont)
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200 cm Az dvoddban a 29 ballagé gyerek mind-
egyike kapott egy 10 cm sugard korlapot, ami-
55 cm re bucsuajindékként tetszdleges rajzot készit-
hettek. Az cvodapedagogusok gy raktak ki
az alkotdsokat egy 200 cm széles és 55 cm
magas parafalemezre, hogy barmelyik két korlap még részben sem fedte eqymdst, és
egyetlen korlap se nyult tiul a lemezen.

¢) Adjuk meg a kérlapok egy ilyen lehetséges elhelyezését. (4 pont)

Megoldas. a) Az egyes részek eltaldldsdnak valdszin{iségét a megfeleld részek
és a céltabla teriiletének ardanydval szamithatjuk ki. Jelolje r a legkisebb kor sugarat,
ekkor a céltdbla sugara 5r. A részek teriilete névekvé sorrendben:

r2m, 3w, brim, Trim és 9rim.

Az egyes valésziniiségek novekvd sorrendben:

35T 9
p1725, p27257 p3*257 p4725 p5725-

A szerzett pontszamok varhaté értéke:

1 3 5 7 9
100 52 +90 - o2 +80 - o2 70+ 52 + 60 oo == 72,

b) (Esetszétvélasztds a szinek szdma szerint.)

Ha Kati pontosan 3 szint haszndl: Jelolje a harom szint A, B, C, a legbels6
korlemezt és a korgytirtiket kifelé haladva sorban 1., 2., 3., 4. és 5. Ha a legbels6
korlemez (1.) és a kiilsé korgy(iri (5.) A szinfl, akkor a kozottiik 1évd 3 korgytirii
(2., 3., 4.) kozil a kozéps6 vagy A, vagy nem A szinfi.

Ha a kozépsé korgytirii (3.) A szinti, akkor a két szomszédja sorrendben BC
vagy C'B.

Ha a kozéps6 korgyfirti (3.) nem A szinti, akkor a hdrom belsé korgytirti C BC
vagy BCB szinii lehet csak.

Tehat ha a két szélsé A szinti, akkor 4 lehetdség van.

A s781s6 korgytrik szine 3-féle lehet, igy harom adott szinnel 3 - 4 = 12-féle-
képpen szinezheték ki. Mivel Kati a 6 szinbdl harmat (g) = 20-féleképpen vélaszt-
hat ki, ezért hdrom szinnel 6sszesen 20 - 12 = 240-féle szinezés lehetséges.

Ha Kati pontosan 4 szint hasznal: Jeldlje a négy szint A, B, C és D.

Ha a legbelsd korlemez (1.) és a kiils6 korgyfirti (5.) A szinti, akkor a kézépsd
korgytlrt (3.) nem lehet A szinl (mert 4 szint kell felhaszndlni), {gy a 2., 3. és 4.
korgytirt 3! = 6-féleképpen szinezhetd ki.

A széls6 korgytiriik szine 4-féle lehet, igy négy adott szinnel 4 -6 = 24-féle-
képpen szinezhetdk ki. Mivel Kati a 6 szinbél négyet ($) = 15-féleképpen vélaszt-
hat ki, ezért négy szinnel Gsszesen 24 - 15 = 360-féle szinezés lehetséges.
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Ha Kati pontosan 5 vagy 6 szint hasznal: 5 vagy 6 szinnel a megadott feltételek
mellett nem szinezhet6 ki az dbra, mert ekkor 5 mez6t kell szinezni ugy, hogy
ezekbOl kettd azonos szinti legyen, igy a maradék harom helyre legfeljebb hdrom
szin hasznalhaté.

Tehét sszesen (240 + 360 =)600 lehetéség van a szinezésre.

¢) Az als6 sorban 10 egymadst érintd korlap helyezhet el. Ha a mdsodik
sorba is 10 korlapot helyeziink el, akkor ezek folé a harmadik sorba méar csak
szomszédos koroket érinté korlapok férnének el. Ekkor a harom egymést érint6 kor
kozéppontja altal alkotott szabalyos haromszog oldalanak hossza 20 cm, magassaga
10v/3(~ 17,32) cm lesz. Igy a hdrom sorbdl 4ll6 sav szélessége 10 + 10v/3 + 30 =
=40 + 10v/3 ~ 57,32 > 55 cm lenne, tehat igy nem fér el a 29 korlap.

Ha az alsé sor f6lé gy helyeziink el koroket, hogy barmely hdrom egymast
érinté kor kozéppontja 20 cm oldalhosszusagu szabalyos haromszoget alkosson,
akkor a masodik sorban 9 kor fér el. Ekkor a folotte 1évé harmadik sorba ismét
10 kor helyezhetd el, ha a harom sor magassiga 55 cm-nél nem nagyobb.

Tekintsiik azt a szabdlyos haromszoget, amelynek egyik oldalanak végpontjai
az alsé sorban az els6 és a harmadik korok kozéppontja. Ekkor ennek a haromszog-
nek az oldala 40 cm, magassaga 20v/3 ~ 34,64 cm hossz1i lesz.

Igy a hérom sorbdl 4ll6 sav szélessége: 20v/3 4 20 ~ 54,64 < 55 cm, tehat
az elrendezés 1étezik, és eleget tesz a feltételeknek.

Megjegyzések. Ha a megoldé megad egy helyes elrendezést, de annak 1étezését nem
bizonyitja, akkor legfeljebb 2 pontot kapjon.

Fridrik Richéard (Szeged), Kovacsné Hadas Ildiké (Budapest),
Németh Laszl6 (Fonydéd), Safar Lajos (Réckeve),
Varga Péter (Budapest)

Matematika feladat megoldasa

B. 5008. Adottak az A kézépponti ka és a B kézépponti kp korok. Az ly
egyenes Ai-ben érinti ka-t és By-ben kp-t; az ly egyenes pedig As-ben érinti k-t
és Bo-ben kp-t. Bizonyitsuk be, hogy az A1As és a B1Bs szakaszok AB egyenesre
vett merdleges vetiilete egyenld hosszusdgu.

(3 pont)

Megoldas. Amennyiben két kiils§ vagy két belsé érint6t hiuztunk be, a megfe-
lel6 pontok vetiiletei egybeesnek, nincs mit bizonyitanunk. A feladat valodi allitasa
arra az esetre vonatkozik, ha mindkét korhoz huzhato kiils6 és belsd érinté is és
az egyik egyenes kiils6, a méasik bels6 érint6. Legyen [y a kozos kiilso, lo pedig
a kozos bels6 érinto.
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