Matematika feladatok megoldasa

B. 5257. Az ABC hegyesszogii haromszdgben a magassigok AA1, BBy, illetve
CC4, az AB oldal felezépontja F. A k kor atmegy az F' és a Cy pontokon, valamint
az A1CY és B1Cy szakaszok Cq-en tuli meghosszabbitasat a P, illetve a Q pontban
metszi. Igazoljuk, hogy A1 P = B1Q.

(4 pont)

Ha az eredeti hdromszog egyenlii szért, melynek alappal szemkozti csicsa C,
akkor a C és F pontok egybeesnek. Ekkor a rajtuk athaladé kort tgy értelmezziik,
mint az AB oldalt a C7; = F pontban érinté kort. Az dbra ebben az esetben
szimmetrikus lesz a hdromszog szimmetriatengelyére, Q By = PA;.

C Vizsgaljuk meg az AC # BC' esetet.

I. megoldas.

Els6 allitas: F'A, = F'By.

Az A, és By pontok a magassagok
talppontjai, igy AA; B< = AB1B< =90°,
az Ay és By pontok az AB oldal Thalész-
korének pontjai. A Thalész-kor kozép-
pontja az F' oldalfelezépont, igy F'A; =
= F'B; (a Thalész-kor sugara).

Maisodik allitas: QB FA ~ PAFA.

Az F, Ay, By, Cy pontok rajta van-
nak az ABC héromszog Feuerbach-korén,
igy a keriileti szogek egyezOsége alap-
jan FB1Q< = FA;P<. A k kor Kkerii-
leti szogeinek egyezbésége alapjan pedig
A PF< = B1QF<. A két haromszog két-
két szoge megegyezik, a két haromszog ha-
sonlé.

A két hdromszog hasonlo és egy megfeleld oldalparjuk hossza megegyezik, ezért
egybevagok is.

QB = PA;.

Sipos Botond Ors (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Keressiikk meg a QQBi-et PAj-be vivé forgatva nyujtas kozép-

pontjét. Mivel QB N PA; = {C1}, ezért a kozéppont a QPCy és By A1Cy korok
masodik metszéspontja lesz. Ez éppen az F' pont, hiszen rajta van egyrészt a feladat
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szovege szerint a QQPCy koron, mésrészt az A; B1Cy Feuerbach-koron, igy a feladat
jelolései szerint a (PC1FQ) korben Cy PF< és C1QF< azonos {ven nyugvé keriile-
ti szogek, tovabbd a (B1C1FA;) korben C1 By F< és Cy A1 F<{ szintén azonos {ven
nyugvo keriileti szogek. A PFA; és QF By azonos koriiljardst hasonlé haromszo-
gek, tehat F' valéban a forgatva nyujtas centruma.

Az elsé megoldasban lattuk, hogy Ay, By a Thalész-kor pontjai, amelynek
kozéppontja az F felezépont. Tehat FA; = FB;.

Eszerint a forgatva nyujtas esetében az arany 1, ez egy F pont koriili forgatas,
az egymasnak megfeleld szakaszok egyenld hosszusagiak, PA; = QB;.

Seres-Szabd Mdrton (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 78 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 61, 3 pontot 6 versenyzé. 2 pontos 3,
1 pontos 2, tovabbé 0 pontos 6 versenyz6 dolgozata.

B. 5271. Legyen ABC olyan egyenld szdri derékszdgii hdromszig, amelyben
a C csicsndl van a derékszdg. Jeldljik ki az AB oldal belsejében az A’, a BC
oldal belsejében a B’ és a C' A oldal belsejében a C' pontokat gy, hogy az A’B'C’
hdaromszog hasonld legyen az ABC hdromszoghdz.

Mutassuk meg, hogy az AB oldal felezépontja, az A'B’ szakasz felezépontja és
a C pont eqy egyenesre esik.

(3 pont) Javasolta: Hajdu Endre (Sopron) és Hujter Mihdly (Budapest)

I. megoldas. Helyezziik el a haromszoget a derékszogli koordinata-rendszerben
ugy, hogy az A, B, C csticsok koordindtéi rendre (0;0), (2;0), (1;1). Az illeszkedési
feltételek miatt az A’, B/, C' csticsok koordinétéi rendre (2a;0), (2b;2 — 2b), (¢; )

alakban {rhatéak alkalmas a, b és ¢ valdésakkal. Ekkor a C'A’ vektor koordinatai
—

(2a — ¢; —c), a C'B’ vektor koordindtai pedig (20 — ¢;2 — 2b — ¢). Az AB szakasz

felez6pontjanak koordindtdi (1;0), az A’B’ szakasz felezépontjdnak koordindtéi

pedig (a + b;1 —b).

c(1;1)

A(0;0) A'(2a;0) (1;0) B(2;0)

1. dbra
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Az A’ B’C" haromszdg pontosan akkor hasonlé ABC-hez (az azonos bet{izésnek

megfelelden), ha a C’ pont koriili 4+90°-os elforgatds a C' A’ vektort C’ B’-be viszi,
azaz ha
(¢;2a —¢) = (2b—¢;2—2b—¢).

Innen, a masodik koordindtak egyenlOsége alapjan 2a — ¢ = 2 — 2b — ¢, azaz
a+b=1.

Tehdt C, valamint az A’B’ és az AB szakaszok felez6pontja egyarant illeszkedik
az x = 1 egyenletil egyenesre.

(A KOMAL honlapon ldthaté megoldds)

II. megoldas. Legyen az AB és A'B’ szakaszok felezépontja F, illetve E.
Bocsdssunk merdlegeseket az F és B’ pontokbdl AB-re, a merdlegesek talppontjai
Ty, illetve Ts. Be fogjuk bizonyitani, hogy az F' és T} pontok azonosak. Tekintsiik
a 2. dbrdt, amelyen az AC'A'< = a jelolést alkalmaztuk.

. /] 45°
A a A T T B

2. dabra

Az AC'A'< hegyesszog, hiszen B'C'A’< = 90°, és ugyancsak hegyesszog a
CB'C'«. Az AC"A'<« és CB'C’'< szbgek széarai paronként merdlegesek egymdsra,
és mivel hegyesszogek, ezért egyenl6 nagysdguak, vagyis

AC'A'a«=CB'C’'a=q.
Az A’B'C’ egyenl$ szaru derékszogli haromszog, igy C'B’A’<t = 45°, ebbdl
az kovetkezik, hogy
BB'A'< = 135° — a,
valamint B’ A’ B< = «. Hasonléképpen kapjuk, hogy

AA'C'a=135° — .

A megfeleld szogek egyenldsége alapjan tehat az AA'C’ és BB’ A’ haromszogek
hasonldk, amely hasonlésagndl az A’C’ és A’ B’ egymdsnak megfelel$ oldalak.

154 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/3



/Cl

Az A’B’C’ hdromszdgben % = \/Lﬁ, ezért az AA" = a jeldléssel azt kapjuk,
hogy

(1) BB' =a-V2.

Nyilvédnvals, hogy BB’'T; egyenld szari, derékszogii haromszog, igy (1) alapjén azt
kapjuk, hogy BT, = B'Ty = a.

Az A'B'T, hiromszogben ET) kozépvonal, mivel E felezi az A’B’ szakaszt
és ET) || B'Ty. Ez azt jelenti, hogy a Ti pont felezi az A'T, szakaszt, és mivel
AA' = BTy = a, ezért T} felezi az AB szakaszt is, tehat F' és T azonos pontok.

Az AB-re meréleges ET; egyenes ezek szerint az AB szakasz felezémerolegese,
amelyre illeszkedik az ABC hdromszog C csucsa is. A C, E, F pontok ezért valéban
egy egyenesen vannak.

Kerekes Andrds (Szeged, Radnéti Miklés Kis. Gimn., 9. évf.)

III. megoldas. Legyen az AB és B
A’'B’" szakaszok felezépontja F, illet- 45
ve F'. A C'F’ merblegesen felezi
az A'B’ szakaszt. A CC'F'B’' négy-
szogben az egymassal szemben fekvo C'
és F' cstcsokndl derékszogek vannak, Bl —— F
ezek osszege 180°, ezért a hirnégyszogek " AN
tételének megforditdsa miatt CC'F'B’ / >
hiurnégyszog. Tekintsiik a 3. dbrdt.

A CC'F'B’ hirnégyszog koré irt
korben F'B'C’'<t = 45°, ezért a keriileti

szogek tételének alkalmazdsival adddik, s S 2 - 457

hogy c ¢ A
3. dbra

(2) FIOC'< = 45°

is igaz. A (2) osszefiiggés éppen azt jelenti, hogy C'F’ felezi a C'CB’'<< = ACB<«
derékszoget.

Az ABC egyenld széru derékszogli haromszogben az AC B< szogfelezdje az
ABC haromszog szimmetriatengelye, és igy athalad az AB étfogd F felez6pontjan.

Eszerint val6ban teljesiil, hogy a C, F’, F pontok egy egyenesen vannak.

Gabor Benjamin (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.),
Keresztély Zsdfia (Budapest XIV. Keriileti Szent Istvan Gimn., 10. évf.)

Megjegyzés. Tobb versenyzé az AB felezpontjat F-fel, a CF egyenes és A'B’ met-
széspontjat F’-vel jelolve azt bizonyitotta be, hogy F’ felezi az A’ B’ szakaszt.

Igy oldotta meg t6bb més versenyzé mellett Fehérvdri Dondt (Miskolc, Féldes Ferenc
Gimn., 11. évf.), Juhdsz-Molndr Erik (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.,
10. évf.), Achyut Bharadwaj (Bangalore, Geetanjali Olympiad School, 11. évf.) és Diaco-
nescu Tashi (Kolozsvar, Spark Hybrid International High School, 9. évf.).

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/3 155



IV. megoldas. Helyezziik az dbrat a derékszogli koordinata-rendszerbe tugy,
hogy a C pont legyen az origd, az A pont az x-tengely pozitiv felén helyezkedjen el,
koordindtai legyenek A(a;0), a B pont pedig az y-tengely pozitiv felén helyezkedjen
el. Ekkor a B koordinétéi a feltételek miatt B(0;a), az AB szakasz F felez6pont-
janak koordinatai pedig

® r(33)

Ezzel az elhelyezéssel a C’ és B’ pontok az x, illetve y tengelyeken lesznek, koor-
dindtdik legyenek C’(¢’;0), illetve B’(0;0'), ahol 0 < ¢/ < a és0 < b’ < a, az A’ pont
pedig az y = —x + a egyenletit AB egyenesen van.

Tekintsiik a 4. dbrdt, amelyen C'B'C'<t = « és az A’ pontbdl merdlegest alli-
tottunk az z-tengelyre, a merdleges talppontjat D-vel jeloltiik.

Y

B(0;a)

>/
D)

C(0;0) .

4. dbra

A C'B'C< és A'C’ D<t merdleges széri hegyesszogek, ezért nagysdguk egyenld,
azaz
C'B'Ca=A'C'D« = a.
Ebbdl kovetkezik, hogy a C'B'C és az A’C'D derékszogli hdromszogek hasonldk, és
a C'A’ = C' B’ feltétel miatt egybevagdk is. Eszerint C'D = V' és A’D = ¢/, tehat
az A’ pont koordinatai
(4) A'(d + b5 ).

Az (4) osszefiiggés és B'(0; V') felhaszndldsdval az A’ B’ szakasz F' felez6pontjdnak
koordinatai

/ / / /
5) F,<c+b.c+b)'

2 72

Az ABC haromszog C pontbeli belsd szogfelezOjének egyenlete y = x. Ezen
az egyenesen minden olyan pont rajta van, amelynek elsé és méasodik koordinatéja
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egyenld, ezért (3) és (5) szerint erre az egyenesre illeszkedik az AB szakasz F', és
az A' B’ szakasz F' felezépontja, valamint a C'(0;0) pont is.

Meljin Ddvid Gergd (Kecskemét, Katona Jozsef Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzések. 1. A megoldést kiildé versenyzék donté tobbsége nem foglalkozott
annak igazoldsaval, hogy az ABC' egyenld szard derékszogii haromszogbe a feladat fel-
tételeinek megfeleléen irt A’ B’C’ haromszog 1étezik. Ennek bizonyitdsit szigortian véve
a feladat szovege sem irta eld. Ugyanakkor példaul a IV. megoldds lehet6séget ad arra,
hogy eljarast adjunk az A’ B’C’ haromszog szerkesztésére és ezzel 1étezésének igazoldsara.

Ehhez vegyiik fel az AC oldalon a C’ pontot tgy, hogy C’ az AC oldalon legfel-
A
jebb TC tavolsdgra legyen C-t6l. Ekkor a feladat jeloléseivel CC' = ¢’. Ezzel az AD = ¢

szerint egyértelmtien kijelslheté a D pont helye, igy pedig az AB oldalon az A’ pont is.
A B’ pontot ezutdn BC oldalon a B pontbdl kiindulva az BB’ = 2¢’ alapjan szerkeszt-
hetjiik meg, ebbdl kivetkezéen CB’ = DC’ = AC — 2¢, hiszen AC = BC.

Ezzel a szerkesztéssel a C'B'C és A'C’'D derékszogii hdromszogek egybevagdk, igy
egyrészt A'C’' = B'C’, mésrészt B'C' A’ = 90°, tehdt A’B'C’ a feladatnak megfeleld
haromszog lesz.

Ha C és C’ azonosak, vagyis ¢’ = 0, akkor kénnyen beldthaté, hogy az ABC és A’ B'C’

haromszogek egybeesnek. Ha pedig ¢’ = ATC, akkor ugyancsak egyszeriien igazolhatd, hogy
A’ illetve C" az AB, illetve AC oldalak felez6pontjai, a B’, illetve C' azonos pontok. Ebben

a két esetben is létezik a feladatnak megfeleld A’ B’C’ hdromszog.

2. A koordindta-geometriai megoldast adé versenyzok legtobbszor a IV. megoldads
szerinti elhelyezést valasztottak.

Licsik Zsdfia (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.) megolddséban
az ABC hiaromszog C cstcsat az origéba helyezte, és az AB szakasz felezémerdlegesének
az y-tengelyt vélasztotta tgy, hogy az A és B pontok méasodik koordindtai pozitivok
legyenek. Ilyen elhelyezés utdn mar csak azt kellett bizonyitania, hogy az A’B’ szakasz
felezépontjanak els6 koordindtaja 0, hiszen a C' pont és az AB szakasz felezOpontjdnak
els6 koordinatdja nyilvanvaléan 0.

Osszesen 104 dolgozat érkezett. 3 pontos 51, 2 pontos 11, 1 pontos 24, 0 pontos
13 dolgozat. Nem versenyszerii: 2 dolgozat, 1 dolgozat nem volt értékelhetd, mert iires
lapot kiildott be.

Megjegyzések a bekiildott dolgozatokkal kapcsolatban.

a) A bekiildott megolddsok tébbsége maximalis pontszdmot kapott. Ezek legnagyobb
része a fenti négy megoldas valamelyikét, vagy nagyon hasonlé bizonyitasi eljarast tartal-
mazott. Volt két olyan megoldds is, amely a Menelaosz-tételt alkalmazta, egy versenyzo
pedig a feladatot a komplex szamsikon értelmezve oldotta meg.

b) Néhany dolgozatban aprébb hidnyossdgok fordultak eld, a hiba mértékétél fiiggben
ezek a dolgozatok 1 vagy 2 pontosak lettek. Azok a megolddsok, amelyek felhasznaltdk
a bizonyitandé allitdst, dltaldban 0 pontot kaptak, legfeljebb 1 pontot akkor szerezhettek,
ha a dolgozatban olyan részlet jelent meg, amely a helyes megolddsban is el6fordult.

¢) Azokra a dolgozatokra, amelyekhez a versenyz6 nem készitett dbrat, a KoMalL
versenykiirdasa értelmében a javité 0 pontot adott.
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B. 5274. Az a < b pozitiv egészek szorzata négyzetszam. Mutassuk meg, hogy
van olyan x pozitiv egész, amelyre a < x2 < b.

(& pont) Javasolta: Réka Sandor (Nyiregyhdza)

Megoldas. Legyen ab = n?. A szdmtani-mértani kozepek kozti egyenlStlenség

miatt aT-H) > n (hiszen a # b). Igy a + b > 2n, vagyis

a+b>2n+1,

a—2n+b>1,
(\/Bi\/a)2>17
Vb—a > 1.

Tehat a [\/6, \/5] intervallum legaldbb egység hosszu, ezért kell lennie benne egész-
nek (hiszen két szomszédos egész kiilonbsége 1); legyen ez az egész k.

Ekkor va < k < \/5, azaz a < k? < b, és készen vagyunk.
Lovas Mdrton (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 12. évf.)

101 dolgozat érkezett. 5 pontos 58, 4 pontos 2, 3 pontos 2, 2 pontos 8, 1 pontos 10,
0 pontos 16 dolgozat. Nem versenyszerti: 2 dolgozat.

| | A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

|_ J (759-763.)

K. 759. Egy kilencfos tarsasagrol tudjuk, hogy mindenki pontosan négy mésik
embert ismer a tarsasdg tagjai koziil. (Az ismeretség kolesonos. )

a) Lehetséges-e, hogy a tarsasig tagjai kozott barmely két embernek van kozos
ismerdse?

b) Igaz-e, hogy egy ilyen tdrsasdg tagjai kozott barmely két ember vagy ismeri
egymast, vagy van kozos ismerdsiik?

K. 760. Az A(2;4), B(6;4), C(4;10) hdromszoget az x = a, majd az y = 2
egyenesre tiitkrozziik.

a) Mennyi a két titkrozés utan kapott csicsok masodik koordinatdinak dsszege?

b) Mennyi a értéke, ha a két titkrozés utdn kapott cstcsok elsé koordindtdinak
Osszege 367
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