sen und ganzen den gleichen Verlauf.
Charakteristisch ist der bevorzugte
Durchlass bei 500 —600 Hz, 1100 Hz
und 2000 Hz. Die Spektrogramme
wurden bei gleicher Aufnahme -und
Wiedergabeverstirkung  gewonnen.
Um die unterschiedlichen Schlagin-
tensititen zu eliminieren, wurden alle
Ubertragungsfunktionen Y (f) auf die
bei 2 m bezogen. Das Ergebnis zeigt
Bild 9. Auf der Ordinate ist hier zu-
sitzlich die Ubertragungsdimpfung

den. Auf die Deutung der Oberschwin-
gungen soll in diesem Zusammenhang
nicht eingegangen werden, da nur
die sich durch die Registrierung der
Abbremsvorgiange ergebenden neuen
Moglichkeiten der Hammerschlagseis-
mik angedeutet werden sollten.
Herrn Prof. Dr Meisser danke ich
fiir seine Anregungen und die Geneh-
migung, diese Arbeit aus dem Institut
fir Angewandte Geophysik der Berg-
akademie Freiberg hier veroffent-

b in Neper angegeben. Die Kurven lichen zu diirfen.
weisen auf den Bandfiltercharakter
des im Untersuchungsbereich anste-
‘henden Gneises hin. Als Resonanz-

frequenz kann 2,2 kHz abgelesen wer-

Litteratur:
Grammel, R.: Das Abbremsen drehsymmet-
rischer Kérper beim Fall auf Sand. Ing.
Arch. 17 (1949), S. 219 — 222.

Néhany megjegyzés a nehézségi eré masodik
derivaltjainak szamitasi képleteihez

Az elbaddas elsé része a mdsodik derivaltak azon szdmitdsi képleteinek daltaldnos levezelését mu-
latja be, melyeknél a mdsodik derivdltat koncentrikus korik mentén mért nehézségi értékel kizépérté-
kének bizonyos egyiitthatékkal szorzott Gsszegével képezik. Ilyen dltaldnos képletb6la szdamitdsba kerils
kordk szimdnak, sugardnak és egyiitthatéjanak kilonbozé megvdalasztdsdval az irodalombdl ismert és
szdmos mds formula kiadédik. E formuldnak alapjdn nyert értékeket az eléadé dsszehasonlitja gomb és
henger alaki testek hatdasdval.

A mdsodik részben az eléadé az egyitthaték hatdrait adja meg, amikor a formuldk kiszdmildsa
Peters és Elkins mintdja szerint a leghkisebb négyzetek médszerével térténik, mikozben a silyegyiilthato-
kat valtozénak tekinti. Megmutatja, hogy az 1. tdblazatban felsorolt 25 formula a sulyegyitthaték meg-
felelé megualasztasaval nyerheté.

B nepeoti wacmu doxaada paccmampugaemes o6wWuil 661600 HopMya 0As GbIUUCACHUS 6MO-
PbIX NPOU3EOOHBIX, NPU NOMOWU KOMOPLIX GMOpble NPOU3EOOHbIe NOAYUAMES YMHONCEHHOU HA
onpedeaennvle K0IPPHUYUEHMbL CYMMOT CPEOHUX GeAUYUH CUABL MANCECNU, UIMEDEHHbIX 10
KoHyernmpuueckum okpyxcrocmam. Ilokasaro, kaxum o6pasom noayuaemcst psd gopmya, us-
6ecMHBIX U3 AUMepamypbl, a makojce u HeKomopste Opyeaue gopmyast, nymem coomeememeymwujezo
nooGopa Kkoauuecmeéa, paoduyca u KoIPPuyuenmos ucnoab3yemurx oxpysrctocmeil. Ilpueod
CONOCMABACHUSA 6eAUNUH, NOAVUAeMbIX IMUML opMyaamu, ¢ sfiiekmon cepudeckux U YUAUHO-
puueckux mea. = Lo

Bo emopoil uacmu 0okaada onpedeasiomes npedeast KoIG@HUYUEHMos 045 cayuaes, ko2oa
dopmyav 661600aMcst MemoOOM HaUMeHbUIUX Kéadpamos no cnocooy Ilemepca u Iabkutca, a
secosvle K0IuyLuenmer npunumaromes nepementvimu. IToxazao, umo 25 opmya, npugeoeHHsx
6 mabauye 7 Mo¥CHO noayuume coomeemcmeyyuMm nooGopom eecosorx Ko3fipuyuenmos.
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Der erste Teil des Vortrsgs beschdaftigt sich mit der allgemeinen Ableitung solcher Berechnungs-
formeln der zweiten Derivierten, bei denen ma die mit gewissen Koeffizienten multiplizierten Mqitel-
werte der an den einzelnen konzentrischen Kreisen erhaltenen Schwerewerte summiert. Hs wird aus-
geftuhrt, wie man eine Reihe der in der Literatur angegebenen Formeln und auch andere bekommt, wenn
man die Anzahl und Halbmesser der Kreise, und die Koeffizienten entsprechend wdhlt. Die durch
diese Formeln erhaltenen Zahlenwerte werden mit den Wirkungen kugelférmiger und zylindrischer

Koarper verglichen.
Im zweiten Teile werden die Grenzen der Koeffizienten bestinvmt, falls man die Formeln mattels

der Methode der kleinsten Quadrate in der von Peters und Elkins angegebenen Weise ableitet, und die
Qewichts- Koeffizienten als verdnderliche betrachtet werden. Hs wird gezeigt, dass man die wn Tabelle I.
angefithrten 25 Formeln durch entsprechende Wahl der Koeffizienten erhalten kann.

Einige Bemerkungen zu den Formeln
fir die Berechnung der zweiten
Schwereableitungen

B. BERANEK*

In den letzten Jahren erschien in der geophysikalischen Literatur eine
Reihe von Arbeiten, welche sich mit Ableitung und Bewertung der Formeln
fiir die Berechnung der zweiten Ableitungen befassen. Die Anwendbarkeit der
einzelnen Formeln wird an verschiedenen Modellen des Schwerefeldes be-
wiesen. Die vorliegende Arbeit bringt einen Versuch eine mehr allgemeine
und anschauliche Bewertung der einzelnen Formeln derart durchzufiihren,
dass die Beziehungen zwischen den Koeffizienten in den Formeln gesucht
werden und einen Versuch die Formeln in einer allgemeineren Weise abzulei-
ten. '

Eine Reihe von Formeln fiir die Berechnung der zweiten Ableitungen der
Schwere lisst sich in nachstehender Form schreiben:

1 N
(g:z)p: ey )“_’,‘ Al'?i (ki‘r)’ (1)
i=0
wobei 7 = die Maschenweite des quadratischen Gitternetzes (Gitterab-
stand),
kr = Radius des ¢-ten Kreises, wenn k,=0, k=1,
g(kr) = der mittlere Schwerewert auf dem Kreise mit dem Radius k7,
A, = numerische Konstanten, die die einzelnen Formeln charakteri-
sieren,
N = Anzahl der Kreise.

Das Limit der Gleichung (1) fiir »—~0 konvergiert zum wahren Werte
der zweiten Schwereableitung g... Aus dieser Bedingung kann die Abhingigkeit
zwischen den Koeffizienten 4, (¢=0, 1, 2 . . . N) abgeleitet werden.

* RN Dr Brietislay Beranek
Hauptgeophysiker der CND, Nationalunternehmen,
Betrieb Geofysika, Podebradova 102 - B rn o.
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Der mittlere Schwerewert auf dem Kreise mit dem Radius 7 kann durch
die bekannte Entwicklung ausgedriikt werden:

g(r) = Z Co; fies (2)
i=0
wobei

1
Cy = —'Zgz:’ co = 9(0).

Wenn man Gleichung (2) in Gleichung (1) einsetzt und zum Limit fiir
7y —0 iibergeht, erhilt man:

oy =1m 00 34,02 3 4,024 3 0200 3 A (3)
r—-OIr = 4 Do ]-_-.z i=0

Das dritte Glied in der Klammer (3) konvergiert offenbar nach Null. Das zweite
Glied ist endlich. Will man erreichen, dass das erste Glied nicht iiber alle Gren-
zen wichst ist es erforderlich, dass

(B

r

i=0

sei.
Vom zweiten Glied ergibt sich dann

2 Akt = (5)

Ausdriicke (4) und (5) sind die Grundbeziehungen zwischen den Koeffizienten
A, In Gleichung (1) gibt es daher N—1 unabhingige Koeffizienten.

Die gefundene Beziehung zwischen den Koeffizienten 4, gewihrt manche
Adjustierungen der Gleichung (1) fiir die Berechnung der zweiten Ableitungen.

Bezeichnen wir die zweite Schwereableitung, die bloss aus den Schwere-
werten auf dem ¢-ten Kreise berechnet wird, als

—g(hr)], (6)

(gzz)pi o= 22

13

so ldsst sich Gleichung (1) folgenderweise schreiben :

N
(g:z)p T 2 €i(9:2)P; (7)
i=1
wobei
124
= — et 5 (8)
4
es gilt dann:
N
e =1 (9)
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Gleichung (7) bedeutet daher, dass die Formel fiir die Berechnung der zweiten
Schwereableitungen eine Gewichtsumme der Werte der zweiten Ableitungen
(9:2)p, ist, die aus den Schwerewerten auf einzelnen Kreisen mit den Radien
kyfir7=1, ... N berechnet werden. Die Gewichtskoeffizienten e, kénnen posi-
tiv oder negativ sein, aber die Summe derselben muss Eins sein. Einzelne For-
meln lassen sich dann nach Grosse der Gewichtskoeffizienten e; bewerten, denn
diese Koeffizienten geben den Anteil der Schwerewerte auf einzelnen Kreisen
an dem Totalwerte der Schwereableitung.

In der Praxis benutzt man meistenteils Formeln mit 3 Kreisen. Man wahlt

iiblicherweise Z,= V2, k= V5. Mit Hinsicht auf die Beziehungen zwischen den
Koeffizienten A, lisst sich Gleichung (1) fiir N =3 in Abhingigkeit bloss von
zwei Koeffizienten, z. B. A,, 4, ausdriicken. Man kann diese folgenderweise
schreiben :

1 = = R e
(9:2)p = )_2 {(4+ A, +445)90— (4 + 24, +54,)9,(r) + Aoga(V 27) + A3g5(V 57)}-
(10

Infolgedessen kann man auch die Eigenschaften der Formeln fiir die zweiten
Ableitungen in Abhéngigkeit bloss von zwei Koeffizienten untersuchen. Die
einzelnen Formeln konnen in einem Koordinatensystem 4, A4, graphisch als
Punkte dargestellt werden.

In Tabelle I sind einige Formeln angegeben, die in der Praxis benutzt wer-
den. Sie sind durch ihre Koeffizienten 4, und e, bestimmt.

Bei den ersten drei Formeln handelt es sich eigentlich um eine Netteltonsche
Formel fiir verschiedene Radien.

Formeln 4, 5, 6 sind Mittelwerte der zweiten Schwerecableitungen, die fiir
einzelne Kreise obigen Beziehungen gemiss berechnet werden.

Formeln 8, 9, 10 werden immer aus zwei Gleichungen (2) von der Entwick-
lung fiir den mittleren Schwerewert berechnet, in welcher die ersten drei Glie-
der betrachtet werden, mit der Voraussetzung, das ¢,=¢(0). Formel (8) wird von
Henderson— Zietz angegeben.

Formel (11) wird aus drei Gleichungen (2) fiir den mittleren Schwerewert
g(r) mit Beriicksichtigung von 4 ersten Gliedern errechnet. Die Verfasser der-
selben sind Henderson und Zietz.

Ahnlicherweise werden Formeln 12, 13, 14, 15 berechnet mit der Voraus-
setzung, dass g, unbekannt ist. Das Verfahren fiir die Berechnung der Formeln
8 —15 wird von Rosenbach angegeben.

Weitere Formeln 16 — 21 sind nach einzelnen Verfassern mit Verwendung
der Methode der kleinsten Quadrate angegeben. Formel 23 lasst sich berechnen
durch die Kombination verschiedener Verfahren nach Sharpe, Fullerton und
Elkins — mit Benutzung des quadratischen Gitternetzes (Hergerdt).

Formel 24 und 25 folgt aus den Uberlegungen im nachstehenden Absatz
tiber den mittleren Fehler in der Berechnung von (g..),.

Die einzelnen Formeln konnen den Gewichtskoeffizienten e, ¢,, ¢; gemass
bewertet werden. Diese Koeffizienten geben — wenn wir erwigen, dass die Sum-
me derselben nach Gleichung (9) der Eins gleich ist — den Anteil der einzelnen
partiellen Ableitungen (g.,)p; an dem Totalwerte von (g.,),. Die ersten 3 For-
meln brauchen nicht einzeln analysiert werden. In Formeln 4 — 7 ist der Anteil
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Tabelle 1.

Nr Bezeichnung Ay Ay A, Az e es es
1 | Nettleton (r) 4 -4 0 0 1 0 0
2 » (x)2) %) 0 =) 0 0 1 0
3 » (rf5 - 0 0 : 0 0 1
(r¥5) s =i
4 | Mittelwert:
(r; t¥/2) 3 —2 =5 0 0,5 0,5 0
e 7 2
5| (V2;r¥5) g 0 =i e 0 0.5 0,5
5 5
15 12 2
6 (r; r¥5) e =9 0 =% 0,5 0 0,5
TN e 34 20 10 4
7 | (r; tV2 ;0¥5) — = S e 0,3333|  0,3333|  0,3333
15 15 15 15
8 | Direkte Aus-
rechnung, g,
bekannt:
(r; ¥2) 6 -8 2 0 2 =3 0
Ay 24 25 1
9 (v; v¥/5) = —2 0 — 1,25 0 —-0,25
5 5 5
10 V2 ;Y5 i 0 9 2 0 1,6667| —0,6667
S I g BT ’ ’
olia © 20 102 150 50 2
11 | (r;2)2;1V5 = = — =2 2,5 -1,6667|  0,1667
15 15 15 15
12 | Direkte Aus-
rechnung, un-
bekanntes g,
(r; rV2 ) 0 4 -4 0 -1 2 0
13 (r;1¥5) 0 1 0 =1 -0,25 0 1,25
bt Lokl 4 4
14| @V/2;:¥5; 0 0 = = 0 - 0,6667  1,6667
15 | (r; V2 ;rV5 0 7 =3 1 ~1,75 4 ~1,25
16 2 4 10
16 |Elkins 1 = =L e e 0,0333|  0,1333|  0,8333
15 15 15 15
4 2 6
17 1I. = = 0 - = —0,0714f 0 1,0714
7 7 7
22 8 6 24
18 111. o = = e —0,0645|  0,0967 0,9678
31 31 31 31
: 558 254 374 70
19 | Grosse I. — _— = —u 0,3896 1,1472| -0,5368
163 <163 163 163
558 128 518 88
20 11. —_ o it S 0,1768 1,4309| — 0,6077
181 181 181 181 :
12 9 4 1
21 | Rosenbach — i e ST 0,75 0,6667 — 0,4167
3 3 3 3 .
144 185 40 1
22 | Baranov i 'y _ — 1,85 -0,8 - 0,05
25 25 25 25
23 | Elkins, (Shar- 102 24 94 16
peund Fuller- — - - — 0,1818 1,4242( —0,6060
ton) 33 33 33 33
24 0,201 0,540 0,278 | —1,019 —-0,1351| -0,1390 1,2741
25 0,352 0,468 0,122 | -0,942 —-0,1165| —0,0612 1,1781
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der einzelnen Kreise gleichmissig. In Formeln 8, 9, 11 ist der Wert (9..)p InS-
besondere durch den mittleren Schwerewert von dem ersten Kreise beeinflusst.
Von den bekannten Elkinsschen Formeln ist es ersichtlich, dass von grosster
Bedeutung fiir den Totalwert der zweiten Ableitung der dem dritten Kreise
entsprechende Wert (g.,)p; ist. Bei den Formeln von Grosse dussert sich der Ein-
fluss des zweiten Kreises. In der Formel von Rosenbach und besonders von Bara-
nov ist der Wert des ersten und zweiten Kreises von grosster Bedeutung.

Die Zweckmaissigkeit der einzelnen Formeln ldsst sich weiter daraus be-
werten, welchen Teil des wahren Wertes der zweiten Schwereableitung sie an
geben in den Hohepunkten der Schwereanomalien, die durch einen kugel-oder
zylinderformigen Korper hervorgerufen werden, dhnlich wie es Elkins, Hergerdt,
Grosse durchfiihren. : , : i ‘

Man berechnet das Verhéltnis des angendherten und wahren Wertes der

. s r . A !
‘zweiten Schwereableitung mit Bezug auf t=7, wobei 7= Gitterabstand, A=

= Tiefe des Mittelpunktes einer Kugel oder der Achse eines horizontalen Zylin-
ders. Fiir den Fall einer Kugel bezeichnet man dieses Verhéltnis «(¢), fiir eine
Zylinder f(t). «(t) und f(t) sind lineare Funktionen der Werte 4,, 4, die grap-
hisch dargestellt ein System von Geraden ergeben. -

Ahnlicherweise lisst sich die Anwendbarkeit der einzelnen Formeln dem
Fehler gemiss bewerten, den man in der Berechnung der zweiten Ableitung mit
Hinsicht auf die Genauigkeit des urspriinglichen Schwerefeldes begeht. Dabei
betrachtet man die Anzahl der Punkte auf den einzelnen Kreisen, die Grosse
des Gitterabstandes » und: den Fehler in Ablesung des Schwerewertes +e. Man
kann den Fehler mit Beziehung auf die Koeffizienten 4,, A, ausdriicken.

Die Formeln, die den wahren Werten hahe Ergebnisse leisten, — d.h. die
Formeln, welchen grosse Werte von ¢ und f entsprechen — besitzen gleichzei-
tig grosse Fehler 6 in der Berechnung der zweiten Ableitung. Fiir die geeignets-
ten Formeln ist es erforderlich, dass das Verhéltnis des Mittelwertes und der
Grosse von « oder f am geringsten ist. Zum Zwecke der Vereinfachung wurde

das Verhiltnis

2 '
betrachtet.

k(Ag, Aq) =
(A, 4y) o)

Es sind die Elkinsschen Formeln, Formeln 3 und 13, bzw. die abgeleitete
Formel 24 und Formel 25, welche dem kleinsten Werte von £ entsprechen. Als
wenig geeignet fiir die Berechnung der zweiten Ableitungen erscheinen die
Formeln vom Henderson— Zietz Nr. 8, 11 und Formel 22 von Baranov.

Im zweiten Teil befasst sich die vorliegende Arbeit mit der Aufgabe, in
welchen Grenzen sich die Koeffizienten 4, andern konnen, falls ' man die For-
meln fiir die Berechnung der zweiten Ableitungen mittels der Methode der klein-
sten Quadrate in der von Peters und Elkins angegebenen Weise ableitet, wenn
man die variablen Gewichtskoeffizienten betrachtet. 2

Zuerst wird man diese Aufgabe allgemein l6sen fiir den Fall, dass die An-
zahl der Kreise mit den bekannten mittleren Schwerewerten dem N gleich ist.
Benutzt man die Methode von Peters, bestimmt man von den bekannten ‘Werten
g(kjr) fir j=1, ... N mittels der Methode der kleinsten Quadrate den Koeffi-
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zienten ¢, in der Entwicklung (2) fiir g(r), wo M Glieder betrachtet werden. Man
kann zwei Fille unterscheiden: in der Entwicklung g(7), 1. go=¢o, 2. go# Co-

Falls g, =c¢,, gibt es M unbekannte Koeffizienten ¢,; (¢=1, 2. .. M). Dabei
muss man M <N wihlen. Die normale Gleichung (Summe der Quadrate der
Korrekturen) W wird folgende Form haben:

, 2 = M ; 12
W = 3 oy|gfkr) —go— 3 calkyr)*| »
=X i=1

wobei «;= Gewichtskoeffizienten mit Voraussetzung, dass o;=0.

Aus der Bedingung, dass der Wert W minimal sei, ldsst sich ein System von
M Gleichungen ableiten, von welchen man den Koeffizienten ¢, berechnen kann.
Fiir den Koeffizienten A, erhéilt man folgende Ausdriicke:

3ir e
: P Al
4 4 — ke,‘ kEM kel- LeM
y I 2y W e e g B
A D M =M R g aM
P M & M & M
wobei a(¢, . . . ;) = Kombinationen von M Elementen (Nummern) aus N

Elementen (Nummern).

2 2 2
Ky, ey o Ky

4,

I e —— \‘ a - . o(z — l - . . . .
: A — 8 M 2M g2 M
alep- - eM—1) Fe st ey St ey oy
el =t
4 4
by oo ki

Dem T oem
Bl s

In den angefiihrten Formeln bedeutet

2 2 2
2 ]‘v'sl"‘ksm
4= 2 o0 TR VY (R i
aley: - -¢€ " PR s
M | kfl ka

Ahnlicherweise kann man fiir den Fall ¢, g, folgende Ausdriicke fiir die Koef-
fizienten A, ableiten.

A
2 2 4 4
IR K, o ok kL < ok
AozT Bl ot o SRR NG L
A ey - -ep) S
v kel k’sM | ksl keM



2 72 2 4 4
4at kh ksl' Y .ksM—l kzl' 2 -keM—l
A4, =——)a e U o DRSS R At ey e
A “1 M gem M M M
“(81 *EM-—1 §. avey o EM—1 €] Vi > eM—1
g =t
TR L Vo s 1 155t I
2 ;2 2 4 4
: A K- kS,
DT TRl PP o R |
71(21 .gi.;e';N') kf i k!] . . .keM ksl .« . .kEM
wobei
2 2 2
| HEREY >
A= > Sy o -+
= > 3 i DT
e - epg) Btk
Teoe il 2
2 2
2 5 Fey - - 'k‘M+l
P AR D
nley: - epry ) kf;w v .kaA:+1
In allen Formeln setzt man voraus: g <e< ... <gy,.

Aus der Bedingung, dass die Gewichtskoeffizienten nur positive Werte
annehmen konnen, findet man die Grenzen, in welchen sich die Koeffizienten
A(¢=0,1...N) bewegen. Diese Aufgabe wird man fiir einen Sonderfall N =3
16sen.

Nachdem fiir N =3 nur zwei Koeffizienten 4, unabhéngig sind, wird man
nur die Beschrinkung der Koeffizienten 4,, 4, folgern. Die Ergebnisse — wie
auch im ersten Teil dieser Arbeit — konnen in dem Koordinatensystem A4,, A
graphisch dargestellt werden. Die Beschrinkung der Werte 4,, 4; wird in der
Ebene 4,, 4, den Bereich begrenzen, in welchem die Formeln (g,.), Abhéngig-
keit von den variablen Gewichtskoeffizienten «; liegen.

Wenn man ein Bereich bezeichnet, in welchem die Formeln (g,,), fiir g,=
=c¢o;M =1 liegen, so der stellt Bereich ein Dreieck mit den Gipfeln von

folgenden Koordinaten vor: (—2,0), (0, 0), (O,-—%).

Fiir den Fall gy=c¢y; M =2. Es ist eine Gerade der Gleichung A4,+10

Ay;—2=0, die mit den Punkten {—1—30; 183 , (2,0) begrenzt ist.

10 2)
3’ 15)
welcher auf der vorhergehenden Geraden liegt und Formel 11 angibt.

Fiir den Fall M =3 erhilt man einen Punkt mit den Koordinaten

Ebenso im Fall ¢,g, ergibt sich fiir M =1 ein Bereich der Formeln (g.,),,
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Fiir M =2 erhilt man einen Bereich der Formeln (g,,), in der Form einer
Abszisse der Gleichung 4,+10 4;—2=0, die durch die Punkte (-8, 1) (0,0)

begrenzt ist.
Fiir den Fall M =3, der sich schon der Losung durch die Methode der

kleinsten Quadrate entzieht, ergibt sich Punkt %O - —2—] welcher auf der Geraden

15
von dem vorhergehenden Falle liegt und Formel 11 darstellt.

Alle Formeln liegen in den gefundenen Bereichen und lassen, sich einheit-
lich mittels der Methode der kleinsten Quadrate ableiten wenn man geeignete
Gewichtskoeffizienten o; wihlt.
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