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Homogén és inhomogén testek témeg-
hatasanak kifejezése feliileti integralok
segitségével

KOLBENHEYER TIBOR, Kosice (Csehszlovikia)

Altaldnos alaki testek dltal keltett nehézségi és magneses ertérnek potencidljdt és térerdsségét,
valamint ezek parcidlisait térfogati integralképletek szolgaltatjak. Minthogy ezek gyakorlati megolddsa
altalaban haromszori bonyolult integraldshoz vezet, e térfogati integrdlokat Gauss tétele segitségével
feliileti integralokra lehet visszavezetni. Ezdltal a sziikséges integracidk szamat eggyel csikkenthetjiik,
ami a gyakorlati szamitasok szempontjabol jelentds elény.

A szerzé ebben az eléaddsdban régebbi vizsgalataihoz kapesolédva, amikor homogén testek tomeg-
hatasanak meghatarozasdval foglalkozott, ezittal olyan imhomogén testekkel foglalkozik, amelyek
tomegeloszlasa a mélységgel egyiitt linedrisan valtozik. Specidlisan, a telszéleges kereszimetszeldl fiiggo-
leges alkotoju egyenes hasdbok erdfiiggvényeinek kiszamitdsdt olyan vonalmenti integrdlasokra vezeti
vissza, amelyeknél az integrdlas utja az alapfeliletek keriilete.
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Potentiale, Feldstirken des durch allgemein geformter Korper erregten gravimetrischen und
magnetischen Kraftfeldes und deren partielle Derivierten sind durch Volumenintegralformeln gegeben.
Da aber deren praktische Losung durch dreifache komplizierte Integrierungen gemacht werden sollte,
fithrt man diese Volumenintegrale mit Hilfe eines Gaussischen Satzes auf Fldchenintegrale zuriick,
wodurch die Anzahlt der notwendigen Integrationen mit eins vermindert werden kann, was vom
Gesichtspunkte der praktischen Rechnung einen bedeutenden Vorteil hat.

Sich an seine frithere Untersuchungen wber die Bestimmung der Massenwirkungen homogener
Korper anknipfend, beschiftigt sich der Verfasser in diesem Vortrag mit inhomogenen Korpern,
wo auch die Massenverteilung mit der Tiefe linear dndert. Speziell, fiihrt er die Berechnung gerader
Prismen mit vertikalen Erzeugenden und beliebigen Querschwitten. auf Linienintegrale zuriick, wo der
Weg der Integrale lings der Umfdange der Grundfldchen vorangeht.

A.geofizikai kutatomoédszerek mai alliasanal a kiértékelés modszereinek
fontos szerepitk van a kiillonbo6z6 testek gravitécids és magneses terének ki-
szamitasiban. Ismeretes, hogy a nehézségi tér szigorti megoldisit az
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képlet fejezi ki, ahol U a nehézségi potenciilt, x a graviticiés allandot jelenti,
tovabba 7 a térfogat, o a dr térfogatelem altal meghatirozott P pontban

U==x (1)
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a slirtiség és R e pontnak a P, ponttdl valé tavolsiga, amelyben a test nehézségi
hatasat vizsgaljuk (1. dbra). A graviticiés hatist az
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vektoregyenlet fejezi ki, ahol R=P0P_és F a térerGsség vektora. A potencial-
nak a derékszogii egyenesvonall (z, y, z) koordinatik szerinti masodik parcialis
differencialhdnyadosait, amelyek a graviticiés médszerek gyakorlati alkal-

1. dbra

mazasdban igen fontos szerepet jatszanak, hasonlé formuldk fejezik ki. Ha a
mésodik parcidlisokat ismerjiik, akkor homogén mégnesezésii testekre a
Poisson-féle egyenletrendszerrel a mdagneses térerdsséget konnyen kifejez-
hetjiik.

A feladat gyakorlati megoldisa, amint az (1) és (2) egyenlethdl lathato,
hiromszoros integrilishoz vezet, ami erlsen megneheziti a szdmitésokat.
Egyes esetek kivételével, melyeknél az integrélis ismert, zart formaban adott
figgvények segitségével vagy zart sorok alakjaban végezhetd el, altalaban
kozelité eljarasokkal szamitjuk ki a nehézségi, ill. méigneses anomélidkat.
Jelenleg ilyen eljarasok egész sora van gyakorlati alkalmazisban, de ijabban
Talwani — Ewing, valamint Goguel és Morgan—Grant eljarasa keriilt eld-
térbe.

A jelen dolgozat célja, hogy megmutassuk, hogyan lehet egyszertibb
esetekben, éspedig nem-homogén testek esetén az (1), (2) képletekben szereplS
térfogati integrilokat az ismert Gauss-tétel segitségével feliileti integralokra
visszavezetni és eziltal a sziikséges integrilisok szamit eggyel csokkenteni,
ami gyakorlati szamitisokndl jelentés elénnyel jarhat. Ha ui. tekintetbe
vessziik, hogy a P, fixpontra vonatkozdéan a tévolsignak a valtozé P pont
koordinatai szerint képzett Laplace-kifejezése

AR = e
R
akkor a homogén test nehézségi potencidljit kifejezé egyenlet a kovetkezd
alaku:
U:i"fARm:ﬂgSa_Eds (3)
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ahol 8 a test felszine, dS egy eleme. A (2) képlet dtalakitisinal vegyiik tekin-
tetbe, hogy az integrandust az

7 |
i ]

alakban irhatjuk fel, ahol a P index azt jelenti, hogy a gradiens képzése a
valtoz6 P pont koordinitai szerint torténik. Ha ezt a kifejezést a (2) egyenletbe
helyettesitjiik, akkor a Gauss-tétel alkalmazisival a térer8sség vektorit az
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F = — o
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egyenlettel fejezhetjiik ki, ahol n az § feliilet kiils normdlisat jelenti. Ha F-et
X, Y, Z osszetevlire bontjuk, a (4) egyenlet helyett az

~ cos (nx)dS cos (ny)dS
T Lol SOBNER Spre é—
eP—7 i R l

~ cos (nz)dS %
Z = —np () —— l
I

skalaris egyenleteket nyerjiik.

E rovid bevezetés utédn, amelyben a homogén testekre vonatkozé leg-
fontosabb alapképleteket foglaltuk ossze, térjiink it néhidny egyszeri nem
homogén eset vizsgalatira. Természetesen a nehézségi anomalidk értelmezésé-
nél csak ritkdn alkalmazunk olyan elméleti modelleket, amelyeknél valtozo a
slirtiség. Két megel6z8 értekezés azonban részletesen foglalkozott homogén
testek tomeghatasinak feliileti integrilokkal valé kifejezésével, ezért e téma
tovabbi részletezése felesleges. Viszont néhiny részleteredmény azt mutatja,
hogy inhomogén testek nehézségi terének elméleti vizsgilata is vezethet gya-
korlatilag felhasznidlhaté kovetkeztetésekre. E felismerés annil fontosabb,
mert a nem homogén nehézségi probléma teljes megoldisa a megfelel6 magneses
probléma megoldasit is tartalmazza és a gyakorlatban tényleg sokszor eld-
fordulnak olyan képz6dmények, amelyeknek a magnesezettsége nem egyen-
letes.

Egyszerliség kedvéért most azzal az esettel foglalkozunk, amelyben a
o = a+ fz slirliség a z mélység linedris fiiggvénye («,  allandd) és a P, pont,
amelyre a test tomeghatésit kivanjuk kiszdmitani, a testen kiviil van. A siir(i-
ség eloszldsdnak flggvényét a

0 = 0o+ B(2—2,) vagy g, = a+pz, (6)
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alakban fejezhetjiik ki, amellyel a nehézség fiiggbleges Osszetevijére a (2)
egyenlet szerint a

=

R3

0 dr

zZ = xgi [oo + B(z—2)]

E 9 (1)
=xgof zR:’° dr—xﬁf(z—zo)a_z(E dv (7)

egyenletet nyerjiik.

A levezetésnél tekintetbe vettiik, hogy

_3_1 1 OB _  z—2
82(RJ N

A (7) egyenlet jobb oldaldnak elsé tagja nyilvinvaléan a g, stirtiségli homo-
gén testnek megfelels térerdsség z menti osszetevije és ezt a kovetkezGkben
Zy-val jeloljiik. A jobb oldal mésodik tagjdban levd integrandust a kovetkezd-
képpen alakitjuk at:

/ e 0 (14 - 0 fa=eg] 1
.P‘“’)&(E)‘ﬂ R J E 5

Tekintve, hogy a g, slirliségl test erSterének potenciilja a P, pontban

dz
Uy = o ’E:
v
e (8) kifejezést a (7) egyenletbe téve, kapjuk:

2—20

R

dr.

B /]
Z="U,+Z,— Forls
:Qo 0 0 %ﬂf{)z(

A jobb oldalon levé térfogati integralt a Gauss-tétel segitségével ismét feliileti
integralla alakitjuk 4t és igy kapjuk a

z2—2,

R

Zit— £, U,+ Zo—xﬁqi cos (nz)dsS' (9)
%0 &

egyenletet.

A homogén test potencidljat és a fiiggbleges osszeteviket a (3) és (5)
képlet adja meg. Ha tehét ismerjiik mér a homogén probléma megoldisit az
adott testre vonatkozdlag, akkor konstans siir(iségi gradiens esetében a Z
Osszetevl kiszamitisa mar csak a (9) egyenlet jobb oldalan levd feliileti integral
kiszamitdsibol all.
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Az X, Y vizszintes Osszetev6k kiszamitisanil hasonlé médon lehet el-
jarni. A széban forgé stirtiségeloszlisnal

O = X xﬁf (

r—x
X0=xgof Rsodt

T

X = x [ Lo+ Blz—2)) =7 jdz, 10)

ahol

a g, slirliségii test gravitdciés térer8sségének x menti Osszetevijét jelenti.
A jobb oldali térfogati integral atalakitisaval az

X =X,— xﬁéﬂ ® cos (nx)dS (11a)
€8
—% ——xﬂgs 0 cos (ny)dS (11b)
képleteket nyerjiik.
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2. dabra

Tetszbleges keresztmetszetii fiiggbleges, egyenes hasibok vagy hengerek
esetén a hasidbok (hengerek) alapfeliiletére merdleges nehézségi erd oOssze-
tevéinek (9) képlete igen egyszerti alakot 6lt. Mivel a hasib paldstjin mindeniitt
cos (nz) = 0 (2. dbra), a feliileti integralhoz csak az F, fels6 és az F, als6 alap-
feliilet jarul hozzé. Mindkét feliileten z—z, 4llandé. Legyen a feliiletek mély-

sége z; és z,. A felsG feliileten cos (nz) = —1, az alsén cos (nz) = 1, ezért
~ 2—2, as . - dS
cos (n2)dS = (2, —2,) H— — (2, —2,) O —-
$— ()(_oﬁR,oF.R



Ha tekintetbe vessziik, hogy a homogén egységnyi feliileti stirtiségli F,, Fy
alapfeliiletek newtoni potencidlja a P, pontban
as dS
U = % ) U =% () — 2
R 7 i 'R e
Fl F2

akkor a (9) egyenletet igy irhatjuk:

T e 8 Uo+Zy+ Bl(2, —2)U; — (2, —20)U5] .

%

Megjegyezziik, hogy ebben az esetben még Z, is konnyen kifejezheté az
U,, U, pontenciallal. Ui. az (5), (9) egyenletek alapjan, mivel a palast feliiletén
most is cos (nz) = 0,

Zy = Qo(Ul_Uz)

és igy az inhomogén hasib graviticios intenzitiasinak fiiggbleges Osszetevdje:

Z = 'é Us+0,Uy—0:.Us,

e

ahol p,, g, a (6) stirliségeloszlas szerint a z;, 2, mélységnek megfelel6 stiriiséget
jelenti. ,

A fenti U,, U, potencialok zart gorbék, mégpedig az F;, F, alapfeliiletek
keriilete mentén vett vonalas integralokkal egyszeriien kifejezhetSk. A kérdéses
hasdbokra tehat az inhomogén probléma altalinos megoldasa alapjin nehéz-
ség nélkiil meg lehet kapni a fiigg6leges er6osszetevit. A vizszintes osszetevik
kiszamitasanal figyelembe kell venni, hogy mindkét alapfeliileten cos (nx)=0,
cos (ny) = 0 és igy a (1la), (11b) képletekben az integralis a hasab (henger)
palastjara korlatozdédik.

Amint emlitettiik, most egyszerliség kedvéért azzal az esettel foglalko-
zunk, amikor a P, hataspont a testen kiviil van. Ha ui. a térerésséget egy belsé
@ pontban vizsgaljuk (1. abra), akkor az (1), (2), (7) és a tovabbi egyenletek-
ben eléfordulé térfogati és feliileti integrialok végtelenek lesznek. Ebben az
esetben azonban kiilon meg kell vizsgalni, hogy vajon az integralok valéban
léteznek-e vagy pedig a levezetett képletek médosulnak-e? Itt bizonyitas
nélkiil emlitjiik, hogy a (9), (11a), (11b) és a beldliik levezetett képletek a test
belsejére is érvényesek. Errdl ugy lehet meggy6z6dni, hogy el6szor egy meg-
felel6 a sugaru K gombfeliilettel kirekesztjiik a pontot az integralis tartomé-
nyabdl (1. dbra) és igy csupédn az § és K feliilettd] koriilvett tér hatisat vizs-
géljuk.

Nézziik meg, hogyan allithaték el6 a potencial mésodik parcialisai a (6)
szerinti slriiségeloszlasnal feliileti integralok segitségével? Mindenekel6tt

02U ) ; 0% (1
U,="— = +B(z—2 i
22 02 ”;f [oo+ B(2—2)] 02 |’ T
02 (1
—UO+ f L it _’d . 13
o Br | (2—2p) P (R T (13)
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ahol U,, itt is a g, slirliségli homogén test megfelel6 differencidl-hdnyadosat
jelenti. Mivel azonban a tavolsig a koordinata kiilonbségek fiiggvénye,

_3_(1 __3(1\‘ 32(1 __3_2(1)
92\ R 9z RJ’ 022 RJ 022\ R/
i (82 1 z—2, 0 [(z—zo)z]
=2 |—|—= | = Lo

{ 02% R} R ozl R®
osszefiiggés miatt a (13) egyenlet a kovetkezdre moédosul:

U, ﬂZ+U‘.‘3’ uﬂf lz &) ]dr,

ahol Z, most is a g, slrliségii test fiiggtleges térerdsségének fiiggbleges ossze-
tevéje. A Gauss-tétel segitségével a jobb oldali integralt felileti integralld

alakitjuk at és igy az

Tovabba a

[ 5z +UO - xﬁqg ) oos (masiB (14)

formuldt nyerjiik.
U,, és U,, levezetése sokkal egyszeriibb. Konnyu megmutatni, hogy

= (o)_ ) &)
U x,sz o) x(stdt

és ha a térfogati integralt ismét felileti lntegralla alakijuk at, az
U, =U9— ﬁi) cos na)dsS

képletet nyerjiik.
Hasonléképpen mutathatjuk meg, hogy

s U(o) 54>

A tobbi hidrom parcidlisra is konny(i hasonlé formuldkat levezetni. Az
el6z6ekhez hasonld eljardssal meg lehet mutatni, hogy

U9 - xﬂés it xo )cos(nx ds,

cos (ny)dS.

U

Il

XX

> (Y —Yo)(z—2
U= Ugg,)—xﬂ.gj)%io) cos (ny)dS,
s

- xy

I = U&%ﬁéﬂwgiz_@ cos (ny)ds.
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A fenti hasabalaku test esetén (2. abra) a (14) egyenlet feliileti integralja
ismét a két alapfeliiletre vonatkozé integralra fog redukalédni. De ebben az
esetben, amint konnyen belathat6, az F; feliletnek megfelel6 gravitéicids erd
fiiggbleges Osszetevije '

Zi:xgszf_z°ds (i = 1,2) 15)

R3
Fy
lesz, ha a felilletet homogénnek és egységnyi feliileti siiriségiinek tekintjiik.
A jelen esetben, amint konnyen kimutathato,

UD = gy(2,—2,) (16)

és végiil a (14), (15). (16) egyenletek szerint

U, = —2z+012—0s%
0

o2

ahol p,, g, ismét az alapfeliileti mélységeknek megfelel siirtiségek.

Lattuk, hogy Z,, Z, a két poligon graviticiés erejének az alapfeliiletre
merdleges 6sszetevdi. E mennyiség kiszamitdsan nyugszanak a Talwani — Ewing-
féle, és a Goguel-féle médszerek. Az emlitett értekezések formuldi igen alkal-
masak a homogén és nem homogén hasibalaku testek fiigg6leges gradienseinek
meghatarozisara.
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