MAGYAR GEOFIZIKA XXIV. EVF. 2. SZ.

A frekvenciatartomany felhasznalasa gravitacios
és magneses térképek linedris sziirésében

MESKO ATTIL A*
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A kéwaltozés, digitalis szlwdk alkalmazdsa gravitdcids és mdgneses térképek atalakitdasdra az
utobbi évtizedben a rutin feldolgozds szerves részévé valt.

A jelen dolgozat célja a frekvenciatartomany szerepének dsszefoglalé jellegii leirdsa. A frekvencia-
tartomanyt a szirél hatdsanak leirdsaban, a sziirdk tervezésében és a sztrés tényleges végrehajtasaban
egyardant hasznosithatjulk.

Az alapelvelctdl indulva, a kétvaltozos Fourier transzformaci, kétvaltozés diszkrét Fourier transz-
formdceid (DET), kétvdltozés ciklikus és nem-ciklikus konvoliicid ismertetése utan megadjuk a sziirés
elvégzésének médjai a frekvenciatartomanyban.

A gravitaciés és magneses adatok feldolgozasaban rendszeresen hasznalt miiveletek egy nagy cso-
portja linedris, kétvdltozés sziirésnek tekinthetl. Levezetjiik ezeknek a miweleteknek az datvitely fuggvé-
nyeit, tobbek kiozitt a lefele’ és felfelé folytatasok, a vertikdalis és horizontdlis derivdldsok, a magneses po-
lusra redukdlds és a magneses komponensek eqymdsba datszamitasanak atviteli fuggrényeit. Hangsulyo‘
zuk a gyakorlati megvaldsitashoz sziikséges vdltoztatasok sziikségességét.

Az (atlagnégyzetes értelemben) optimdalis sziirék levezetésében hasznosithatjuk a kétvaltozés spektru-
mok értelmezését. Példaként a kétvaltozds simitast és az optimalizalt lefelé folytatdst targyaljuk.
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The application of two-dimensional digital filters to the transformation of gravity and magnetic
data has become a standard tool of routine processing in the last decade.

The purpose of the present paper is to review the role of the frequency domain in describing, des-
igning and implementing two-dimensional filters.

Starting with basic principles, such as the two-dimensional Fourier transform, two-dimensional
digital Fourier transform (DFT), two-dimensional cyclic and non-cyclic convolutions, it describes the
techniques, to be used in filtering in the frequency domain.

A large class of transformations, routinely used in the processing of gravity and magnetic data
can be considered two-dimensional filters. The transfer functions of these transformations are derived,
wncluding continuations upwards and downwards. vertical and horizontal derivatives, reduction to the
magnetic pole and transformations of magnetic field vector components to other components. The ne-
cessity of modifications for practical applicability is pointed out.

The interpretation of two-dimensional spectra may be used in deriving optimum filtres (in the
LMS sense). As examples, the two-dimensional optimum smoothing and continuations downwards with
optimalized operators are discussed.
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Bevezetés

A frekvenciatartomanyt elGszor kiillonboz6 linedris atalakitdsok hatésdnak
leirasara hasznaltdk fel. Dean mar 1958-ban levezette tobb mfivelet (pl. kiilon-
bozd derivalasok, analitikai folytatasok) dtviteli fliggvényeit. Az dtalakitasok gya-
korlati megvalésitdsa stulyozott 6sszegzéssel tortént. A miivelet 1ényegét tekintve
digitalis konvolici6 és szintén egyértelmiien jellemezhetd atviteli fiiggvényével.
Ez lehet8séget teremtett arra, hogy az elvi miiveletek és a gyakorlati (kozelitd)
megvaldsitasuk viszonydt objektiv és végleges médszerrel tisztazzak. Az atviteli
fiiggvények osszehasonlitdsa modellterek vagy mért adatokbol szerkesztett tér-
képek kisérleti atalakitasaitdl fiiggetleniil eldontotte, hogy kiilonboz6 frekven-
cidkon mennyire j6 kozelités érhetd el. Masrészt a frekvenciatartomény és tér-
tartomany kozotti kapcesolat alapjan, valamilyen kivanatos dtvitel elGirdsa utan,
a sulyozott Gsszegzéshen szerepeltetends egyiitthaték is meghatarozhatok.

Nyilvanvalé elényei ellenére a linedris sziirés tudatos alkalmazdsit a gya-
korlati kutatds csak mintegy 10 évvel késGbb, az 1960-as évek végén kezdte el.
Magyarorszag az elsGk kozott volt és ezt a nemzetkozi szakirodalom még most is
gyakran nyugtédzza. (Nettleton 1976, p. 168 —169, Kulhdnek, 1976, p. 148 —149
etc.)

A jelenlegi gyakorlatban a szlirést a tértartomanyban, digitalis konvoluaci6
szamitasaval végzik. Nagy adatrendszerek esetén gyorsabban végrehajthaté a
miivelet a frekvenciatartomanyban. A két lehetéség kozotti véalasztés attdl is
fiigg milyen algoritmusok vagy hardware all rendelkezésre a kétvaltozos diszkrét
Fourier-transzformdlt szdmitasara. Mivel a tértartomanyban végzett szlirésr6l
magyar nyelven is tobb publikédcié jelent meg (Meské, 1966, Meské —Kovdcs,
1972) a jelen dolgozatban elsGsorban, bir nem kizarélag, a frekvenciatarto-
manyban végzett szlirést targyaljuk.

A kétvaltozés Fourier-analizist és a kiillonb6z6 spektrumok felhasznalésat a
gyors Fourier-transzforméciés (£ F7') algoritmusok tették lehetGvé.

Ezek az 1960-as évek végén jelentek meg. Az egyvaltozés miivelet gyors
végrehajtasanak médjat leir6 els6 és alapvetdnek tekintett publikacié J. M.
Cooley és J. W. Tukey munkija volt 1965-ben. Ezt kovetSen szamos dolgozat
vizsgalta az FFT tulajdonsagait, kiilonboz6 véltozatait. Majd megépitették az
els6 hardware F FT egységét (1968 ). Jelenleg a geofizikai feldolgozé centrumok
csaknem kivétel nélkiil képesek az egy- és tobbvaltozés diszkrét Fourier-transz-
forméci6 gyors elvégzésére.

Az 1980-as években a kis szamitégépek memoria-kapacitdsa, miiveleti sebes-
sége és a konnyen csatlakoztathaté hattér meméria (példdul mégnesszalag) lehe-
t6vé teszik az F FT rendszeres, gazdasdgos szamitasat ilyen, viszonylag konnyen
hozzaférhets eszkozokkel is.

A spektrumok a szlirést6l fiiggetleniil is hasznosithaték. A gravitacids és
magneses térképek adatrendszereibdl szamitott amplitadéspektrumok vagy tel-
jesitményspektrumok felhasznalhaték a hatok mélységének (tetd és talpmélység
mégnesezett haték esetén, siirliség ugras feliilet mélysége graviticiés anomalidk
esetén) vagy més jellemz6 mennyiségeknek (regionalis és rendezetlen zaj relativ
nagysaga) a meghatdrozdsara. A médszerek lényegében az 1970-es években ala-
kultak ki (Spector és Bhattacharyya, 1967, Naidu, 1970, Spector és Grant, 1970;
Spector, 1971, Syberg, 1972, Bhaltacharyya és Lew, 1975, 1977 sth.). A magyar
nyelvii szakirodalomban ezekrdl a médszerekrdl és alkalmazasuk eredményeirdl
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viszonylag kevés kozlemény jelent meg. Az alapokat tartalmazza Kis és Meskd
(1980) egyetemi jegyzete.

Végiil a frekvenciatartomany felhasznaldsa lehet6vé teszi kiilonb6z6 haték
gravitaciés és magneses terének gyors szamitasat is. Ez az alkalmazéas kevéshé
kézenfekvd, mint a szlirGtervezésben vagy a haték paramétereinek becslésében
valo felhasznélds, de potencidlisan taldn a legfontosabb. A geolégiai értelmezéshez
ugyanis — barmilyen mdédszert is alkalmazunk a tovabbiakban — sziikségiink
van arra, hogy tetszGleges alaku, esetleg valtozé sfirliségeloszlasu vagy valtozé
magnesezettségli haték terét gyors és elegendd pontos mddszerrel szdmitani
tudjuk.

A javasolt médszer elve egyszeri: a hatét tomegpontokkal (gravitacids tér
szamitasakor), illetve dipélokkal (mégneses tér szdmitasakor) helyettesitjitk. A
tomegpont gravitaciés terének, illetve a dipél magneses potencialjanak Fourier-
transzforméltja ismert és egyszer( alaki. A teljes hat6 terének, illetve potencidl-
janak spektruma a tomegpontok, illetve dipdlok jarulékainak Gsszege. A spektru-
mok ismeretében pedig méas mennyiségek is levezethet6k. Példdul abban az eset-
ben, ha a mégneses potenciil spektruméat hatdroztuk meg, az inverz Fourier-
transzformalt a potencidlt adja és annak kiilonbozd irdnyu derivaltjait képezve
kapjuk a tér kiilonboz8 komponenseit. Vertikalis derivalt adja a vertikalis irdnyu
osszeteyGt, indukalt magnesezettséget feltételezve és a foldi mégneses tér ird-
nyéaba ess derivaltat szamitva kapjuk a totalis tér nagysagat sth. Megjegyzendd,
hogy a derivaldsok is elvégezhet8k a frekvenciatartomanyban és ez a szdmité-
sokhoz sziitkséges id6t szintén csokkenti.

A jelen dolgozat az el6z8kben vézolt hirom nagyobb alkalmazési teriilet
koziil a szlirésrdl kivan dtfogd képet adni. Ahogyan erre mar utaltunk, a kis sza-
mitégépek teljesitGképességének novekedése a kozeljovGben lehet6vé teszi a
modszerek széles korti alkalmazasat. A dolgozat tobbek kozott, ennek elGkészité-
sét kivanja szolgalni.

A frekvenciatartoményt linedris sziirés gyakorlati végrehajtasaban, linearis
atalakitdsok analizisében és szlir6k tervezésében hasznéalhatjuk fel.

Az els6, természetesen adddé alkalmazas ismertetését hasznaljuk fel a ké-
s6bbiekben is sziikséges matematikai ismeretek osszefoglaldsara.

1. Kétvdltozos linedris sziirés végrehajtdsa a frekvenciatartomdnyban

Béar a gyakorlatban sziikségképpen kétvaltozds digitalis szlirGket haszné-
Junk, a legfontosabb definicidkat elészor folytonos valtozékra adjuk meg.
Kétvaltozés energiajelnek nevezziik a g (x, y) jelet, ha a

oo co

[ [ lo@yPdzdy (1)

integral véges értékii. Amikor a jel valds, az abszolutérték képzés elhagyhato.
A tovéabbiakban ezt mindig feltételezziik.
Az energiajel mindig 1étez8 kétvaltozés Fourier-transzformaltja

oo co

Fl@pt= [ [o@yer=Gethidedy = (fuf). ()

—c0 — oo

Az 4j f, és f, valtozék — mivel esetiinkben  és y hosszuség dimenzidjuak —
a tdvolsigegységre es6 ciklusok szamat adjék meg az z, illetve y tengely mentén.
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Az f, és f, valtozokat térbeli frekvencidnak ng]uk nevezni. A szakirodalomban
eléfordul még a hullimszam elnevezés is. Az 0] valtozék dimenziéja: [hosszi-
sdg]~! és rendszerint a km ! egységet hasznaljuk.

Egy (f, f),) pér a frekvenciasik egy pontjat adja. A (2) linedris integral-
transzformaci6. magfiiggvénye exp [ —j 27 (f,x+f,y)] komplex harménikus sik-

hulldimmal szemléltethets. Mind a valés rész, mind a képzetes rész olyan sikhul-
lém, melynek tengelyek mentén mért frekvencidi f,, illetve f,. A szemléletes

leirdsbél adédik, hogy f, és f, latszdlagos frekvencidk, mig a sikhullam tgyneve-
zett valédi frekvencidja

f= (2.

A hullimnormalis @ irdnya pedig

-

Az energiajel, kétvaltozés Fourier-transzroméltjabdl inverz Fourier-transz-
forméciéval visszadllithat6. Bizonyos, a geofizikdban hasznilt g (z, y) fliggvé-
nyekre mindig teljesiil6 feltételek esetén

e
v@y) = [ [ Glf) =i df.df, . 3)
Kétvaltozos energiajelek konvolﬁciéjét a

oo

g(x, y)*xh(x,y) = f fg(u,v)h(x—u,y—v)dudv (4)

SN —ea

integral definiélja.

A kétvaltozés konvolucié additiv, kommutativ és disztributiv miivelet.
Ervényesek tovabb4 a fiiggvények, illetve spektrumaik kozotti kapesolatokat
kifejez8, konvolacié tételek néven ismert Osszefiiggések

Flg (@, y)*kh (2, 9)} = G(fo y) H ([0 ) (5)
Flg @ y) h(z,y)} = G(fo f)) *¥H (. f,) - (6)

A konvolucioképzésnek egy fontos specialis esete korszimmetrikus fiiggvé-
nyek konvoluciéjanak szamitasa. Mindkét tartomanyban attérve polarkoordini-
tdkra az ismert

x = 7.COo8 a, Yy =rsina

fx=f,COS(p, fy=fr8in‘p

helyettesitésekkel, a (4) konvolicié igy alakul

o 27

g(r, o) *h(r, a) = ff v)udodu, (

-
~

melyben
2 = r24u2— 2ur cos o .
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A korszimmetrikus esetben a kétvaltozés Fourier-transzformécié egyvél-
tozos, zérusrendii Hankel-transzformaciéra egyszer(isodik és a konvolicié tételek
az (5) és (6) helyett az egyszer(ibb

Flg(r)xh ()} =G () H(f,), (8)
Fg () h(r)} = G(f)*H(f,) (9)

alakba frhaték. A (8) egyenlet azt fejezi ki, hogy korszimmetrikus fiiggvények
konvolucidja is korszimmetrikus marad. Mindkét felirt kapcsolatnak lényeges
gyakorlati kovetkezményei vannak. Ha a (8)-ban ¢ (r) kérszimmetrikus bemeneti
fiiggvény és h (r) egy szintén korszimmetrikus szlir$ salyfiiggvénye, a kapcsolat
“szemléletesen ugy fogalmazhatd, hogy korszimmetrikus (irdnyfiiggetlen) sziiré
alkalmazasa nem valtoztatja meg a bemeneti fiiggvény iranyfiiggetlenségét.

A miésik egyenlet, (9) a kétvaltozés csonkitéfiiggvényekkel kapcsolatos
megjegyzést tesz indokolttd. Amikor az eredeti sulyfiiggvény és az alkalmazott
csonkit6fiiggvény egyardnt korszimmetrikus, akkor a miivelet atviteli fiiggvénye
is ilyen marad, a csonkitéfiiggvény alkalmazasa utdn is. Mindkét megfigyelésre
tobb gyakorlati példat fogunk majd adni a kétvaltozés szlir6k targyalasa soran.

A kétvaltozés keresztkorrelicids, illetve autokorrelaciés fiiggvények defi-
nicidi:

Pen (4, ) = f fg(x,y)h(x+u,y+v)dxdy, (10)

— o0 —oo

oo oo

) = [ [g@yg@tuny+v)dedy. (11)

—00 =00

Az autokorrelacios fiiggvény rendelkezik a kovetkez8 szimmetriatulajdon-
saggal
(pgg(u’ ’U) = (ng(—u, —"I)). (12)

Ez példaul a @, (v, v) szemléletes jelentésébdl rogton lathatd. Az w és v
eltolasokat jelentenek és ha egyszerre valtoztatjuk meg u és v elGjelét az eltolas
azonos egyenes mentén, ellentétes irdnyban torténik. Mivel a ,,helyben maradé”
és ,eltolt” fiiggvények azonosak, az ellentétes iranyu eltolas nem valtoztatja
meg a szorzatot, sem annak integraljat.

Az autokorrelaciés fiiggvény Fourier-transzforméltja a g (z,y) energia-
stirtiség spektruméat adja. A (11) ugyanis konvoluci6 képzést ir el§ az eredeti és
mindkét valtozéja szerint ,,megforditott” fiiggvény kozott:

Pee (U, ) = g (2, Y) ¥9(—2, —Yy).

Az elgjel cserék a Fourier-transzforméltban komplex konjugélt képzésének felel-
nek meg. fgy az (5) konvolicié tétellel valéban arra jutunk, hogy

F{pgg (w, )} = G (f ;) G ([ f)) = |G (Fo [ (13)
Hasonlé jellegii kapcsolat a keresztkorrelacié Fourier-transzforméltjara
F{pen (W, )} = G (fo ) H (f 1) - (14)
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A kétvaltozds linearis szlirG a gpe(z, y) bemenetbdl a

Ixi (2, y) = s (=, y) * Gve (2, ¥) (15)

kétvaltozés konvoluciéval allitja el§ a kimenetet. Az s (x, y) a kétvaltozds suly-
fiiggvény, melyet gyakran kétvaltozés impulzusvélasznak is neveznek.

A frekvencia tartomanyban a bemenet és kimenet Fourier-transzformaltjai
kozotti kapesolat

Gyi (fx’fy) 5 S(fx’fy)Gbe(fx’fy)' (16)

Az 8(f,, f,) — a stlyfiiggvény Fourier-transzforméiltja — az atviteli fiigg-
vény vagy frekvenciavalasz-fiiggvény. Ennek abszolat értéke az amplitadé-
karakterisztikat, fazisa a faziskarakterisztikat definialja:

A(fofy) = 18 (fu )], (17)

Im [S (fo 1))

= tg =———F—F - 18

¢(fx’fy) arctg Re [S (fx’fv)] ( )

Az esetek tobbségében valds S(f,, f,) megvalésitésdra toreksziink. Néhany

kivétel is van, példdul az Gn. ,,pélusra redukdlds” miivelete. Amikor S(f,,f,)

nemcsak valds, de mindig pozitiv értéki is, az amplitadd-karakterisztika meg-
egyezik az atviteli fiiggvénnyel, a faziskarakterisztika azonosan zérus.

Az egyvaltozés szlir8k atviteli tulajdonsigai kozott nem szerepls, csupan

két valtozé jelenlétében felléps tulajdonsig az dtvitel irdnyfiigg6sége. Az atvitel

irdnyfiiggetlen, ha az atviteli fiiggvény korszimmetrikus, azaz
S(fuly) =81 (19)

Az alkalmazott atalakitdsok egy részében az irdnyfiiggetlen atvitel lényeges,
kivdnatos tulajdonsag. Az ettdl valé eltérés jellemzésére a rogzitett f, értékekhez
tartozd, a frekvenciasikon valtozé iranyszog fiiggvényeként kapott gérbék soro-

zatat hasznélhatjuk.
Ik((P)zs(fr:flc’ <P) (20)

Mér most meg kell jegyezni, hogy korszimmetrikus folytonos sulyfiiggvény
mintdihoz tartozé tényleges atviteli fiiggvény jelentss iranyfiiggést mutathat.
A mintavételezend§ stlyfiiggvény irdnyfiiggetlensége nem elégséges feltétele az
irdnyfiuggetlen dtvitelnek.

Az alapvetd szlirési véaltozatok a feliillvagd, alulvagd, savateresztd és sav-
vagé szilir6k. Az utédbbi harom a feliilvagébdl egyszertien levezethets. Emiatt
elegendd ha a feliilvagéval foglalkozunk.

Az idedlis, zérus faziskarakterisztikdju és irdnyfiiggetlen feliilvagd szlird

atviteli fuggvénye
S(f)=1 ha Ifr|<fc}_ (21)
=0, ha [|fi|=f

Kétvaltozés, de iranyfiiggetlen frekvenciafiiggvények inverz Fourier-
transzforméltja egyvéltozos Hilbert-transzforméltra egyszer{isodik. A (21) inverz
Hankel-transzformaltja

s(r) = LJl (2nf.7). (22)
r
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J,(x) els6rendii Bessel-fiiggvény. Mivel a sulyfiiggvény korszimmetrikus, egyetlen
gorbével illusztralhaté. A teljes sulyfiiggvényt Ggy kapjuk, hogy a gorbét az
(@, y) sikra meréleges, az origdn athaladé tengely mentén forgatjuk. Ha a gorbé-
nek csak az origé egyik oldalara esé felét tekintjiik, a forgatéssal teljes kort kell
leirni.

A sulyfiiggvény lassan csokken. Mivel minden gyakorlati alkalmazasban
véges hosszisigu silyfiiggvénnyel kell megelégedniink, az idedlis feliillvagdt is
csonkitani kell. Az egyik lehetdség nyilvan az

_ [ s
Sm (7') = 7‘]1 (27ch 7‘), ha |7| =7y (23)

= 0, ha |r|=7,

moédositas, a sulyfiiggvény eldirt, 7, tdvolsagon tuli részének egyszerti elhagyasa.
Hatréanya ennek a megolddsnak, hogy mind az dteresztett sivban, mind az elté-
volitandé savban oszcillalé atvitelt kapunk. A ténylegesen megvaldsuld atvitel
ugyanis ekkor az eredeti (22)-vel megadott sulyfiiggvény és a

w(#)=1, ha |rl=2,
(24)
=0, ha |r|=>r,

csonkitéfiiggvény Fourier-transzformaltjainak konvoltcidja. Az utébbi ismét
Hankel-transzforméciéval kaphaté

W (f,) = %Jl(%f, o) - (25)

r

A csonkitas utan megva.lésulé atviteli fiiggvény,

fr = fr *W fr (26)
pedig, bar az S(f,) szerint simitva és mddositott formaban, de tiikrozi a W(f,)

oszcillacidinak hatésat. Az r, novelése az oszcillacidkat silirlibbé teszi, de ampli-
tadéjukat kevéssé csokkenti. Még igen hosszu silyfiiggvények esetén is megma-
rad ez a nem kivdnatos jelleg.

Kedvezébb — bar kevésbé meredek levagasi — atviteli fliggvényekhez ju-
tunk, ha maés, a (24)-tdl eltéren, az eredeti stlyfiiggvényt a megtartott részen
beliil is médosité csonkitéfiiggvényeket alkalmazunk. Néhany, a szakirodalom-
ban javasolt csonkitéfiiggvényt ad meg az 1. tabldzat.

A levagési meredekség csokkenése, atmeneti sav kialakuldsa az az ar, amit
az oszcillacidk csokkenéséért fizetniink kell. Mivel gyakorlati alkalmazasban a
meredek levigas tobbnyire nem lényeges, esetleg éppen elkeriilendd, mindig ajan-
latos ablakfiiggvény hasznélata.

A csonkitds miatt felléps oszcillacick csokkentésének egy mésik lehetséges
médja olyan feliillvagé alkalmazasa, mely eleve igen gyorsan csokkend sulyfiigg-
vénnyel rendelkezik. Nyilvdnvald, hogy az orig6tdl elég tavol esé részek elha-
gyésa, ahol az s(r) mar nagyon kicsiny, kevéssé befolyésolja a tényleges, kozvet-
len csonkitdsnak megfelel§ atvitelt. Egy példa erre az ablakfiiggvények kozott is
felsorolt Gauss-féle alak.

Amikor az atviteli fiiggvény

S (f) = e~ ®in*, (27)
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1. tablazat — Tabauya — Table
Néhany gyakran alkalmazott kétvaltozés ablak
HeckobK0, 4acTO0 NPUMEHSIEMBIX JBYXPa3MePHbIX OKOH

Some often applied two dimensional windows

wy(r) =1, ha |r|<R
=0, ha |r|>R

p—

. Egyszerti csonkitas

r
2. Bartlett w(r) = [1 — %—] wy ()
r
3. Hanning w(r) = [0,5 + 0,5 cos 7] w, (7)
: nr
4. Hamming w(r) = (0,54+0,46 cos T?_J w, (7)
kr \2
5. Gauss = T)
w(r) =e w, (1) ;
J, rdk
6. Bessel w(r) = L w, (7)

) [ 2nr Ak J2
o
(4% az 4tmeneti sav szélessége,
o = 4,8096... = J(z) elsé gy('skhelye)

az inverz Hankel-transzforméaciéval kaphaté salyfiiggvény
s(r) =

%e_("T) (28)

lesz. A szlir6 —3dB-es pontja (az a frekvencia, ahol az atvitel az f, = 0 origéban
felvett érték felére csokken),

Je

_ (In2)2  0,8325
k . ¢

A sulyfiiggvény f, felhasznédlasaval igy is irhaté

2
2 - et
s(r)=—7tfc g BB
In 2

A gyors csokkenés j6l latszik abbdl, hogy az » = 1/f, tavolsagban a stlyfiiggvény
mar az origéban felvett értékének kozelitéleg ezredrészére csokken. A gyakorlat-
ban is jél bevalt az a becslés, hogy a Gauss-féle kétdimenzids feliilvagé sz(irs
mérete a levigasi frekvencia reciproka. Megjegyzendd, hogy a megallapités azt is
tartalmazza, hogy az 4teresztett siv méretének csokkenése (f, csokkenése) a
salyfiiggvény novelését igényli (azonos josdgi kozelités megvaldsuldsahoz).
Konkrét példakat is adunk. Amikor f, = 1[18 km a sillyfiiggvény kivanatos
hossza (minden iranyban) 18 km. Ez elég nagy méret. Amikor azonban megelé-
gedhetiink az f, = 1/9 km levagési frekvencidval, mar minden irdnyban fele-
akkora, 9 km méret is kielégitSen nagy.
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A (27) alaku atviteli fiiggvénynek més, kedvezd tulajdonsagai is vannak.
Mivel a (2) alaku feliilvagét, illetve az abbdl levezetett alulvagét az utébbi 15
évben rendszeresen hasznaltak Bouguer-gravitaciés anomaliatérképek regionalis,
illetve a reziduélis komponenseinek szamitasara és mind az elméletrdl, mind pedig
az alkalmazas eredményeirsl és tapasztalatairél tobb kozlemény jelent meg,
tovabbi részletezéstdl eltekintiink.

A tényleges szamitdsokban hasznalhat6 adatrendszerhez a folytonos fiigg-
vény mintavételezésével jutunk. A kétvaltozds fiiggvényt a

Z Z d(x—kxg y—1y,)

k=—o l=—c

mindkét irdnyban végtelen Dirac-0 sorozattal szorozva, a Dirac-é kivalasztési
tulajdonsdganak megfeleléen megdrizziik a g(kx,, ly,), (kz,, ly,) helyeken felvett
értékeket, mivel

oo o

g(x,y Z Z d(x—kxg, y—1y,) = Z 2g(kxo’lyo)6(93_75%,?/—”/0)}-
______ Tt e
(29)

A (29) jobb oldala a g,, digitalis adatrendszer egy lehetséges felirdsa. A digi-
talis adatrendszer spektruma a konvolucié tétel szerint az eredeti ¢ (, y) folytonos
spektruméanak, G (f,, f,)-nak és a mindkét iranyban végtelen Dirac-6 sorozat
spektruménak a konvoluciéja. Felhasznédlva, hogy a Dirac-sorozat spektruma
egy ugyancsak mindkét irdnyban végtelen, de most I/x,, 1[y, tdvolsigonként
elhelyezkedd és 1|xyy, ,,amplitad6ji” impulzusok sorozata, a digitalis adatrend-
szer spektruma igy alakul

= = k l
Culfuly) = CUfuf)*— 3 Zépk—nb——]
0Y0 k== I=== %o Yo
(30)
1 = iz k l
3ol
ToYo k=== 1=Z—:°° ¥ 0 i Yo
A spektrum periédikus, az
1 1
L. = 31
|fal < B I£yl 5 (31)

négyszogon (az Osszegzés utdn) kapott értékek ismétlédése a teljes frekvencia-
sikon. A (31) négyszoget a kétvaltozés Nyquist-intervallumnak nevezziik.

Amikor a folytonos fiiggvény spektruma zérus a Nyquist-intervallumon ki-
viil, azaz

Gmm=ahaMb;
0
(32)

1
vagy |f,|> -

Yo

a G, (fy, f,) periédikus spektrum egy periédusa ardnyos az eredeti spektrummal
a N yqulst -intervallumban. Ezen kiviil természetesen donté a kiilonbség, mert a
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folytonos fiiggvény spektruma zérus, a digitalis adatrendszeré pedig periodikusan
ismétlédik.

A (32) kovetelmény a kétvaltozés mintavételi szabdly. A digitalis adat-
rendszer spektruma lényegében (az I[xyy, értékii konstans szorz6tdl eltekintve)
azonos az eredeti fiiggvény spektruméval, ha a mintavételezés eléggé stirli. Eléggé
kicsiny z, és y, ugyanis azt jelenti, hogy reciprokuk fele mar magaban tudja
foglalni a spektrum teljes nem-zérus részét.

Az 1. dbra a tilsdgosan nagy, megfelel§ és feleslegesen sfir(i mintavételezést
illusztralja. A folytonos vonal a spektrum hatdrat jelzi. Amikor z, vagy(és) y,
talsdgosan nagy az 1/2x,, 1|2y, értékekhez tartozé egyenesek belemetszenek a
spektrumba, a (3)-ban elSirt osszegzés torzulast okoz. A kétvaltozos esetben egy
uj szempont vetddik fel: az eredetileg iranyfiiggetlen spektrumot a nem meg-
felel§ mintavételezés jelentds iranyfiiggést mutaté spektrummaé teheti.

A 2. dbra ezt a jelenséget illusztralja a

—f2
gy =e  G(f) ="
transzformalt pér segitségével. A kétvaltozés digitélisjel
I = e—n[(kx0)2+(1y0)?]

spektruma lényegesen eltérhet a folytonos g (r) kérszimmetrikus Fourier-transz-
formaltjatol, ha x, és y, tulsagosan nagy értékiiek.

Amikor a mintavételi szabdlyt betartottuk, a digitdlis adatrendszerbdl a
folytonos fiiggvény visszaallithaté. A digitalis spektrum Nyquist-tartoményba
es6 részét (xyy,)-val szorozva, a Nyquist-tartomanyon tili részeket eltavolitva
visszakapjuk a folytonos fiiggvény spektrumat. A frekvenciatartomanyban alkal-
mazandé szorzb x,y, nagysagli négyszog

1
2z,

Ny (frr fv) = 24y, amikor |f|=

. 1 . 33
és lfyl e g } ( )

0
= 0 minden més argumentumraJ

A négyszog inverz Fourier-transzformaltja adja azt a tértartomanyban
alkalmazand6 fiiggvényt, mellyel konvolvalni kell a digitdlis adatrendszert.
A kétvaltozés négyszog inverz Fourier-transzformaltja

F1N, (fo f,) = sine [xi] s [l} . (34)

0 Yo

A konvolicié eredménye pedig a (29) felhasznalasaval

7, (x, y) = i i“ g(kxo,lyo)sinc[—x——k]sinc[i—]. (35)

Lo Yo

Az alsé indexben szerepl$ v arra utal, hogy a miivelet eredménye, a vissza-
allitott fiiggvény nem sziikségképpen azonos az eredeti g (x, y)-nal. Az egyenlGség
sziikséges feltétele a mintavételi tétel, (32) betartésa.

k=—o [=— o
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Megjegyzendd, hogy a visszadallitds mindenképpen kozelits, hiszen az 6sszeg-
zésben nem tudunk végtelen sok tagot szerepeltetni. Mindenesetre a sziikséges
feltétel teljesiilése esetén a (35) tetszGleges pontossagt visszadllitist lehet6vé
tesz. A gyakorlatban az elvileg helyes, mindkét irdnyban sinc fiiggvény alaku
visszadllitds helyett valamilyen ablakfiiggvénnyel médositott és véges hosszu-
ségura csonkitott valtozatot haszndlunk. M6d van arra is, hogy az adatrendszer
spektrumanak megfelel§ optimalizalt visszadllitist alkalmazzunk. Ezzel a mfi-
veletek szdménak jelent8s csokkenése érheté el, bar ennek ,4ra” az, hogy méar
elvileg sem az eredeti g (z, y) fiiggvényt, hanem annak valamilyen simitott val-
tozatat kapjuk meg. Barmilyen médositott visszadllitast is hasznaljunk azonban,

SN

(a)

(00) \
7

(6) Jie Rt

(0,0)

<

(c) L

e

Hobdr R Geo 83/26-1

1. abra. A kétviltozés mintavételi tétel
A mmt,avetell tavolsagok (a) tul nagyok, a spektrum torzul, (b) megfeleléek, (¢) a sziikségesnél
kisebbek

Puc. 7. Teopema KBAaHTOBAHMSI ISl ABYVX NepeMEHHbIX
Illar kBaHTOBaHusI: (@) oueHb 0OJBLIOH, CMEKTP MCKa)KaeTcst (6) COOTBETCTBYIOLMH
(6) MeHbLIe HEOOXOJUMOr'0

Fig. 1. The sampling theorem in two dimension.
The sampling distances are (a) too large (the spectrum is distorted by aliasing), (b) sufficient,
(c¢) both x, and y, are smaller than necessary
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Habar K. Geo 83/26-2

2. dbra. Irényfiiggés kialakuldsa kétvaltozés mintavételezés sordn
a) elegendden Kkicsiny z, és ¥, (nincsen torzulds), (b) az z irdnyd mintavételi tavolsag tul nagy,
g [ ol\DL ) ( Y g gy
(¢) mindkét mintavételi tavolsag tul nagy

|..

)
A

(a) (b) (c)

Puc. 2. TlosiBsieHNe 3aBUCUMOCTH OT HAIlpaBJIeHHs] TNIPH KBAHTOBAHMHU JIBVX IepEMEHHbIX
(@) mocraTouHO MaJleHbKHE X, U Y, (HeT MCKaXkeHHst) (0) l11ar KBAaHTOBAHHS B HANIPABJIEHUH
X o4yeHb 00JIbIION (6) 1Iar KBAaHTOBAHHUSI OUeHb 00JIbLIOK B 000MX HaNpaBJIeHUSIX

Fig. 2. Directional distortions due to two-dimensional sampling (a) sufficiently small z, and y, (no
distortions), (b) sampling interval in the direction z is too large, (¢) both sampling intervals are
too large (severe distortions)

a miivelet eredménvességének eléfeltétele a mintavételi tétel betartésa a digitalis
adatrendszer elGallitdsa soran.

A visszadllitas specidlis esete az interpolalas. Nyilvanvald, hogy (25) segit=
ségével a g (kx,, ly,) adatok alapjan g, tetszGleges (z, y) helyen megkaphat6.

A digitalis adatrendszer Fourier-transzformaltja a (29) és a Dirac-6 kiva-
lasztési tulajdonsdganak felhasznélasaval:

f f i i g (kg 1yo) 8 (x—k o, y—1y,) e~ i2nUx* W da dy =
oo ..,k=—-°°l=—en

Z Z g (k x, Ly,) e—i2n(fxkxo+Sylyo) | (36)

k=—oo [=—o0

A levezetésben a folytonos fiiggvényre semmilyen hivatkozis nem szerepel.
A spektrumbél azonban igy is kitfinik, hogy az f, irdnyban 1/, az f, irdnyban
1|y, a periédus hossza. Példaul az f,-hez 1]x,-t adva konnyen lathaté, hogy azo-
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nos értékhez jutunk, mintha f,-et nem valtoztattuk volna:

_jzn(fx+xi)kx., —j2nfyekxe —j2nk  —j2nfikxo
e : o = @ e =e .

Altaladban az irhaté, hogy

L A L (37)
Zo Yo
melyben 7 és m tetszbleges egész.

A Gy ([, f,) periodikus, folytonos frekvenciafiiggvény. Ennek oka az, hogy
az adatrendszer méretére nem tettiink megkotést, elvileg mindkét irdnyban vég-
telen sok mintdnk van. Amikor a mintdk véges szamét is figyelembe vessziik, a
Fourier-transzformalt is csak véges sok mintét fog tartalmazni.

Gyakori egyszer(isités a dimenzi6tlan frekvenciavaltozék bevezetése. Ezeket
az eredeti valtozo és a megfelel§ iranyban érvényes mintavételi tdvolsig szorzata

definidlja
fa,c=fxx0’ f_\:=fyy0' (38)

A mintakat ismét az egyszer(iség kedvéért g, -lel jelolve, a (36) helyett igy
is irhaté a Fourier-transzformélt

Fig) = i i gk,e‘jz"("f;“f;). (39)

k=—oc l=—o0

A kapott frekvenciafiiggvény periédusa mindkét irdnyban egységnyi

Gi(fo ) = Ga(fetm fi+m),

ahol m és n tetsz8leges egész. Egy periédust, mely a fiiggvény viselkedését a teljes
frekvenciasikon egyértelmiien megadja, tetsz6leges helyen felvehetiink. Péld4ul
vélaszthatjuk az

|f<|=0,5, |f51=0,5 (40)

dimenziétlan frekvencidnak megfelel6 Nyquist-intervallumot. A tovabbiakban
ezt az intervallumot, illetve, ha az intervallum részintervallumai bizonyos szim-
metridt mutatnak, kisebb részeit, felét vagy negyedét hasznaljuk.

Amikor az adatok valésak, a Fourier-transzformalt valds részes péros, kép-
zetes része paratlan. Kétvaltozés esetben ez a kovetkezd egyenlGségeket jelenti:

Re[G (fu f;)] = Re[G(—fi —f)],
Im[G(fo f)] = —Im[G(-f )]

Valés adatok spektrumét elegend6 megadni a Nyquist-intervallum egyik
felén. A mdsik fél ennek tiikorképe. Rendszerint a pozitiv fj-hoz tartozé felet,
azaz az .

|fi]=0,5; 0=£;=0,5
tartoméanyt valasztjuk.
Amikor az adatok a négy térnegyedben szimmetrikusak, azaz

Iki = Ik, =1 = 9-r,0 = 9—k,—-1> (41)
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a Fourier-transzformélt valés és a Nyquist intervallum négy negyedében szim-
metrikus lesz, azaz

Gy (fo ) = Ga(fo —£) = Co(—fu1y) = Gu(—fi —F);
Im[G, (o f)] = 0.

Ekkor nyilvan elegend6 megadni a Nyquist intervallum egy negyedét. Rend-
szerint a pozitiv negyedet véilasztjuk, azaz

0=f:=0,5; 0=/;=0,5.
A (41) felhasznaldsival az altalanos érvény(i (39) kapcsolat egyszertisodik.
M N ’ ’ M N s ’ A ’
—j2n (fok+101) —j2nflk| —j2nflil _
i1 € xXE Y = 1€ x ]e v =
[=ZM k=—N I=ZM k=Z—N\
M N
=goo+2[Zgo,+2 ng,cos2nf;/c]cos2nf;l. (42)
=1 k=1

A Fourier-transzformaltakat altaldban két kétvaltozds feliilettel szemlél-
tethetjiik, melyek a Re [G, (fy. fy)] és Im [G, (f3, f;)] fiiggvényeket dbrdzoljak.
Valés adatrendszerek esetén elegendd a két feliiletet a Nyquist intervallum egyik
fele folott megadni. Amikor a transzformalt is valés, természetesen mar egyetlen
felillet megadésa is elegendd. Végiil, ha az adatrendszer rendelkezik a (41) szim-
metridval mar megelégedhetiink a Nyquist-intervallum egy negyede feletti abré-
zolassal. Rendszerint szintvonalas abrazolast, esetleg perspektivikus képet hasz-
nalunk.

Bizonyos esetekben, kiilonosen a (41) szimmetridval rendelkez6 adatrend-
szerek spektrumainak szemléltetésekor a feliiletbdl kimetszett gorbéket is haszna-
lunk. Két kézenfekvs lehetGség az f; fliiggvényében, kiilonb6z6 « irdnyok, mint
paraméterek, vagy o fiiggvényében, kiilonboz8 f; értékek, mint paraméterek
mellett dbrézolni a G, (f), f;) értékeit. Az elsd esetben a feliiletet a frekvencia-
sikra merdéleges, origon dthaladé sikkal metssziik és a metszésvonal frekvenciasik
feletti magassdgait abrazoljuk. A sik f, tengellyel bezart szoge adja az « iranyt.
Irdnyfiggetlen G, (fy, f,) esetén az o szog értéke kozombos, tetszleges irany
sik ugyanazt a gorbét metszi ki a feliiletb8l. Rogzitett f/ origdé kozéppontu kort
jelol ki a frekvenciasikon. A korhoz illesztett, frekvenciasikra merdleges paldstt
henger metszi ki a feliiletbdl a karakterisztikus gorbék mésik valtozatat. A met-
szésvonal pontjainak magassiga a frekvenciasik felett adja a G, (fy, fy) rogzitett

f7-hoz tartozé értékeit, mint az o valtozo fiiggvényeit. A két abrazolési lehet&sé-
get mutatja be a 3. dbra.

A (39) Fourier-transzformécié nem veszi figyelembe az adatrendszer véges
kiterjedését. A transzformécié eredménye a frekvenciatartoményban mér peri-
odikus, de még folytonos. A diszkrét Fourier-transzformacié (roviditve DFT)
véges sok diszkrét adathoz, véges sok, diszkrét adatot, frekvenciatartomanybeli
mintét rendel. A periodicitds mindkét tartoményra jellemzd.

Mivel a kétvaltozos esetre vonatkoz6 képletek hosszadalmasak, masrészt
az egyvaltozds eset értelemszer(i altalanositasai, a 2. tdbldzatban a Fourier-ana-
lizis négy véaltozatat az egyvaltozds esetre adjuk meg.

A kétvaltozés Fourier-sorra nem volt sziikségiink, a kétvaltozos folytonos
Fourier-transzforméltat a (2)-vel, a végtelen hosszisigi kétvaltozés digitdlis
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jelek Fourier-transzformaltjat a (39)-cel adtuk meg. A kétvaltozds diszkrét Fou-
rier-transzformalt (DFT) bevezetésére van még sziikség.
A kétvaltozés véges hosszisagi

gkﬁ (]C=O,1,...,M—1)

f=0,1,...,N-1)
adatrendszer DFT-jat

N LM —jzn(5’1+l—'
DFT (o) = 3 3 4, OFW) g

(43)
(p=10,1; . coy M=y r=0;1; .., N—l)

definidlja. A (43) tetszbleges, egész p és r indexekre szamithat6, de ha a meg-
adott értékektdl eltérd (p,, 7,) értékeket hasznalunk az alap periédus M XN -
szaému mintdjanak egyikét kapjuk meg tjra. Ennek oka az, hogy a (43)-ban sze-
replé exp [—j 2% [%-}-—ZZ\;]] magfiiggvény periodikus. Ertéke valtozatlan ma-
rad, ha (p,, 7o); 0=p,=M —1, 0=r,=N —1 helyett

P = Pop+mM, 1 =ro+nN (mésn egész) (44)

; Gylfyefy)
Gylfy ) d

Habar R. Geo 83/26-3

3. dbra. Az dtviteli fuggvényt karakterisztikus gorbékkel is szemléltethetjiik. Két esetet mutatunk
be: a kétvaltozos atviteli fliggvényt hengerfeliilettel metszve f/ = 4llandd, sikkal metszve ¢ = allan-
dé karakterisztikus gorbékhez jutunk

Puc. 3. TlepexonHasi (pyHKIMSI MO)KeT ObITb MpPEACTaBJeHA M XapAKTEPUCTHUECKUMU KPUBBIMU.
ITokasaHbl IBa cavyasi: MPY MepeceyeHrn nepexoaHoit GVHKIMH JBVX MepeMeHHbIX T0OBEPXHOCTBIO
IMJIMH/IPA M0JIVY4aeM XapaKTepPUCTHYECK VIO KPUBVIO ff =const, a MII0CKOCTbI0 — KPUBVIO @ =const

Fig. 3. The transfer functions can be visualized by characteristic curves. The intersections of the

surfaces corresponding to two-dimensional transfer functions by a cvlmdex (ff = constant), and by
a plane (p = constant) are shown
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értékeket irunk argumentumaba. Ez éppen azt jelenti, hogy
Gplf G Gpo’o

minden, a (44) egyenletet kielégitd (p,, 7,) és (py, 7,) parra.
A

G’p,(p:(),l,...,M—l és r=0,1,...,N-1)

frekvenciatartoménybeli mintdk sorozatabdl az eredeti mintdk sorozata a két-
véltozés inverz diszkrét Fourier-transzformaciéval (roviditése DFT 1) vissza-
allithato:

e N—1M-1 j2n ﬁ*W
DFP= {(Gpr)} N Z Z Gpre =9k - (45)
r=0 p=0
A (45) ismét tetszbleges (k, [) parra szamithato, de
Irily = Jrolo
ha
ky =ko+mM, 1, =1[0,+nN (mésn egész). (46)
Emiatt a visszadllitott sorozat is periodikus, a g, (£ = 0,1, v M—T
! =0,1, ..., N—1) mintédk sorozata az alap periédus.
A DFT-ra vonatkozé konvoluciotétel a kovetkezs:
M—1N-1 .
DFT{ Z Z Cklgm—l'\',n—l} = Cpr Gpr’ (47)
k=0 i=0

A kapcsos zardjelben a ¢, és g,, adatrendszerek tgynevezett ciklikus kon-
volucidja szerepel. Ez a kozonséges és a linearis sziirésben kivant (nem-ciklikus)
konvoluciétdl lényegesen eltér. Mivel c,, és g,, periodikusan ismétl6dé adatrend-
szereket jelentenek a konvolucidképzéshen szerepls szorzatdsszeg valamennyi
szorzata, minden n, m toldsra szdmithatd.

A nem-ciklikus konvoluciét gy szdmithatjuk, hogy a konvolvalandé adat-
rendszereket zérusokkal bdvitjiik ki: 4. dbra. A két, kell§ szdmu zérussal kiegé-
szitett adatrendszer ciklikus konvoliciéjanak egy periédusa megegyezik a ko-
zonséges konvoluciéval. Kiilon felhivjuk a figyelmet a kiegészités fontossagara,
ennek elmaradasa esetén teljesen hamis eredményeket kapunk!

Mind a kétvéltozés DFT, mind inverz miivelete megval6sithaté egyvaltozés
DFT szamitdsanak sorozataval. A (43) kétvaltozés DFT példaul igy irhaté

Gpr — G;-le H ’ (48)
=0
melyben
S M- —j%kp
a= > Gye (49)
k=0

Az utébbi az Gsszes sorra az egyvaltozés DFT szamitdsat irja el. Miutan a
sorok egyvaltozés DFT-jait szamitottuk és azokkal az eredeti kétvaltozis adat-
rendszer sorait helyettesitettiik, a (48) szerint szdmitjuk az osszes oszlopra az
egyvaltozés DFT-okat. Ezeket az eredetileg ott 4ll6 G (I =0,1, ..., N —1)

helyére irva végiil megkapjuk a teljes adatrendszer kétvaltozés DFT-jat.
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4. abra. A gy, 6s c;y, adatrendszerek nem-ciklikus konvolici6éjat meghatérozhatjuk a ciklikus kon-
volicié szamitdsaval is, ha a konvoltcidképzés el8tt- mindkét adatrendszert kell§ szdmu zérussal
egészitjiik ki

Puc. 4. HeUMKIMUECKYI0 CBEPTKY CHCTEM JAHHBIX Zi; M Cjx MOXKHO OTPE/esIUTh BBIYMCIIEHHEM
LIMKJIMYECKOH CBEPTKH, eCjli 00e CHCTEeMbl IJAHHbIX TIepe/| IPOBe/IeHHeM CBEPTKH 0M0JIHUM JI0CTa-
TOYHBIM KOJIMYECTBOM HYVJIeif

Fig. 4. The non-cyclic convolution of g;;, and ¢;; can be determined by the periodic convolution if
both sets of data are augmented by properly chosen areas including zeros

A sziirés végrehajtasa a frekvenciatartomanyban a kovetkezs. Tételezziik
fel, hogy a szlir6 M X N, adatot, az 4talakitandé adatrendszer M ,X N, adatot
tartalmaz. ElGszor kiegészitjitk zérusokkal mindkét adatrendszert ugy, hogy
méretitk M X N legyen, ahol

M=M+M, N=N;+N,

legyen. A kiegészitett adatrendszereket jeldlje ¢ és g, azaz

= 0; k> M, vagy I=DNg,
g;i =9k OékéMa és O§Z§Nas (51)
=03 k>Ma vagy l>Na’
A szlir6 kimenete:
DFT-1{DFT {c) DFT {git)} L rliea)

Ennek az adatrendszernek M+ M, sora és N,+ N, oszlopa van, de szé-
munkra csak az a rész értékes, mely az eredetileg megvalédsitandé kozonséges
konvoluciéképzés sorén a ¢, osszes elemét felhasznalta. Végiil az (52) eredményé-
b6l 2M ; szamu sor és 2N, szdmu oszlop elhagyésdval kapjuk a megszokott, a
jelenlegi gyakorlatban diszkrét nem-ciklikus konvoliciéval szamitott, igyneve-
zett szlirt adatrendszert.

Az (52) alkalmazésdnak elénye, hogy a szamitas rendkiviil gyors. Tovabbi
elénye, hogy ha a szdmitott DFT-akat zérusokkal egészitjiik ki, a kimenet szinte
tetszdleges sfiriséggel megkaphaté. Példdul ha mindkét irdnyban az eredeti
hossztisag kétszereséig torténik a kiegészités, a kimenet mintavételi tdvolsdga —
szintén mindkét irdnyban — az eredeti mintavételi tdvolsag fele. Az interpold-
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ciét automatikusan és az eredeti adatrendszer frekvenciatartomanyéan a lehetd
legjobban végrehajtja a DFT ~! mfivelet.

A sziirés frekvenciatartoméanybeli megvaldsitisa e két elényos tulajdonsig
miatt feltétleniil javasolhaté.

2. Linedris dlalakitdsok dtviteli tulajdonsdgainak vizsgdlata

A gravitaciés és magneses térképek adatrendszereit sokszor olyan miivele-
tekkel kivanjuk atalakitani, melyekrdl nem nyilvdnvald, hogy linearis sz(iréssel
megvaldsithaték vagy jol kozelithet6k. Néhany ismert példa: analitikai foly-
tatds lefelé vagy felfelé, kiilonboz6 derivaltak szdmitdsa, migneses adatok po-
lusra redukalésa stb. -

Tobb esetben valamilyen dtalakitds konvolicié alakra hozhaté, més esetek-
ben az atalakitandé ¢ (x, y) spektruménak szorzdsa valamilyen frekvencia fiigg-
vénnyel adja a mfivelet végeredményét. A két eset kozos vonasa, hogy a széban
forgé miiveletek szlirésnek tekinthet6k — akkor is ha a miiveletek eredeti cél-
kitlizéseinek megfogalmazasiban a szilirés gondolata fel sem vet6dott. Az elsé
esetben, amikor a miiveletet méar konvolici6 forméra hoztuk, az atviteli fiiggvény
szamitésa esetleg jobban megvildgitja az atalakitds hatdsit, megerdsitheti vagy
kétségbe vonhatja a miivelet célkitiizéseinek helyességét. A masodik esetben,
amikor lényegében méar az atviteli fiiggvényt vizsgélhatjuk, ezekhez tovabbi
lehet8ségként jarul a miivelet gyakorlati megvalésuldsanak elGkészitése vagy az
elvi 4tviteli fliggvény célszerti médositésa.

Néhany gyakran alkalmazott mtivelet atviteli fiiggvényeit a 3. tdbldzatban
foglaltuk 6ssze. Megjegyzends, hogy tovabbi miiveletek is jellemezhetSk atviteli
figgvényeikkel, de 4ltaldnos alakban ezek az atviteli fiiggvények nem irhaték
fel és ezért a tabldzatban nem szerepelnek. Példa erre kiilonboz6 fokszamu
polinomok illesztése az eredeti adatrendszer kisebb részteriiletének adataihoz és
valamelyik adat helyettesitése a polinom valamilyen rogzitett argumentumu
helyen (referenciapontban) felvett értékével. Az atvitelt ugyanis az illesztéshen
hasznélt adatok szdma, a polinom fokszdma és a referenciapont helye egyarant.
médositja.

A felfelé, illetve lefelé folytatdsok célja olyan anomélidk szamitdsa, melyeket
a vonatkoztatdsi sik felett vagy az alatt hizédé, vele parhuzamos sikban mér-
hetnénk. Az 4talakitdsok részletes targyaldsa magyar nyelven is tobb helyen
megtaldlhato, példaul Kis —Mesko, 1980; ezért arra szoritkozhatunk, hogy a vég-
eredményeket idézziik. A felfelé folytatds eleve konvolicié alakra hozhatd. Ezt
mutatja a tablazatban is szerepl$ sulyfiiggvény. A korszimmetrikus stlyfiigg-
vénybdl, .

1 h h

s(x, y) = — =
(x, y) o (2+y2+h2)¥2 2w (r2+h2)32

az atviteli fiiggvény Hankel-transzformaciéval kaphaté.

A lefelé folytatéas atviteli fiiggvénye nyilvanvalé médon a felfelé folytatas
reciproka. Ellentétben a lefelé folytatassal, az utébbi mtivelethez nem rendelhetd
stlyfiiggvény, mivel energiatartalma nem véges és emiatt az atviteli fiiggvény
inverz Hankel-transzforméltja nem létezik. A bemenet spektrumdirdl fel kell
tételezni, hogy savkorlatozott, egyébként az atviteli fiiggvénnyel valé szorzas
utdn — a novekvs frekvenciak exponencialisan novekvs erdsitése miatt — vég-
telenhez tarté amplitudékat kapnank.
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3. tablazat — Tabauya — Table
Néhany gyakran alkalmazott miivelet atviteli fliggvénye
TepexoaHbie GyHKUMU HECKONBKUX, YACTO NPUMEHSIEMBIX Onepauuii

Transfer functions of some often applied operations

Tér tartomany Frekvencia tartomany
Miivelet neve (operito iteli fii
- sﬁ%y}ﬂggrv i) atviteli fliggvény
. / 1
1. folytatés ,fe!fele _IL e—27hf,
h magassagig 2% (324 y? 4 R2)3l2
2. folytatés lefelé
h mélységig - e2ahfy
ak
3. vertikalis derivalas (—2n )k
a2k
4. horizontdlis irdnyu 9! : i
derivéldsok e (7272f)
ox
i . )
ki il (42 fy)
2y’
5. polusra redukalas:*
. J?
totalis komponens: = : z
[Afr+3 U fc+m O] [N fr+5 (L f+M £y)]
vertikéalis komponens: _ Jr
(indukalt) nfr+j (Lfx+m fy)
6. kiilonb6z8 kompo- Jr g 43 (4 S +my fy)
nensek atszdmitdsa =
egymésba Jr o +j (L fx+ma 1)
Z komponens J(Ufx+mfy)
atszémitdsa e
H komponensre Ir

* L, M, N a magnesezettség; [, m, n a f6ldi magneses tér iranyvektoridnak komponenseit jelsli.

Azon a tartoményon, ahol a bemenet spektruma zérus, az atviteli fiiggvény
viselkedése kozombos. A gyakorlati megvaldsitds érdekében, anélkiil, hogy 1é-
nyeges veszteséget okoznank feltételezhetjiik, hogy az atvitel

S (fr) == e2nhfr, ha fr <fh} ' (53)
= O, ha‘ fr>fh

Az f), fels6 hatarfrekvenciat ugy vélasztjuk, hogy a tartomény, melyen az
eredeti atviteli fiiggvény hat, tartalmazza a bemenet spektruménak nem zérus
részét. A modositds a megvaldsitandé atviteli fiiggvény energia tartalmat vé-
gessé teszi. A silyfiiggvény inverz Hankel-transzforméciéval mér szamithaté.

Tapasztalatok szerint még az (53) alaku atviteli fiiggvény sem biztosit meg-
felel6 eredményeket. Ennek oka az, hogy a bemenet (felszinre vagy felszin koze-
lében hizd6d6 frekvenciasikra redukalt gravitdciés anomélia) nem csupan a foly-
tatas sikja alatti hatdk terét tartalmazza. A folytatds alapvets feltételezése, hogy
a két sik kozott nincsenek haték. Részben a tényleges geoldgiai felépités (nin-
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csenek pontosan vizszintes, tokéletesen homogén rétegek), részben a mérések és a
korrekciok szamitdsanak hibai miatt ez a feltételezés nem teljesiil. A felszinkozeli
inhomogenitasok, a vonatkoztatasi sikhoz kozeli hatdék és a kis mérési és korrek-
ciés hibak, melyek fiktiv, kis méretli hatékhoz hasonlé jarulékot adnak, legna-
gyobb mértékben a spektrum nagyfrekvencids részét torzitjak. Csupan az ala-
csonyabb frekvencids részrél tételezhets fel, hogy nagyobb mélységhdl ered.
Emiatt az elvi atviteli fiiggvény helyett rendszerint médositott

Sl (fr) eZnhf,

alaku atviteli fliggvényt alkalmazunk. Ebben S\( f,) alulvagé sziir6, mely névekvs
frekvencidkkal az exponencidlis csokkenésnél gyorsabban tart zérushoz, azaz

lim S, (f,) e2*h%r = 0.
fte

Az alulvagasra a tobb el6nyos tulajdonsiggal rendelkezs Gauss-féle alul-
vago6t haszndlhatjuk. Ezzel az analitikai lefelé folytatds gyakorlatban is alkal-
mazhaté kozelitésének atviteli fiiggvénye

S(f,) = exnt—Gesr. (54)

A k paraméter a h mélységtdl és a bemeneti adatrendszer spektruménak megbiz-
hatésagatdl fiiggben valasztandd. Nyilvanvals, hogy A novekedésével a k-nak is
novekednie kell. Ha a spektrum kevéssé megbizhaté, a nagyobb frekvencias ré-
szeken ezek sulyat szintén £ novelésével csokkenthetjiikk. A miivelet bizonyos
értelemben optimalis megvalésitasara a 3. fejezetben még visszatériink.

A vertikalis derivalés atviteli fiiggvénye egyszeriien levezethets az analitikai
folytatasok atviteli fiiggvényeinek felhaszndldsdval. Példaul a felfelé folytatast
hasznalva azt irhatjuk, hogy a vertikalis derivalt a felfelé folytatott és eredeti
anomalidk kiilonbségébdl a

lim 2% %2 = Ah)—g (2, y, 0)

55
4k 40 Ah (55)

hataratmenettel kaphat6. A hatardtmenet és a Fourier-transzformécié felcserél-
het§ miiveletek, a g (x, y, z = Ah) Fourier-transzforméltja az eredeti ¢ (x, ¥, 0) és
a folytatas atviteli fiiggvénye segitségével kifejezhet6. Az (55) — tehat a
g (x, y, z = 0) vertikalis derivaltjanak Fourier-transzforméltja — igy irhaté

e_2nf'JhG(fx’fy)_G(fx’ fv) e—2nfrah _1

o T = G(fo fy) lim =2
= GUnh) (~2nf)lim et = (=20[)Gfuf). (50

Ebbdl kozvetleniil leolvashaté, hogy a miivelet atviteli fiiggvénye ( — 2xf,). Ismé-
telt vertikdlis derivaldsok ugyanezen atviteli fiiggvénnyel torténd ismételt szor-
zasoknak felelnek meg, k-szor ismételt derivalds atviteli fiiggvénye emiatt
( N 2”f r)k'

A kiilonb6z6 horizontélis derivaltak szamitdsanak atviteli fiiggvényét par-
cidlis integraldssal hatarozhatjuk meg. Vizsgiljuk az 4ltalanos esetet: legyen a
miivelet az x szerinti k-adik, az y szerinti i-edik parcidlis derivalt szdmitésa,
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azaz
' ai +k
Ixi (%, y) = 3x"—ay"g(x’ y). (57)
Tételezziik fel, hogy ¢ (x, y) és tetszbleges rendii derivaltjai végtelenben zérus-
sal egyenl6k. Ez a feltételezés gravitaciés vagy magneses anomadliatereket leiré
fiiggvények esetén indokolt.
Az (57) jobb oldalanak Fourier-transzformaltja,

9 (=, y)] e—i22(xx+1yY) dx dy
/‘.[ b ay

— o0 — oo

parcidlis integralassal igy alakithato:
ak—l ai——l
[ ) k-1 p) yl—l

7z, y) e-j2n(fxx+fyy)]m A

— o0 =— oo

Y ~ .~ ak—-l ai—l — T3 {
—j2n x+Iy Y.
+4m? f. f, / f [—axk"l g g(x,y)]e i2nUxx iy da dy .
A kiintegralt rész azonban feltevésiink miatt zérus. A megmaradé integral elté-
rése az eredeti integrdltél annyi, hogy ( —j 2n)* f, f,-nal szorzédott, mlg az integ-
raljel alatti derivalasok rendje eggyel csokken. Részletes feliras nélkiil is lathato,
hogy minden tovabbi x szerinti parcidlis integralds —j2nf,, minden y szerinti
parcidlis integralds —j2nf, szorz6t hoz a megmaradé rész elé. Végiil k szdmu
szerinti és 1 szamu ¥y szerinti parcialis integralds utan

(} ai+k ( )
=\ Y )=
{axkay‘ }

—j2nf ) (—j2nf,) / f 9(2, y) =12 x5y dis dy =

—res) Y—iop

_.7 2nfx)k ( _.7 2nfy)i G (fx’ fy) :

A kimenet Fourier-transzformaltja a bemenet transzforméltjanak és a deri-
valasok rendjétdl fiiggd frekvenciafiiggvénynek a szorzataként irhaté fel. Ebbdl
leolvashatd, hogy az atviteli fiiggvény

8 (folfy) = (= 2m)" ¥ (f) () - (58)

Az osszes derivalt szamitasa alulvagé jellegli szlirésnek felel meg. Eltavolit-
jak az allandé6 részt (az egyen-komponenst) és a frekvencidval valamilyen, a
derivéilas rendjétdl fiiggs fokszamu hatvanyfiiggvény szerint novekvs erdsitést
irnak el6. A lefelé folytatdshoz hasonléan az atviteli fiiggvény energiatartalma
végtelen és emiatt a sulyfiiggvény nem szdmithaté.

A megoldést ismét az jelenti, hogy az elvi atvitelt csak valamilyen — a be-
meneti adatrendszertdl is fiigg6 — hatéarfrekvenciaig irjuk els, azon tidl pedig
zérussal tessziik egyenl6vé. A nagyfrekvencids zajok csokkentése a derivaltak
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szamitésa esetén is kivdnatos. Ezt ismét az elvi atviteli fiiggvény és alkalmasan
véalasztott feliilvadgé kombindlasaval valésithatjuk meg. Példaul a gyakorlatban
is alkalmazhatd, a vertikdlis derivalt szamitdsit az alacsonyfrekvencids tarto-
manyon jol kozelitd atviteli fiiggvény

S (fr) i ("'znfr) Sl (fr) ’

melyben 8, (f,) a feliilvagé atviteli fiiggvénye. Utébbinak (f,) ~*-nél gyorsabban
kell zérushoz tartania.

A 3. tabldzatban szerepls 1—4. miiveletek atviteli fiiggvényei valésak vagy
tiszta képzetesek. A még nem targyalt két tovabbi miivelet eltér az el6zGektdl
abban is, hogy atviteli fiiggvényiik komplex értékii. Mivel ezekrdl a magyar
nyelvii szakirodalomban kevés sz6 esett, indokoltnak tartjuk valamivel részle-
tesebb térgyaldsukat.

A levezetésben a mégneses skalarpotencial

U (g s 20) = —///(ﬁ, grad) - 1_ do (59)
¥ |7 — 7|

alakjabol célszerti kiindulni. Ebben V a magnesezett anyaggal kitoltott térfogat,

melynek térfogateleme do, M a mégnesezettség eloszlasat leird, 4ltalaban hdrom-
véaltozds vektor-skalar fiiggvény,

[r—7ol = [(x—20)%+ (¥ —Yo)* + (2 —2)2]2. (60)

Amikor M (x, y, z) nagysiga valtozé, de irdnya allandé

M(z,y,2) ==M (2,9, 2). (61)
és (59) egyszer(ibb alakra hozhato:
1
U(xo,yo,zo)=—fffM(x,y,z)—f’T —_do. (62)
dx |r—",)
v
A % iranymenti derivalt
i_:L—‘9—+Mi+Ni, (63)
o ox oY 0%
ahol
L = costsinn,
M = costcosy. (64)
N =sint.

A 7 és 1 szogek, illetve az L, M, N komponensek jelentése az 5. dbrdbdl leolvas-
haté.

Abban a gyakran feltételezett esetben, amikor a magnesezettséget kizardlag
a foldi méagneses tér hozza létre (indukalt magnesezettség) = az I inklindciéval,

n a D deklindciéval lesz egyenls. Az M mégnesezettség pedig a mégnesezett

anyag k szuszceptibilitdsdnak és a foldi magneses tér 7} totélis intenzitdsdnak
szorzata:

M = kT, = kT)a. (65)
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Ilyenkor az irdnymenti derivalt a (63) és (64) helyett igy irhaté:

Qe oz oY 9z
melyben

o~
Il

cosIsinD,

m = cos I cos D,

n =sinl.

Webei R Geo 83/26-5

5. abra. A f61di magneses tér, illetve a magnesezettség leirasdban hasznalt jelolések

Puc. 5. O6o3HaueHus1, MpUMeHsieMble TIPH OMTHCAHUU MArHUTHOTO MoJisi 3eMJIM M HAMarHMYeHHOCTH

Fig. 5. Notations used in the description of the earth’s magnetic field vector components (I, m, n)

and that of the magnetization (L, M, N)
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A mégnesezett test dltal létrehozott anomalia a felszin (z,, y,) pontjdban a
skalarpotencidlbdl a

AT (24, Yo 0) = —% U (%0 Yor 20 = 0) (68)

miivelettel kaphat6. Amikor a potencidlt alland6 irdnyban magnesezett test

hozza 1étre
AT (z,, ¥y, 0) = _M st TS 69
B o 0w 3%f/f|7—ro| 8

illetve amikor a magnesezettség oka a foldi tér indukcidja

32
AT (24, ¥y, 0) = — kT, 70
(%o, Yo, 0) 3&fof|7—rol (70)

A vertikalis anomalia komponens ugyanezen specidlis esetekben

AZ (24, Yo, — M 71
bt az e f// 77l i
A7 (z, y,, —kT,—

= 92 aa/// F—7ol R

Végiil a horizontalis komponens a két esetben

3;‘38%./././ |7 — 7o i
aﬂaocf// F—Fol i

A két utols6 egyenletben a f irdny a foldi mégneses tér horizont4lis kompo-
nensének irdnyaba mutat, azaz

illetve

AH (xg, Yo, 0) = — M,

AH (zg, Yo, 0) = — kT,

L_:L_a_+ML, (75)
op o oy

A (69) —(74) egyenletekbdl kitiinik, hogy lényegében azonos kifejezés kiilon-
boz6 derivaltjainak szamitdsa adja az egyes komponenseket. Emiatt az egyes
komponensek spektruma a kozos

=

tényezd spektruma, szorozva a megfelel§ derivalasok atviteli fiiggvényeivel és az
M, vagy kT, szorzéval. Az el6fordulé kiilonboz6 irdnyok menti derivalasoknak
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megfelels atviteli fiiggvények a kovetkezdk:

ff{é’;} = 2 [N f,+5 (Lf+ M), %)
(}{;’—&_} = 2 [nf,+j Afs+mf)], (17)
ER I (18

L 99

A | polusra redukalas” célkitlizése olyan transzformécié megvalésitasa,
mely vertikalis irAnyt méagnesezettségre és vertikdlis iranya foldi mégneses térre
szamitja at a vdltozatlan alaki, illetve nagysigat tekintve véltozatlan magne-
sezettségli haté anomalia képét. Amikor a haté mégnesezettsége indukélt, a
foldi mégneses tér vertikalis irany4abdl mar kovetkezik a vertikalis magnesezett-
ség is. A mfivelet neve abbdl ered, hogy a péluson (vagy az irdny eljelét is figye-
lembe véve az északi p6luson) vertikalis iranyu a foldi magneses tér. Amikor indu-
kalt magnesezettségrdl van szo, a transzformécié szemléletesen azt jelenti, hogy a
hat6t ,athelyezziik” a pdlusra.

A pdlusra redukalas utdn csak a vertikalis komponens kiilonbozik zérustél
- (a totdlis és vertikalis komponens egybeesik). A graviticiés anomdlidhoz ebben az
értelemben hasonléva valik az atalakitott magneses anomdlia. Emiatt nevezte
Baranov (1957, 1975) az igy kapott anomalidkat ,,pszeudo-gravitdciés” anoma-
lidnak.

Az atalakitas utdn kapott magneses anomaélia

AT (x4, Yo, 0) = 79
» (X0 Yor 0) 322/ff|7—70| (79)

homogén M, mignesezettség esetén, illetve

nox ] [ [ 7 (80’

indukalt magnesezettség esetén. A z-szerinti méasodik derivalés atviteli fiiggvénye
(27 f,)%. A pélusra redukélds sordn az eredeti anoméaliakép elallitasaban szerepld
derivélasokat a z-szerinti masodik derivalassal kell helyettesiteni. A frekvencia-
tartoményban ez azt jelenti, hogy az anomélia spektrumét osztani kell a (sz6-
ban forgé anomadlia el6allitdsdban szerepl§) derivalasok atviteli fiiggvényeivel és
meg kell szorozni (2nf,)>-tel. A (69) és (79) alapjan — felhasznalva a (76) és (77)
atviteli fiiggvényeket is — kapjuk, hogy a pélusra redukélds 4tviteli fiiggvénye
% irdnyban magnesezett haté totélis anomélidja atalakitdsdban

J: | : (81)
[nf.+3 Qfc+mf)] [N f,+5 (Lfc+Mf)]

A (70) és (80) alapjan — a (77) felhaszndldsdval — addédik, hogy indukalt
mégnesezettség esetén a totdlis anomdlia atalakitdsdban alkalmazandé atviteli
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Sper.ey (fo fy) =




fuggvény

£
S ok x? = 82
S Y e T ey G

alakuva egyszer(isodik.

A tovabbi esetek atviteli fiiggvényei a (76) —(78) iranymenti derivaldsok
atviteli fiiggvényeinek és a (71) —(74), illetve (79) és (80) egyenletek koziil vé-
lasztott megfelel§ paroknak a felhasznaldsdval ugyanilyen egyszertien kaphatodk.
(Usak az indukdlt anomélia Z-komponensének atszamitdsira vonatkozé atviteli
fiiggvényt irjuk még fel. Ez (72) és (80) alapjan

¥
Sp.iy(foly) = L :
piy (fo fy) h it mE) (83)

A kiilonb6z6 irdnyu komponensek atszamitdsa (a 3. tablazat utolsé tétele)
ugyanezen elvek alapjan végezhets el. Az atviteli fiiggvények szamlaléjaban a
kivant iranynak megfelel§ derivalas atvitele, nevezGjében az eredeti iranynak
megfelel$ derivalds atvitele szerepel.

A most levezetett (81) —(83) és a tovabbi atviteli fiiggvények is csak iranytol
fiiggenek. Ez konnyen belathaté, ha a frekvenciasikban attériink polarkoordi-
natékra. Az

Jie = [frcosq, j:v If,Sian
helyettesitésekkel példaul a (83)-bdl:
1

— (84)
n+j (I cos p+msin @)

Spz.iy(fr ) =

tehat csak a @ iranyt tartalmazé atvitelt kapunk.

Az origéban felvett érték attol fiigg, hogy milyen iranybdl kozelediink felé;
itt nincsen az atviteli fiiggvényeknek hatarértéke. Az origét (az egyenkompo-
nenst) ki kell zdrni az dtalakitasokbdl. Elvileg ez nem okoz nehézséget, mert — a
méagneses tér forrdsmentes 1évén — tetsz6leges fizikailag létezé haté mdagneses
anoméliaterének egyenkomponense zérus. A gyakorlatban azonban véges kiter-
jedésti térképeket hasznalunk és emiatt az egyenkomponens eltavolitasardl kiilon
gondoskodnunk kell. A legegyszer(ibb megoldés a szamunkra lényeges frekvencia-
tartomanyt kevéssé médosité alulvagé sziir6 alkalmazésa.

A poélusra redukélas miiveletének elméletével és gyakorlati megvaldsitasaval
behatéan foglalkozott Kis K. (1981a, b, 1982a, b).

3. Sziirétervezés a frekvenciatartomdny felhaszndldsdval

Egyvaltozds (rendszerint az id6 fiiggvényében véltoz6) mennyiségek opti-
malis atalakitésait gyakran alkalmazzak a geofizikdban. Alapvets feltételezés az,
hogy az 4talakitandé mennyiség valamilyen stochasztikus folyamat egy reali-
zéci6ja és a stochasztikus folyamat megismerhet§ (vagy legalabb becsiilhets)
statisztikus tulajdonsidgu, megtartandé és eltdvolitandé komponensek Osszege.
A megtartandé (esetleg az atalakitds sordn még valamilyen kivdnatos médon
valtoztatandd) komponenst jelnek, az eltavolitandé komponenst zajnak nevez-
ziik. A jel és zaj elkiilonitésére akkor lehet reményiink, ha statisztikus tulajdon-
sagaik eltérnek egymastol. Gyakorlati sikerhez természetesen még az is sziikséges,
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hogy a statisztikus tulajdonsidgok becslésében alkalmazott feltételezéseink jol
kozelitsék a valéségot.

Az 4tlagnégyzetes értelemben optimalizalt sziirésre két példat adunk. Az
egyik pusztan a zaj kikiiszobolését tlizi ki célul. A masik példa: analitikai lefelé
folytatas zaj jelenlétében azt az esetet illusztrdlja, amikor a jelet nem csupan
elkiiloniteni, de médositani is kivanjuk.

A specidlis véltozatok targyaldsa el6tt osszefoglaljuk a kétvaltozés, atlag-
négyzetes értelemben optimalizalt, digitalis sz{ir6 levezetését.

Sziikségiink lesz a kétvaltozos (nem-normalt) autokorrelacids fiiggvényre és a
keresztkorrelaciés fiiggvényre. Hzeket a

Pog (%, V) = EAGii+u, k) (85)

Pag (4, V) = EAQikGitu, 14v) (86)

egyenletek definialjak, melyekben g,,, illetve d,, azonos racspontban adott értéket
reprezental. A tovabbiakban g, a bemenet, d; a kivant kimenet mintdit, ¢, a
kétvaltozos linearis sz{ir§ egyiitthatdit jeloli.

és a

A digitalis sz{ir6 tényleges kimenete az egyenldre ismeretlen és még meg-
hatarozatlan szam c;;, egyiitthatok alkalmazésa utédn

; Zk' CikIn—i,m—k+
Az atlag négyzetes eltérés a kivant és tényleges kimenetek kozott pedig

elcy) =& I(dnm_ Z 2 cikgn—i,m—k)z} =
_(pdd 22201k(pdg 7‘ k +222201kcnm(pgg t’777‘_]“) (87)

Az eltérés akkor lehet minimélis, amikor az &(c;,) kifejezés c;, egyiitthatok
szerinti 6sszes parcialis derivaltja zérus. Ebbdl a sziikséges feltételbdl a

Pag (n, M) = Z" Zk'c,-k Pgg (W —1, m—k) (88)

line4ris egyenletrendszert kapjuk. Az egyenletek szdma azonos az egyiitthatok
szaméaval, mert n és m ugyanazokat az (egész) értékeket futja be, melyeket az
1 és k indexek. A (88) a kétvaltozds, diszkrét Wiener — Hopf egyenletrendszer.
Az autokorreldciés matrix szimmetridja miatt ismét lehetdség van rekurziés
megoldésra.

Az atlag négyzetes eltérés elérheté minimuméahoz jutunk, ha a (88) egyenlet-
rendszert beirjuk a (87) kifejezésbe. Konnyen lathatd, hogy

Emin (cik) = {pdd = Z" %‘ cik (pdg ’L, k) 5
A normélt minimalis hiba pedig

+ 2 (pdg (1” k)
Emin (Cik) =1-— Z z Cik m . (89)

Szemléletessége, illetve az egyszertibb szamithatésag miatt tobb szerzd a
térbeli frekvenciatartoményba transzformalja a (88) egyenletrendszert. Mindkét
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oldal diszkrét Fourier-transzformaltjat képezve, majd atrendezve az egyenletet a

@ /’ /)
e gc jf;”,) (90)
gg \JxJy

kapcsolatra jutunk. A szamladléban a keresztspektrum, a nevezSben a teljesit-
ményspektrum szerepel, C' (fy,f;) a sazlir6 atviteli fiiggvénye. Megjegyzendd,
hogy a keresztspektrumot rendszerint eléggé nehéz becsiilni.

Az optimumsz{irés alkalmazdsinak sikere elvben a keresztkorrelacid, illetve
a keresztspektrum értékétdl fiigg. Gyakorlatban azonban lényegesebb az, hogy
milyen j6l tudjuk becsiilni ezeket a mennyiségeket. Az a tény, hogy aranylag
ritkdn haszndlnak kétvéltozos optimumsziirSket, 1ényegében a becslés gyakorlati
nehézségeibsl kovetkezik. Rendszerint a kétvaltozés teljesitményspektrumot
szadmitjuk, majd ennek értékelésével prébaljuk elkiiloniteni a zajra jellemzd
részt. A sziirés eredményessége nyilvanvalé médon fiigg az értelmezd dontésének
helyességétol.

Tételezziik fel, hogy a bemenet egymassal korrelalatlan jel és zaj Gsszege,
azaz

Psn (4 k) = Pns (4> k)=0.

Ekkor a bemenet autokorrelaciéja, illetve a kivant kimenet és bemenet kereszt-
korrelaciéja
Pgg (%, k) = @y (3, &) + @pn (3, k) (91)

¢dg (Z’ k) = @ss (1:, k) (92)

alakuvé egyszertisodik.
A diszkrét Wiener —Hopf egyenlet az egyenlGségek felhasznaldsaval

Pss (n, m) = 2 %cik [(pss (72-—’1:, m—k)+‘pnn (n_i! m_k)] (93)

alakuvé tehetd; mig a frekvenciatartomanyban érvényes (90) altalanos Gssze-

fiiggésbdl a szlirs atviteli fiiggvényére a

Lt ., (1 f))
ClUels) = 5 T I+ O (Fo 1)

kapcesolat vezethetd le.

A (94) egyenletbdl jol latszanak a korreldlatlansag feltételezésének el6nyei:
a teljesitményspektrum értelmezésénél csupan a zaj teljesitmény jarulékat kell
elkiiloniteni. Rendszerint alacsonyfrekvencias és nagyfrekvencids zaj is van. Az
elébbi a regiondlis komponens, az utébbi a minden frekvencian jelentkezé ren-
dezetlen zaj. Ez a komponens csak latszélag nagyfrekvencias, ugyanis itt csokken
a jel szintje a zaj szint ald. Mashol a jel, illetve regionalis komponens teljesitménye
jelentGsen — az elég alacsony frekvencidkon tobb nagysigrenddel is — nagyobb.

Gyakran korszimmetrikus, irdnyfiiggetlen atvitel' megvalGsitasara torek-
sziink. A (94) helyett ebben az esetben a radidlis spektrumokat hasznéljuk.
Ezeket "

(94)

2n

’ 1 ; £
(Dss(fr)zz_n“/'@ss(fr COS‘P’frsm‘P)d‘P
0
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2n

4 1 ’ ’ .
ann (ff) = 2— f ¢nn (f7 cos @, J; sing)d g
7
0

definialja. A digitalis feldolgozasban az integraldst, természetesen, osszegzéssel
kell kozeliteniink. Emiatt sziikség van a racspontok kozotti értékek interpold-
lasara is.

Az atviteli fiiggvény a korszimmetrikus spektrumok feltételezése miatt
szintén korszimmetrikus lesz

® ’
C(fr/) —_ ss(fr)

By (f)+Dn (f))

Mivel a @, (f/), a két komponensre felbontandé teljesitményspektrum
rendszerint t6bb nagysagrendet fog at, értelmezéséhez célszerii logaritmusat sza-
mitani. b

A 6. dbra graviticiés Bouguer anomalia adatokbdl szdmitott radidlis telje-
sitményspektrum logaritmusat mutatja be, a spektrum értelmezésével egyiitt.

(95)

ingf)

o e, Ao e == ST

o1 02 0.3 0.4 05 fr
Hator R Goo PYPR B
6. dbra. A radidlis teljesitményspektrum logaritmusa, melyet gravitdciés adatokbdl szamitottunk ¢s
a spektrum értelmezése

Puc. 6. Jlorapupm paguanbHOro CrieKTpa MOUIHOCTH, BBIMUCIISIEMbIH M0 JAHHBIM I'DaBUTALMU U
HHTEPIIPEeTALHsT CIIeKTpa

Fig. 6. The logarithm of a radial power spectrum, computed from gravity data and its interpretation

Az alacsonyfrekvencids tartomanyon jelentkezd, kozel linearisan csokkend részt
a regionalis hatdsnak tulajdonitjuk. A kovetkezs rész jellemzd a lokalis hatékra,
mig a nagyobb frekvencidkon a kozel dllandé rész a rendezetlen zaj teljesitmény
szintjére jellemzG. Az dbra jél illusztralja mennyire nehéz a kiilonb6z6 kompo-
nensek elkiilonitése, azaz a szlirés tényleges optimalizalasa. Voltaképpen azokat a
frekvencidkat tudjuk becsiilni, ahol a regionalis és a rezidual kozel azonossé valik,
illetve ahol a rezidual beleolvad a rendezetlen zajba. Egy sdvsz(ird, melynek
3d B-es pontjait ezeknél a (becsiilt) frekvencidknal vessziik fel, kozelitleg ugyan-
olyan jé rezidual térképet ad, mint a sziikségképpen becsléseket is hasznilé opti-
mumsz{irs.

A Wiener-értelemben optimalis sz{ir§ egyszerre kisérli meg a jel lehets torzi-
tatlan atvitelét és a zajok teljesitményének lehets legnagyobb csokkentését.
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A lényeges nehézség az, hogy az egyik ,,zaj-komponens”, a regiondlis igen nagy
amplitadéja. Abban az esetben, amikor staciondrius, rendezetlen zajt tételez-
hetiink fel, melynek teljesitménye minden frekvencian azonos, sokkal egyszertibb
az optimalizalas. A (94)-b6l akkor

CUnf) D (fo 1y) (96)
wly) = G o+

kaphaté. A radidlisséd tett spektrumbdl pedig a o* (dllandd) értéke jobban be-
csiilhets, mint a regiondlis jarulék. Elegends a kozel dllandéva valt részen a
spektrum adatok 4tlagdt meghatérozni. Megjegyzendd, hogy gravitéciés adatok
esetén a spektrum jelentds részén o2 jéval kisebb, mint @ (f, f}’,) aktuéalis érté-
ke. Ebbdl az kovetkezik, hogy az alacsony és kozepes frekvencidkon C' (f, f;)
értéke csaknem egységnyi, majd a magas frekvenciak felé haladva lassan csok-
ken. Emiattyaz optimélis simitdsz(ird kevéssé tér el egy megfelelGen vélasztott
feliilvagé sziir6tél. JelentGsége lehet azonban a ¢? ismeretének a sziiréssel kapott
reziduélok értékelésében. Nyilvdnvald, hogy a zajszint megszabja az izovonalak
értelmes értékkozét: nem érdemes a zajszint nagysaganal sokkal kisebb érték-
kozt valasztani. A zajszint alatti vagy abbdl alig kiemelked§ rezidual anomélidk
pedig nem tekinthetk szerkezeti indikaciéknak.

Térjiink most 4t a rendezetlen zaj jelenlétében végzett lefelé folytatds opti-
malizalésara.

Az analitikai lefelé folytatds miiveletét az el6z6 fejezetben roviden Ossze-
foglaltuk. Ramutattunk arra is, hogy a miivelet csak simitdssal egyiitt végezhetd
el. A magas frekvencidk felé haladva exponencidlisan novekvd atviteli fiiggvény
az ardnylag kis teljesitményi rendezetlen zajt is joval a jelek szintje f6lé emelné,
ha a miiveletet eredeti alakjaban alkalmaznink. Az optimélis simitéssal kombi-
nalt lefelé folytatas atviteli fiiggvénye

Es ([ 1))
‘Pss (fx’fy) +I:r.m (fx’fy) i

A E(fy fy) jel teljesitményspektrumot és a B, (/.. f,) zaj teljesitményspektru-
mot most’is a (lefelé folytatandé) bemenet teljesitményspektruma alapjan kell
megbecsiilni.

A radiélis spektrum szdmitésa ismét elényos lehet a bemenet teljesitmény-
spektruménak komponensekre bontisdban: Ha a radialis spektrum logaritmusa
a nagyfrekvencids tartoményban linedrisan csokken feltételezhetjiik, hogy a zaj-
forrasok kozelitsleg egy h,, mélységii rétegben koncentralédnak. A %, értéke pedig
a linedris csokkenés mértékébdl becsiilhets. Ha az irdnytangens m, és természetes

S(fx; fy) — e2nh(f3+f3)1/2 (97)

alapu logaritmust haszndltunk, a A, mélység becslése h, = L |m|.
4z

A radidlis spektrum logaritmusa més alaku is lehet. Ha kozel linedris csok-
kenés helyett kozel allandd, rendszerint kissé oszcillalé jellegli a nagyfrekvencias
tartomény, a zajt fehér spektrumunak tekinthetjiik és esak atlagszintjét kell
megbecsiilniink. Ezt a stabilizdlédott (kozel alland6) részt atlagértékének va-
lasztjuk.

A két lehetséges esetben a zajspektrumok

P, (fx’fy) i Ce-4nhn(f§+13)1/z (98)
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Bm(fx'fy) =N- (99)

A (98)-ban all6 C' becslését ‘a linearis részhez illeszked8, m irdnytangensi
egyenes tengelymetszete adja. Ugyelni kell tovabb4 arra, hogy Pg (f,,f,) érté-
ke sehol se valjon negativva. Ezt tobb mddon is elérhetjiik. Egyik le{letfiség
Py (fs fy) helyettesitése valamilyen elére vélasztott, kis smin értékkel minden
olyan helyen, ahol a P, (f,,f,)—P,, (/s f,) killonbség kisebbé vélik ennél az

értéknél. Példaul, ha a (99) zaj spektrum becslést alkalmazunk
Pss(fx’fy) . ng(fx’fy)_N’ ha ng(fxyfy)_'N>3min
= Smin» ha -ng (fx! j:v) —N§8min 4

A zaj teljesitményspektrumdbdl egyértelmiien kovetkezik a zaj autokorreld-
ciés fiiggvénye. A (98) teljesitményspektrumnak a
2h

— : n
Pnn (4, v) = C (@)t 1 (100)

mig a (99) alaku teljesitményspektrumnak a
@un (W, ) = N (=0, vagy v=0) (101)
=0 (u#0 vagy v#0)

autokorrelacids fiiggvény felel meg.

Ismét feltételezve, hogy a jel és zaj korrelalatlanok a teljes bemenet auto-
korrelaci6jabél a (100) vagy a (101) becslések felhasznaldsival (mindig az értel-
mezésnek megfelel6 alaktval) a jel autokorrelacios fiiggvénye is megkaphaté.

A simitésziir6t a becslések alapjan a diszkrét Wiener — Hopf egyenlet meg-
oldasaval szamitjuk. A sz(ir§ c,;, egyiitthatéit a

; %' Cik Pgg (l—'i” m_k) = Pgg (l’ m) ~Pnn (l’ m) (102)

egyenletrendszer megoldédsa adja.
A simitads utdn a lefelé folytatas mar moédositas nélkiil alkalmazhato.
Megjegyezziik végiil, hogy a lefelé folytatds kétvaltozés dekonvolicids

szlirének is tekinthets, mely nagyfrekvencids zaj jelenlétében miikodik (Meskd,
1974). A felfelé folytatas stlyfiiggvénye ugyanis (1d. 3. tdblazat 1. tétele)

Bl = b e i e (103)
o9 (x2+y2+h2)3/2

konstans szorzé6tdl eltekintve megegyezik egy tomegpont terével. Ez éppen azt
jelenti, hogy a h mélységre lefelé folytatas a h mélységii tomegpont terébdl a
tomegpont helyén spike-ot allit el§; azaz a kimenet ezen az egyetlen ponton
zérustol killonbozs, a tomeg nagysigival ardnyos érték, méasutt zérus.

A szimmetrikus dekonvoliciés sziirG tervezéséhez a tomegpont gravitécids
anomadlia adatainak autokorrelaciéjara és a (103) alakt bemenet és kivant kime-
net (spike) keresztkorreldciéjara van sziikség.

Az autokorrelacié azonban a teljesitményspektrum inverz Fourier-transzfor-
méltja és a teljesitményspektrum a targyalt specialis esetben aranyos az egyetlen,
h mélységli tomegpont terébdl szamitott amplitidéspektrum négyzetével.
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Az elmondottak alapjan, felhasznalva azt, hogy a A mélységﬁ tomegpont
terének amplitidéspektruma exp [ — 2mhf, ]

D (f,) = Cy et (104)

Az inverz Fourier-transzforméciét — mellyel a bemenet autokorreldciéjat
kapndnk — végre sem kell hajtani, mert a (104)-bél kozvetleniil leolvashato,
hogy az egy 2h mélység{i tomegpont terének Fourier-transzformaltjaval aranyos.
Emiatt a jel autokorreldci6janak adatrendszere
M © 20, K

(2422 + (2022

A kivént kimenet (spike) és bemenet keresztkorrelaciéjanak elemei ardnyo-

sak a bemenettel, azaz

Pss (5 k) (105)

] C, W
' [12 + 2 + ()22
(W = h/d, d = adlloméstavolsig).

A zajt a (100) vagy (101) becslésekkel vessziik figyelembe. Feltételezve, hogy
a jel és zaj korreldlatlan

Pog (i’ ]‘) = Pss (i’ k) T @nn (ir k) .

Ezzel a (88) diszkrét Wiener — Hopf egyenletrendszerben szerepl§ 6sszes mennyi-
séget meghatdroztuk. Az egyenletrendszer megoldasa adja az optimélis lefelé
folytatas egyiitthatdit.
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